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Vorwort. 


Das Werk, welches ich hiermit der Offentlichkeit iibergebe, hat 
semen Ursprung m einem Zyklus von acht Vorlesungen, welche ich 
im Sommer 1901 hei der Jahresversammlung der American Mathe- 
matical Society in Ithaca, N. Y. gehalten habe, nnd welche den Zweck 
hatten, ein ausfuhrliches, historisch - kritisches Referat iiber die Fort- 
schritte der Yariationsrechnung wahrend der letzten Jahrzehnte zu 
geben. Meine Lectures on the Calculus of Variations (Chicago, 1904) 
sind im wesentliehen eine Wiedergabe dieser Vorlesungen mit solchen 
Erweiterungen nnd Modifikationen, wie sie notig waren, damit das 
Buch zugleich als Lehrbuch dienen konnte. 

Bald nach Erscheinen der „Lectures“ wurde ich von der Teubner- 
schen Verlagsbnchhandlung aufgefordert, eine deutsche Bearbeitnng 
derselben vorzubereiten; ich bin dieser Aufforderung um so lieber 
nachgekoramen, -als mir dadnrch Gelegenheit geboten wurde, nicht nur 
meinen „Lectures“ in verbesserter Form eine weitere Yerbreitung zu 
geben, sondcrn anch die zahlreichen Untersuchungen iiber Variations- 
rcchnung aus den letzten J ahren init zu verarbeiten und zugleich die 
Darstellung auf alLgemeinere Probleme der Yariationsrechnung aus- 
zudehnen. 

Dieser Entstehungsweise entsprechend hat irnr bei der Abfassung 
auch der deutschen Ausgabe eine Yereinigung von Lehrbuch und 
Enzyklopadie als Zicd vorgeschwebfc. Zugleich geht aus dem Gesagten 
hervor, daB das vorliegende Werk, wie schon der Name andeuten soil, 
nicht den Anspruch erhebt, ein die gesamte Variationsrechnung urn- 
fassendes Lehrbuch zu sein; es will vielmehr nur die spezifisch mod erne 
Variationsrechnung, wie sie sich in den letzten dreifiig bis vierzig 
Jahren miter der Einwirkung clor kritischen Richtung m der Infinitesimal- 
reclmung, vor allem abor unter dem EinfluB der epocheroachenden Ent- 
deckungen von Weikkstbass entwickelt hat, zur Darstellung bringen. 

Dabei habe ich bei dem einfachsten Typus von Variationsproblemen, 
bei welchem die unter clem Integral stehende Funktion von einer ebenen 
Kurve abhiingt und nur erste Ableitungen enthalt, eine gewisse V ollstandig- 
keitangestrebt; dagegenmuBte ich mich bei den allgemeinerenProblemen, 
die ja iiberhaupt noch nicht zu einem ahnlichen AbschluB gelangt sind, 

a* 
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auf die Behandhmg von ausgewahlten Kapiteln beschranken, wenn 
ich nicht die Feitigstellung des Ganzen ad calendar graecas vertageu 
wollte. 

Obgleicli zahlreiche Anwendungen der Vanationsrechnung auf 
Geometrie und Meehanik in Form von Beispielen und Ubungsaufgaben 
behandelt werden, so liegt dock der Hauptnacbdruck durchweg auf 
Seiten der Theorie. Dementsprechend babe icb mieb besonders bemubt, 
Mare Definitionen der Grundbegriffe und scbarfe Formulierungen der 
Probleme zu geben und an die Beweise denselben MaBstab der Strenge 
anzulegen, der auf anderen Gebieten der Infinitesimalrechnung jetzt 
allgem ein iiblich ist. Dazu war es notig, beim Leser eine Bekaimt- 
scbaft mit den Hauptsatzen der Theone der reellen Funktionen reeller 
Variabler vorauszusetzen Urn aber das Buch einem weiteren Leser- 
kreis zuganglich zu machen, babe ieb in emem Anhang (als A. zitiert) 
samtliche im Text benutzten Satze der reellen Funktionentbeorie mit 
ausfuhrlichen Literaturangaben zusammengestellt. Aus demselben 
Grunde babe icb die Darstellung, wenigstens in den ersten Kapiteln, 
elementarer gebalten als in der engliscben Ausgabe, und zahlreiche 
Ubungsaufgab en am Ende der verscbiedenen Kapitel hinzugetugt. 

Einige Bemerkungen smd notig uber meine Stellung zu den Vor- 
lesungen von Weierstrass iiber Variationsrechnung. Dieselben diirfen 
beutzutage als allgemein bekannt betracbtet werden ; teils durcb Disser- 
tationen und andere Publikationen von Scbiilern von WeierstraB, 
teils durcb Kneser’s Lchrbuch der Variationsrechnung (Braunschweig 
1900), teils durcb Ausarbeitungen, die in Mathematikerkreisen zirku- 
lieren, und von denen Exemplare in der Bibliothek des Mathematischen 
Vereins in Berlin, sowie im matbematiscben Lesezimmer der Got- 
tinger Universitat jedermann zuganglich sind, teils endlicb durcb die 
Lectures on the Calculus of Variations von Hancock (Cincinnati, 1904). 

Unter diesen Umstanden babe ich keine Bedenken getragen, von 
den WeierstraB’scben Vorlesungen ganz ebenso Gebrauch zu macben, 
als ob sie publiziert vorlagen. Dabei babe icb micb der Hauptsache 
nacb an die Vorlesung vom Sommer 1879 gebalten, welch© ich das 
Gluck batte, seinerzeit als Student zu horen, und von weleher ich 
damals eine sorgfaltige Ausarbeitung angefertigt babe. 

ScblieBlich m5ebte ich alien denen, welch© mir in irgend einer 
Weise bei dem Zustandekommen meiner Arbeit bebilflicb gewesen sind, 
memen herzlicbsten Dank aussprechen: emer Beihe von Koliegen teils 
fiir bereitwillige Auskunft tiber Nachbargebiete, teils fOr Litoratur- 
angaben, teils fur Berichtigungen; ebenso einer Anzahl von frtlheron 
Zuhorern fiir die Durcharbeitung von Ubungsaufgaben; der Verlags- 
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buchhandlung fur bereitwilliges Eingehen auf meine z ahlr eicben Wiin- 
sclie in Bezug auf Typograpbie und Drueklegung. 

Zu ganz besondorem Danke aber bin icli HerrnLiNDEBERG verpiliehtet 
fiir die tfberlassung des Manuskriptes seiner inzwischen in den Mathe- 
matischen Annalen ersehienenen Arbeit: liber einige Fragen der Varia- 
tionsrechnung, wodurch es mir moghch gemacht wurde, die Theorie der 
isoperimetrischen Probleme m wesentlich verbesserter Form vorzutragen 

Aucb den Behorden der Universitat Chicago bin icb zu groBem 
Dank verpiliehtet fiir mekrfach in zuvorkommendster Weise gewahrten 
liingeren Urlaub, ohne welchen mir die Fertigstellung des Buches kaum 
moglich gewesen wiire. 

Ein letzes Dankeswort gilt einem , der nicht mehr unter den 
Lebenden weilt, dem um die Yariationsrechnung so hoch verdienten 
Adolf Mayer; seinem freundlichen Interesse an der englischen Aus- 
gabe meines Buches ist es in erster Lime zuzuschreiben, daB die Firma 
B. G. Teubner mich zur Bearbeitung einer deutschen Ansgabe aufforderte. 

Freiburg i B. ; deu 8. September 1909. 


Oskar Bolza. 
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Erstes Kapitel. 

Die erste Variation bei der einfacbsten Klasse von Anfgaben. 

§ 1. Vorlaufige Orientierung iiber die wichtigsten Problem© der 

V ariationsr ecbnung. 

Die Yariationsrechnung beschaftigt sich mit Aufgaben des Maxi- 
mums und Minimums , die jedocb von wesentlich komplizierterer Natur 
sind als diejenigen, welche in der aus der Differentialrechnung be- 
kannten Theorie der gewohnlichen Maxima und Minima bebandelt 
werden. Wahrend es sicli namlich dort darum handelt, diejenigen 
Werte einer oder mehrerer Yariabeln zu bestimmen, fur welche eine 
gegebene Funktion dieser Variabeln den groBten oder kleinsten Wert 
annimmt, hat es die Yariationsrechnung mit Aufgaben zu tun, bei 
denen eine oder mehrere unbekannte Funktionen so zu bestimmen 
sind, daB ein gegebenes, von der Wahl dieser Funktionen abhangiges 
bestimmtes Integral seinen groBten oder klemsten Wert annimmt 

Dies soil zunachst durch Besprechung einiger typischer Beispiele 
naher erliiutert werden 

Bei spiel I: In einer Ehene sind zwei Punkte P 1} P 2 und eine 
Gerade £ gegeben . Es wird rerlangt , unter alien Kurven, welche m 
dieser Ebene von P t nach P 2 gezogen werden Tcovmen , diejenige m be- 
stimmen, welche durch ikre Rotation um die Gerade £ die Fldche von 
hleinstem Inhalt erzeugt. 

Wir wahlen die Gerade £ zur #-Achse eines rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems und bezeichnen die Koordmaten der beiden gegebenen 
Punkte mit x u y x und x 2 , 1st dann 

(S: y = y(x) 


B o 1 as a , "V anationsrechnang. 
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irgend eme die beiden Punkte P 1 und P 2 verbindende Kurve, so wird 
der fragliche Flacheninhalt durch das bestimmte Integral 1 ) 

% 

J « 27tJ]/YT~+ y ^dx 

ausgedriiekt, wenn y die Ableitung der Funktion y(x) bedeutet. Der 
Wert des Integrals J hangt yon der Wabl der Kurve ©, d. h. der 
Funktion y(x) ab, und unsere Aufgabe lautet also analytisck 2 ): Unter 
alien Funktionen y(x) 7 welcbe fur x ~ x x und x ===== % 2 die vorgeschrie- 
benen Wert ey 17 bzw. y%, annehinen, diejemge zu bestimmen, fur welche 
das Integral J semen kleinsten Wert annimmt. 

Dieses Beispiel ist em Reprasentant der einfachsten Klasse von 
Aufgaben der Variationsrechnung, bei denen es sich darum handelt, 
ein Integral von der Form 

J- J f{x, y, y')dx, y' = ~ (1) 

durcb passende Wahl der unbekannten Funktion y zu einem Extremum 3 ) 
zu machen. Mit dieser einfachsten Klasse yon Aufgaben, die zugleich 
yon grundlegender Bedeutung ist, werden wir uns in den drei ersten 
Kapiteln beschaftigen. 

Wir haben der Einfachheit halber bei der analytischen Formu- 
lierung yon Beispiel I die zu betracktenden Kurven m der Form: 
y — y(x) angenommen, unter y(x) eine eindeutige Funktion verstanden, 
d. h. wir haben vorausgesetzt, daB jede der ^-Achse parallele Gerade 
die betreffende Kurve hochstens in einem Punkte trifft. Dies ist 
jedoch eine Besehrankung, die durchaus nicht in der ISTatur der Auf- 
gabe liegt. Wir konnen uns yon derselben befreien, indem wir samt- 
liche Kurven in Parameterdarstellung ansetzen: 

X = x{i), y = y(t). 

*) Wir werden in der Polge die positive Quadratwurzel aus emer reellen 
positiven Grofle a stets mit ]/a^ bezeichnen, wahrend die Bezeichnung ~f/a an- 
deuten soil, daB das Vorzeichen unbestimmt bleibt. 

*) Die in diesem Paragraphen gegebene Formulierung der verscliiedenen 
Probleme ist nur als eine vorlaufige zu betrachten und bedarf nach verschiedenen 
Bichtungen hin emer scharferen Prazisierung 

s ) Das Wort „Extremim u wird nach dem Vorgang von Du Bois-Reymono 
(M athematische Annalen, Bd. 15 (1879), p 5G4) un gleicher Weise fur „Maxi- 
mum a und ,,Mmimum u gebraucht in solchen Fallen, wo es nicht notig ist, zwiachen 
beiden zu unterscheiden 
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Unser bestimmtes Integral geht dann fiber in: 



wo jetzt x, y' die Ableitungen von x und y nach t bedeuten. 

Allgemeiner nirnmt das Integral (1) bei Parameterdarstellung die 
Form an: 

J =JF(x, y, x r , y')dt, (2) 

wobei F in bezug auf x' y y homogen von der ersten Dimension ist. 
Das Problem, ein Integral von der Form (2) zu einem Extrem um zu 
machen, bildet die einfctchste Klasse von Variationsproblemen in 
Parameterdarstellung . Wir werden diese Klasse von Problemen, die 
fur geometrische Anwendungen von groBter Wichtigkeit ist, und deren 
Theorie am eingehendsten ausgebildet worden ist, m Kap. V — IX 
behandeln 

Einen Typus von wesentlich anderer Art reprasentiert das folgende 

Pci spiel II 1 ): Tinier alien Kurven von vorgeschriebener Lange l , 
welche zwei gegebene Punlde P l7 P 2 verbmden ) diejemge zu bestimmen , 
welche zusammen mit der Sehne P 1 P 2 den grofiten Fldcheninhalt ein - 
sehliefit 

Wahlen wir die Gerade durch die beiden Punkte P 1 (x l3 y^j und 
P 2 (# 27 y 2 ) zur ^-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems und 
beschranken uns der Einfachheit halber auf Kurven, die in der Form 

y = y(x) 

darstellbar sind ; so lautet die Aufgabe in analytischer FormuLierung: 
IJnter alien Funktionen: y = y(x) ? welche den Anfangsbedingungen 

y(* 1 ) = 

und iiberdies der Bedingung 

J * |/l + y'^dx = l 

genhgen, diejenige zu finden, welche dem Integral 

x ) Zuerst vorgelegt von Jacob Bernoulli 1697, siehe StACKEi/s tibersetzung 
in Nr. 46 von Ostwald’s Klassiker der exaTcten W issenschaften , p. 19 und An- 
merknng 19) auf p, 189; weitere Literatur bei Pascal, Lie Vanationsrechmmg 
(Leipzig, 1899), pp 127, 128. 


1 
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den groBten Wert erteilt. 

Das charakteristiscb Neue besteht hier also darin, daB den zum 
Yergleicb berangezogenen Kurven auBer den Anfangsbedingungen noch 
die weitere Besehrankung auferlegt wird, daB sie einem gewissen be- 
stimmten Integral einen vorgescbriebenen Wert erteilen sollen. 

Unser Beispiel ist also ein spezieller Fall der Aufgabe, ein In- 
tegral von der Form 



a) 


*1 


zu einem E&tremum zu machen, wahrend gleicbzeitig die zulassigen 
Kurven einem zweiten Integral 


K=fg(x, y, y)dx (3) 

emen vorgescbriebenen Wert l erteilen sollen. 

Aufgaben dieser Art heiBen „isoperimetrische Probleme Ci ; wir werden 
dieselben m Kapitel X betrachten, und zwar 7 im Hinblick auf die vielen 
geometriseben Aufgaben dieser Art, m Parameterdarstellung. 

Die nacbstliegende Yerallgemeinerung bestebt darin, daB man be- 
stimmte Integrale betracbtet, in denen die Funktion unter dem Integral 
nicbt nur die erste ; sondern aucb hohere Ableitungen der unbekannten 
Funktion y enthalt, also Integrale der Form 

y> y’> y"> ■ ■> y {n) )d$- ( 4 ) 

Diese Klasse von Aufgaben bat in der Grescbichte der Yariations- 
rechnung eine gewisse Rolle gespielt, ist jedocb gegenwartig 7 wo die 
rein formalen Fragen mebr in den Hintergrund getreten sind 7 von 
geringerem Interesse 7 teils weil sie in einer weiter unten zu betrach- 
tenden allgemeineren Klasse als Spezialfall entbalten ist, teils weil 
kaum irgendwelcbe interessante geometrisebe oder mecbanische Probleme 
zu dieser Kategorie gehoren. 1 ) 

*) Wu geben am Ende von Kap. HI einige Andeutungen iiber Aufgaben 
dieser Art; im ubrigen verweisen wir auf Pascal, loc cit, §§ 2 — 7, 16, 19—22, 
und Zermelo, ZFntersuchungen zur Variatiomrechnung, Dissertation (Berlin 1894), 
sowie §§ 1, 4, 6, 12, 13, 14 m Kneser’s Artikel uber Yariationsrechnung in der 
DncyMopadie der maihematischen Wtssenschaften, II A 8, und Knjeser, Lehrbuch 
der Variationsrechmmg (Braunschweig, 1900), 6 Abschnitt. 



§ 1. Vorlanfige Orient! ©rung tiber die wichtigsten Probleme usw. 5 

Weit wichtiger ist eine zweite Verallgemeinerung, bei welcher 
mehrere unbehannte FunMionen unter dem bestimmten Integral vor- 
kommen. 

Besonders interessant werden die Anfgaben dieser Art, wenn 
zwischen den unbekannten Funktionen Relationen vorgeschrieben sind. 
Hierher gehort das folgende 

Beispiel III: Die kiirzeste Linie zu bestimmen, welche auf einer 
in der Form 

?>(*> y> *)-o 

gegebenen Flddie zwischen zwei auf der Fldche gegebenen Punkten ge- 
zogen tverden harm. 

Nimmt man die zulassigen Kurven in der Form 
y = y(x), z — z(x) 

darstellbar an, so bat man unter alien der Bedingung 

<p($ 9 y@)? *<£)) — o 

geniigenden Kurven, welche durch die beiden gegebenen Punkte gehen, 
diejenige zu bestimmen, fur welche das Integral 

J = fyi + y'* + z'^ dx 

x x 

den kleinsten Wert annimmt. 

Hier haben wir also zwei unbehannte Funktionen von x zu be- 
stimmen, welche durch eine endliche Gleichung vcrbimden sind. 

Die vorgeschriebenen Relationen zwischen den unbekannten 
Funktionen konnen aber auch die Form yon Differentialgleichungen 
haben, wie das folgende, schon von Euler 1 ) und Lagrang-e 2 ) be- 
handelte Beispiel zeigt 

Bei spiel IV: Die Brachistochrone im widerstehenden Medium . 
Unter alien Raumkurven, welche zwischen zwei gegebenen Punkten P x 
und P 2 gezogen werden konnen, soli diejenige bestimmt werden, ent- 
lang welcher ein schwerer materieller Punkt in der kiirzesten Zeit 
von P x nach P 2 gelangt, wen n er den Punkt P x mit einer gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeit v x verlaBt. Die Reibung soil vernachlassigt 

*) Ygl. Methodus mveniendi lineas curvas maximi mimmtve propnetate gau - 
dentes (Lausanne, 1744), pp. 126, 214. 

2 ) Ygl (Euvres , Bd 10, p. 440; vgl. ferner Lihdeloef-Moigno, Calcul des 
Variations (Paris, 1861), p. 308, und Kneser, Lehrbuch, p 248 
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werden, dagegen soil der Wider stand des Mediums berucksichtigt 
werden. 

Die positive ^-Achse eines rechtwmkligen Koordmatensy stems 
■werde vertikal nach unten gewahlt und die Masse des matenellen 
P unk tes gleich 1 angenommen; v bezeichne die Geschwindigkeit, g die 
Konstante der Schwere. Der Widerstand sei eine gegebene Funktion 
der Geschwindigkeit , R(y) sei der absolute Wert derselben. Dann 
erhalt man aus dem Pnnzip der lebendigen Kraft 1 ): 

- gdz - JR(v) ydx 2 + dtT+*** 

Nehmen wir daber der Einfachheit balber x als unabhangige 
Variable, so lautet die Aufgabe in analytischer Fassung: Unter alien 
Funktionensystemen 

y =*y(x), v = v(x) 7 

welche den Anfangsbedingungen 

?/(%) = Vi, *(*i) = «(*i) = V 1> 

yfo) = y%, *(*») = 

und der Differentialgleichung 

vv = gz — JS(v) j/1 + i/ 2 + 
geniigen, dasjenige zu bestimmen, welches das Integral 



zu einena Minimum macht. 

Wir haben hier also drei unbekannte Funktionen , welche durch 
eine Differenticdgleichung verbunden smd 

In naturgemafier Verallgemeinerung gelangt man so schlieBlich 
zu folgender, gewohnlich als LagTxnge’sches FtoUcm bezeichneter Auf- 
gabe: Unter alien Funktionensystemen y 19 y 2 , . . y % emer unabhangigen 
Variabeln x, welche gewissen Anfangsbedingungen und auBerdem einer 
Anzahl yon Nebenbedingungen von der Form 

Vi> Vi, ■ ■ ■> y»i vu y* • ■ ■’ y «) = 0 ( 5 ) 

Tt = 1, 2, . m, (m < n) 


») Vgl z. B Appell, Tratte de Mecamgue rationette, Bd I, Nr. 220, 251 
und Sturm, Cours de Micamque (5 e £d.), Bd. X, Nr 274 
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genugen, dasjenige zu bestimmen, fur welches das Integral 

J=ff(x, y t , y t} y n - y[, yZ, y' a ) dx 

seinen kleinsten oder groBten Wert annunmt. 

Dabei soil der Fall m = 0 mit mbegrrffen sem und ebenso der 
Fall, in welch em eimge der Funktionen (p u oder alle, die Ableitungen 
y{, y' 2 , . , y!i nicht enthalten. 

Dieses Problem ist yon ganz besonderer Wichtigkeit, einmal weil 
es das allgemeinste Variationsproblem fur einfache bestimmte Integrate 
darstellt, insofern alle andern sich auf dieses reduzieren lassen, sodann 
weil die allgememen Yanationsprmzipien der Mechanik ; wie das 
Hamilton’sche Prinzip und das Prmzip der kleinsten Aktion auf 
Probleme dieser Art fiihren. Diese Klasse ron Aufgaben werden wir 
im XI und XII. Kapitel behandeln. 

Endlich kann man auch mehrfache Integrate in den Kreis der 
Betrachtung ziehen. Ein klassisches Beispiel dieser Art ist das Pro- 
blem der Mmimalfiachen: 

Beispiel V: Tinier alien Fldchen , welche von emer gegebenen ge- 
schlossenen Raumkurve S begremt werden , diejenige m bestimmen, welche 
den Meinsten Flacheninhalt besitzt 

Beschranken wir uns der Einfachheit halber auf Flachen, welche, 
bezogen auf ein rechtwinkliges Koordmatensystem, in der Form 

* — f\%> y) 

darstellbar sind, und bezeichnen wir mit of den Bereich der x, y~Ebene, 
welcher von der Projektion S' der Kurve S begrenzt wird, so lautet 
die Aufgabe in analytischer Formulierung: Unter alien Funktionen 
yon zwei unabhangigen Variabeln 

« * V) t 

welche entlang der Kurye S' vorgeschriebene, sich stetig aneinander- 
reihende Werte annehmen, diejenige zu bestimmen, filr welche das 
Doppelmtegral 

P = ffV 1 + (Ji) + (If) dx dy 

$ 

den kleinsten Wert annimmt. 

Da beim Ubergang zu mehrfachen, Integralen die Schwierigkeiten 
ganz erheblich zunehmen, und da die Theorie hier noch nicht zu>einfcm 
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ahnlichen AbsckluB gekommen ist wie bei den einfachen Integralen, 
so werden wir uns bei der Behandlung dieser Klasse yon Aufgaben 
auf die Entwieklung der einfachsten Satze beschranken. — 

JSJach dieser allgemeinen Ubersicht wenden wir nns jetzt zur 
naheren Betrachtung der einfachsten Klasse von Variationsproblemen, 
wobei es sich zunachst urn eine genane Formulierung der Aufgabe 
handeln wird. 

§ 2. Definitionen und Satze fiber ,,gew<5hiiliche“ Maxima und 

Minima. 

Bei der fondamentalen ftolle, welche die Begriffe des Maximums 
und Minimums in der Variationsrechnung spielen, empfiehlt es sich, 
die wichtigsten Definitionen nnd Satze fiber ,,gewohnliche“ Maxima 
und Minima vorauszuschickem 

a) Maximum und Minimum einer linearen Puuktmeuge: 

Uuter einer endlichen Anzahl von Werten einer unabhangigen 
Yariabeln x gibt es stets mindestens ein Maximum, d. h. einen Wert, 
der groBer oder wenigstens nicht klemer ist als alle fibrigen; und 
ebenso ein Minimum. 

Gfanz anders verhalt es sich dagegen bei Mengen von unendlich 
vielen Werten (sogenannten unendlichen Wertmengen oder linearen 
Pimktmengen). Hier kann es zunachst vorkommen, daB ein Maximum 
deshalb nicht existiert, weil es unter den Werten der Menge solche 
gibt, die jede vorgegebene Zahl fibersteigen. Dies ist z. B. der Fall 
bei der aus der Gresamtheit aller positiven ganzeu Zahlen gebildeten 
Menge. Man sagt in diesem Fall, die Menge sei nach oben nicht 
beschrankt. Aber auch wenn die Menge nach oben beschrankt ist 
(home superieurement *)) d. h. wenn samtliche Werte der Menge unter- 
halb einer festen G-rofie („Schranke“) L liegen, so hraucht es deshalb 
doch keinen groBten Wert der Menge zu geben. So ist z. B. die 
unendliche Menge 

0 l 2 3 v— l 

U > 2 ? S’ > V ’ " * 

nach oben beschrankt, da samtliche Werte der Mengen kleiner als 
z. B. 2 smd; trotzdem gibt es unter den Werten dieser Menge 
keinen groBten. 


*) Vgl. A I 2 ; die Abkurzung A bedeutet stets den Anhang am Ende dee 
Baches. 
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Dagegen gilt der Satz 1 ), daB jede nach oben begrenzte Wert- 
menge (lineare Punktmenge) eme obere Greme besitzt, d. b. es gibt 
eme (und nur eme) GroBe G ? welche folgende beiden charakteristischen 
Eigenschaften hat: 

1. jeder Wert p der Menge ist G\ 

2. wie klein auck die positive GroBe e gewahlt sem mag, so gibt 
es stets mindestens einen Wert p der Menge fiir welcben p > G — e. 

Diese obere Grenze G gehort nun entweder selbst zur Menge 
und beiBt alsdann das Maximum der Menge oder aber sie gehort 
nicht zur Menge; in diesem Fall sagt man, die Menge besitzt kein 
Maximum. Die entsprechenden Definitionen und Satze gelten fur die 
untere Greme und das Minimum emer Menge. 

Fiir das obige Beispiel ist die obere Grenze 1, dieselbe gebort 
selbst mebt zur Menge; dagegen gebort die untere Grenze 0 zur Menge 
\md ist daber zugleicb das Minimum. 

Der Gleichformigkeit halber pflegt man von emer nacb oben 
(unten) nicbt beschrankten Menge zu sagen ibre obere (untere) Grenze 
sei + oo ( — oo). 

Bei diesem Sprachgebrauch, welcbem wir folgen werden, besitzt 
also jede lineare Punktmenge eine obere Grenze und eme untere Grenze. 

b) Absolutes Maximum und Minimum einer Funktion in einem 
Intervall: 2 ) 

Bs sei jetzt 

'/=/■(*) 

eme reelle Funktion emer reellen Variabeln, definiert in einem Inter- 
vall 8 ) [a J]. Die dem Intervall [« ab ] von x entsprechenden Werte 
von y bilden eine lineare Punktmenge, die wir mit Y bezeicbneu. 
Diese Punktmenge bat nacb dem vorigen stets eine obere Grenze G 
und eine untere Grenze if, welcbe die obere, resp. untere, Grenze 
der Funktion f(x) m dem Intervall [ ab] genannt werden. 

Sind G und K beide endlich, so heiBt die Funktion f(x) end- 
hch im Intervall fab]. 

*) Vgl. A I 3. 

2 ) Hierzu die ZJbungsaufgaben l a , 1 6 , l c am Ende von Kap III. 

s ) d. h fiir alle x, fiir welche a<^x<^b, (falls a < &), a x > b , (tails a > b) ; 
xm allgemeinen soli mit der Bezeichnung [a b] die Annahme verbunden 

sein. Fiir eine Funktion, welche nicht fiir ein stetiges Intervall, sondern fiir eine 
beliebige Punktmenge Xim Gebiet der Yariabeln x definieit ist, (vgl. Encyclofadie , 
II A, p. 11 und Jordan, Cours d J Analyse (Pans, 1893), I, Nr 41), ersetze man in. den 
folgenden Definitionen uberall das Intervall [ab] durch die Menge X. 



10 Erstee Kapitel. Die erste Variation bei der emfachsten Klasse von Aufgaben 


Gekort die obere Grenze Or zur Menge T d k. gibt es wenigstens 
emen Wert c des Intervalls [a h], so daB: f(c ) » G, wakrend gleick- 
zeitig: f(x) < O fur jedes x in [a b], so keiBt 1 ) Or das absolute 
Maximum der Function fix) im Intermit [ab]. Gekort dagegen 
G nickt zu Y, so besitzt die Fnnktion f(x ) im Interval! [ah’] kein 
absolutes Maximum; letzteres ist stets der Fall, wenn 6r = + oo, da 
jedes einzelne y als endlich vorausgesetzt wird. 

Analoge Definitionen gelten fur das absolute Minimum. 

Fur stetige Funktionen gilt der Satz 2 ): Ist f(x) stetig ini Inter- 
vall [ab), so ist sowokl die obere als die untere Grenze endlick und 
beide werden wirklick erreicht, d. k f(pc) besitzt in [ah] ein absolutes 
Maximum und ein absolutes Minimum. 

Die oben gegebenen Definitionen lassen sich okne weiteres auf 
Funktionen mekrerer Yariabeln ausdehneru 

c) Relatives Maximum und Minimum einer Funktion: 

Von dem absoluten Extremum ist das relative 8 ) zu untersckeiden. 
Man sagt eine Funktion f(x), welcke in einem Intervall [ab] definiert 
ist, besitzt em relatives Minimum an einer Stelle x ~ # 0 des Inter- 
valls [ab], wenn eine positive GroBe d existiert, derart, daB 

fur jedes x des Intervalls [ab], fur welckes | % — x 0 | < d] oder, wie 
wir auck sekreiben konnen, 

f^o + h)-f(x 0 )^0 ( 7 ) 

fur jedes h, fur welckes ( h | < d und x 0 + h in [ab] 

Nack Stolz 4 ) untersckeidet man dabei das eigentlicke von dem 
uneigentlicken Minimum: Bei dem eigentlichm Minimum laBt 
sick d so klein waklen, daB 

f(x 0 +■ h) - f(x 0 ) > 0 (8) 

fur alle angegebenen Werte von h auBer h 0; bei dem uneigent- 
licken gibt es, wie klein auck d gewahlt sem mag, immer nock von 
Null verschiedene Werte li , ftir welcke 


*) Vgl Encydopadie, II A, p. 80. 
a ) Vgl A IU 3. 

s ) Ick folge der Termmologie von Voss in Encyclopadie, II A, p. 81; viel- 
fach wird , relatives Extremum 44 fur,, Extremum mit Nebenbedingungen 44 gebraucht; 
vgl unten, Kap. X 

4 ) Grundmge der Differential- und In tegralreehnung , (Leipzig, 1893), 
Bd I, p 199 
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f(pc o + h') — f(x o) = 0 , I h' j < d. 

Analoge Definitionen gelten fur das relative Maximum 

Beispiele von uneigenthchen Extremen 

a) Die Funktion: y — Jconst. hat m jedem Punkte em uneigentliches Maximum 
und zugleich ein uneigentliches Minimum 

b) Die Funktxon 



hat fur x=0 em uneigentliches relatives Minimum Denn hier ist 

Oj, fin jedes £c; 

zugleich gibt es in jeder Nahe der Stelle x = Q Werte von x , fur welche 
f(sc)^=f{ 0), namlich die Werte j?=1 ,g,7C, wo y eme gauze Zahl. 

Besitzt die Funktion f(x) ini Punkt x = x 0 eme Ableitung f(x 0 ), 
so gilt der Sat#*): 

Fiir das Eintreten eines relativen Extremums m einem innern 
Punkt x 0 des IntervaUs [ab] %st notwendig, daft 

rw-o (9) 

Derm nach der Definition der Ableitung hat man in diesem Fall: 

/'Oo + h) ~ f(* o) = * If' «) + (*)] , (10) 

wo (A), wie stets in der Folge, in WeierstraB’scher Bezeichnung 
eine unendlich kleine Funktion von A bezeichnet, d h, 

L (A) - 0 

h = 0 

Ware nun f'(x 0 ) 4= 0, so konnte man eme positive GfroBe 8 angeben, 
so daB | (A) | < | f (x 0 ) ( , und daher f (x 0 ) + (A) von demselbei? 
Zeichen wie f(x 0 ) ware fur alle | h | < d, Fiir solche Werte von A 

x ) Ygl Encyclopadie , II A, p. 81 

2 ) Ygl. Encyclopadie, II A, p 82 5 Jordan, Gouts d 3 Analyse, I, Nr 394; 
Peano, I) ifferentialrechnun g und Grundzuge de) Integralrechmmg (Leipzig, 1899), 
Nr. 131 ; unter aligemeineren Yoraussetzungen bei Stolz, Grundzuge , I, pp. 203, 
204, 207. Ist die Funktion f(x ) regular 1 m Punkt x 0 , d. h nach ganzen 
positiven Potenzen von x — x 0 entwickelbar, so kann man die obigen ftesultate 
auch mittels des Satzes beweisen* Fur hinreichend kleine Werte von \ h\ hat 
die Potenzreihe 

a k h k + 0* + 1 A* + 1 + * * i a x = ¥°i 

dasselbe Yorzeichen wie das erste G-Iied a k h k , vgl. Stolz, Grundzuge , I, p 205 
Kneser, Lehrbuch, § 7. 
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hatfce daher f(x 0 + h) — f(jc 0 ) dasselbe oder das entgegengesetzte 
Zeichen wie f(pc 0 ), jenachdem h positiv oder negativ Es konnte 
also weder em Maximum noeh em Mmmmm stattfinden. 

Derselbe SchluJB lafit sick nicht anwenden, wenn x 0 mit einem 
der Endpunkte des Intervalls [cub] zusammenfallt Nehmen wir an, 
dafi a < b : so kann h fur x 0 «= a nur positive , fur x 0 = b nur nega- 
tive Werte annehmen. Daher folgt aus (10): Pur das Eintreten eines 

relatiyen Maxhnums (Mimmums) mi unteren Endpunkt a des Inter- 

+' 

vails [ab] ist notwendig daB f(a) <; 0 (> 0 ) , im oberen Endpunkt b: 

— r + ' 

f(b ) > 0 (<; 0) , wobei f und f die vordere und hintere Derivierte 
bedeuten. 1 ) 

Wenn in einer gewissen Umgebung eines mneren Punktes x 0 die 
n ersten Ableitungen von f(x) existieren und stetig sind, so gilt der 
SaU % ): Wenn 

/> o) = 0, rw- 0, /‘ ( ” -1) (a: 0 ) = 0, /(»W + 0, 

so besitzt die Funktion f{p) fur x = x 0 kein Extremum , wenn n un- 
gerade; dagegen besitzt sie ein relatives Extremum , falls n gerade ist, 
und ztvar em eigentlicJies Minimum, wenn fW (# 0 ) > 0 , ein eigentliches 
Maximum ? wenn f n (x Q ) < 0. 

Denn unter den gemackfcen Annahmen laJBt sick der Taylor’scke 
Satz anwenden, nack welch em 

f(*t> + A) - f&>) - ^\f {n)(x o + M), 0<e<i, (11) 

woraus unter Zuzielmng der vorausgesetzten Stetigkeit von f^(x) der 
Satz unmittelbar folgt. 

Ffrr die Endpunkte ist der Satz wieder aknlick wie oben zu 
modifizieren. 

Aus den oben gegebenen Definitionen folgt unmittelbar: Besitzt die 
Funktion f(x) fur x «= x 0 ein absolutes Maximum (Minimum) in bezug 
auf ein den Punkt x 0 entkaltendes Intervall [a 6], so besitzt sie a fortiori 
auck ein relatives Maximum (Minimum) fur x x Q . Hierdurch reduziert 
sick die Bestimmung der absoluten Extrema auf die der relative*}. 
Hat man letztere gefunden und weifi man a priori, daB die Funktion f(x) 
im Intervall [a b] ein absolutes Maximum (Minimum) besitzt, so hat 
man nur unter den relativen Maximalwerten (Minimalwerten) den 


*) Vgl. A IV 1 
Vgl. p 11, FuBnote *) 
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groBten (kleinsteu) auszusuchen. Neue Scbwierigkeiten treten nur 
dann auf 7 wenn die Funktion unendlieb yiele Maxima und Minima 
besitzt. *) 

§ 3, Definition des Maximums und Minimums eines bestimmten 

Integrals. 2 ) 

Granz analoge Begriffsbildungen treten nun aucb bei der Definition 
des Maximums und Minimums eines bestimmten Int egrals auf. 

Wir werden uns dabei (sowie stets in der Folge) der folgenden 
abgekiirzten Ausdrucksweise bedienen: Indem wir unter einer Funktion 
stets eine eindeutige , reelle Funktion einer oder mehrerer reeller Va- 
riabeln versteben 7 sagen wir 7 eine Funktion fix) einer Yariabeln x 7 
welche in einem Interyall [a 6] definiert ist ; sei in diesem Interyall 
von der Klasse G wenn sie in 3 ) [a 6] stetig ist und eine stetige 
erste Ableitung f'(x ) besitzt; von der Klasse C", wenn aufierdem 
die zweite Ableitung f"{x) existiert und stetig ist in [a¥\, und so fort, 
wobei man beaehte, daB die Klasse + in der Klasse ent- 
halten ist. 

Ebenso soli die Kurve 

y = f( x ), a^x^b, 

x ) Hierzu Ubungsaufgabe l d , am Ende von Kap. III. 

s ) Bis in das letzte Dnttel des vorigen Jahrhunderts hat allgemein groBe 
Uhklarheit fiber die Grundlagen der Variationsrechnung geherrscht. Das gxofite 
Verdi enst urn die Klarung der Giundbegriffe und urn erne sobarfe Eoiraulierung 
der Aufgaben haben: Du Bois-Eeymond, „Erlauter ungen m den An fangsgr unden 
der Variationsrechnung^ , Mathematisehe Annalen, Bd. XV. (1879), p. 283; 
Scheefeer: „tfber die Bedeutung der Begnffe Maximum und Minimum m der 
Variationsrechnung ee , ibid. Bd XXVI (1886), p. 197; und vor allem Weiers trass 
in seinen an der Berliner Umversitat gehaltenen Vorlesungen liber Variations- 
rechnung (1865 — 1890). Wertvolle Beitrage nach dieser Hichtung haben auch 
geliefeit: Zermelo, Dissertation , p 24; Kneser, Lehrbuch , § 17 und Osaoon, 
„ Sufficient conditions in the Calculus of Variations Annals of Mathematics 
(2), Bd. II (1901), p. 105. 

8 ) Da der Begriff der Ableitung, wie ei gewohnlich definiert wird, nur eme 
Bedeutung hat fur innere Punkte des Definitionsbereiches einer Funktion, so 
ist noch eine besondere Festsetzung beziiglich der Endpunkte a und b notwendig 
Wir wollen dieselbe dahin formulieren, daB es moglich sem soli, die Definition 
der Funktion f{x ) so fiber das Interyall [a£] hinaus auszudehnen, daB die er- 
weiterte Funktion fur a' <( x < V die genannten Eigenschaften hat , wo a < a , 
F > 5 Dies ist gleichbedeutend mit der Annahme, daB die betreffenden Ab- 
leitungen stetig sein sollen im Innern des Intervalls [a&] und sich bestimmten 
endlichen Grenzen nahern sollen bei Annaherung an die Endpunkte (vgl. A IV 4). 
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von der Klasse C', resp. C", heiBen, wenn f(x) m [ab] von 
der Klasse G' ? resp. G' r . . ist. 

Endlich sagen wir aueh von emer Funktion von m Yariabeln: 
x 2f . . x m ), sie sei in einem Bereich 1 ) fit im Grebiet der Ya- 
riabeln x 1? x 2 , . . x m von der Klasse G^\ wenn sie selbst samt 
lhren partiellen Ableitungen bis znr n ten Oidnung mklusive stetig 
ist in 2 ) St. 

a) Absolutes Extremum eiues bestinnnten Integrals: 

Es sei jetzt emerseits eine Funktion /*(#, y, y) der drei unab- 
hangigen Variabeln x ) y 7 y r gegeben ? welcbe reell und von der 
Klasse 3 ) C"' ist in einem Bereich welcber aus alien Punkten 
(x, y, y') besteht ; far welche (x, y) einem gewissen Bereich St der 
y-Ehene angehort, wahrend y' irgend einen endlicben Wert baben kann. 
Andererseits sei 

S: y*=*y{x), oc a , 

eine ganz im 4 ) Bereicb 91 gelegene Kurve der Klasse O'. 

Alsdann ist die Funktion 

f 0 , y&)> y'<p)) 


1 ) Unter einem „Bereich“ soil stets eine Punktmengc veratanden warden, 
welcbe „mnere Punkte u enthalt, emerlei von welcber Beschaifienheit sie sonst 
sem mag liber die Definition ernes inner en Punktes vg3 A I 7 

2 ) Pies bat eine unmittelbare Bedeutung wieder nur, wenn der Bereich <Si 

nur innere Punkte enthalt (Oder, wie wir sagen, ein „ stebiger JBercich i£ ist); 
enthalt er aucb JBegrenzunys'punlcte (d h. Punkte, in deren jeder Fake es 
Punkte gibt, welcbe nxcbt zu (St geboren), so fugen wir noeb die Festsetzung 
binzu, dafi sicb die Definition von fix x , oc 2 , . x m ) so liber den Bereicb (St 

bmaus auf einen stetigen, den Bereich (St entbaltenden Bereich $ fortsetzen 
lassen soli, daB die erweiterte Funktion die angegebenen Eigenschaften im Be- 
reicb © besitzt. 

*) Bei den geometrischen und mecbaniscben Anwendungen der Variations- 
recbnung ist die Funktion f(x, y, y) meistens eine analytische Funktion 
einfachster Art. Es ware daber voilstandig gemigend, die Untersucbung fur 
analytische Funktionen f durchznfubren , wie es Wkiekstras.s und Kneskr getan 
baben Dagegen muB man gerade aucb vom Standpunkt der Anwendungen bei 
den meisten Aufgaben anch nicht- analytische Kurven zulassen, wenn man 
die Aufgabe nicht ganz nnnaturlicb emscbranken will Wenn man es aber docb 
eimnal nut nicht-analytisehen Funktionen zu tun bat, so wird die Daretellung 
einbeitlicher, wenn man aucb die Funktion f nicht als analytiscb voraussetzt, 
wie dies aucb scbon Pascal, loc. cit. p 21 und Osaoon, loc cit p 105 getan baben. 

4 ) Eine Kurve hegt „in einem Bereich“ soil stets bedeuten: jeder Punkt 
der Kurve ist zugleich em Punkt des Bereicbes, nicht notwendig ein mnerer Punkt. 



§ 3. Definition des Maximum^ tmd Minimums eines bestimmten Integrals. 15 

nach den Satzen iiber zusammengesetzte Funktionen (A. IY 9) eine 
im Intervall [x r ze 2 ] stetige Funktion von x, tmd daher hat das Integral 

A 1 

y(x), y\x))dx (12) 

*1 

emen bestimmten endliehen Wert, Wir nennen dieses Integral das 
Integral der FtmUion f(x, y, y') genommen entlang der Kurve & nnd 
bezeiehnen dasselbe mit 

J=ff(x, y, y')dx 

h 

oder klirzer mit 

Es seien jetzt im Bereich 91 zwei Punkte P l (x 1 , y x ) und P 2 (# 2) y 2 ) 
gegeben, wobei wir stets x t < x 2 voraussetzen; wir betracbten die 
Gesamtheit SUL alter Kurven, welcbe folgende Bedmgungen erfiillen: 
1. Sie gehen durch die beiclen gegebenen Punkte P x und P 2 . 

2 Sie sind in der Form 

y = y( x ), 

darstellbar, wo y(x) eine eindeutige Funktion von x faedentet, d h. geo- 
metnsch ; jede Kurye wird Yon jeder Geraden parallel der y~ Achse: 
X = c in einem und nur einem Punkt geschnitten, wenn x ± c x r 
3. Sie sind yob der Klasse C r , d. b. geometrisch, sie sind stetig 
nnd besitzen in jedem Punkt eine Tangente, deren Gefalle 1 ) sick stetig 
andert, und die nie mit der y- Acbse parallel ist. 

4 Sie liegen ganz im Bereich 91. . Wir nennen diese Kurven die 
„$ulassigen Kurven“ oder auch die „Yergleichskurven“ 

Jede zulassige Kurve © liefert emen bestimmten endliehen Wert 
Jg. fur das Integral J. Die Menge dieser Integralwerte besitzt 

eine untere Greuze K und eine obere Grenze G (endlich oder unend- 
licb) Wenn alsdann die untere (obere) Grenze endlich ist nnd wirk- 
lich erreicht wircl, d. h. wenn es eine zulassige Kurve © gibt, fur 
welche 

= K, = O) , ( 13) 

so sagen wir, die Kurve (£ liefert ein absolutes Minimum (Maximum) 
fiir das Integral J in bezng auf die Menge 3TI. 

x ) Unter Gefalle (slope) emer Geraden verstehen wir die tngonometrische 
Tangente des Winkels, welchen die Gerade mit der positiven a;- Achse bildet 



16 Erstes Kapitel. Die erste Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben. 

Far jede andere zulassige Kurve © hat man dann 

(:h<'h)i ( 14 ) 

and diese Ungleichung kann ebenfalls zur Definition des absoluten 
Mmimums (Maximums) benutzt werden. 

Die Aufgabe der Vanakonsrechnung in ihrer einfachsten 
Form besteht nun darm ; diejenige oder diejenigen zulassigen Kurven 
zu bestimmen, welche in diesem Sinn em absolutes Minimum oder 
Maximum fur das Integral J liefern. x ) 

Die so formulierte Aufgabe laBt sich auf die mannigfachste Weise modi- 
fizieren, indem man den zulassigen Kurven andere Bedingungen auferlegt. Wir 
eiwahnen die wichtigsten dieser Modifikationen: 

1. Statt die Endpunkte vorzuschreiben, kann man auch nur verlangen, daB 
sie auf gegebenen Kurven liegen sollen, oder sonst in vorgeschriebener Weiae 
veranderliek sem sollen (vgl § 7 und Kap. VI). 

2 Man kann die Bedingung fallen lassen, daB y sich als emdeutige Funktion 
von x darstellen lassen soli, indem man die Kurven m Parameterdarstellung an- 
nimmt (vgl Kap. V). 

3. Endlich kann man auch die „Klasse u der zulassigen Kurven modifizieren, 
indem man z, B Kurven mit „Ecken u zulaBt (Kap. VIII), oder bloB die Existenz 
der rechtsseitigen Tangente verlangt (vgl. Kneser, Lehrbuch 9 § 17); ja man 
kann die Aufgabe sogar so erweitern, daB nicht einmal die Existenz einer ein- 
seitigen Tangente voxausgesetzt wird (vgl. Kap. IX). Anders eits kann man auch 
dem Gefalle gewisse Beschrankungen auferlegen, z B bestandig positiv zu sein 
(vgl Kap VIII), oder dem absoluten Wert nach eine vorgegebene Grenze nicht 
zu uberschreiten (vgl § 19, c). 

Wie man die zulassigen Kurven am besten zu definieren hat, das hangt in 
jedem einzelnen Fall von der speziellen Katur des vorgelegten Problems ab 
Aber wie man auch die Aufgabe formulieren mag, sie muB stets den beiden 
folgenden Forderungen geniigen, wenn sie uberhaupt einen bestimmten Sinn 
haben soil: 1. Die Gesamtheit der als zulassig betrachteten Kurven mu ft genau 
defimert werden ; 2. fur jede zulassige Kurve mu ft das Integral J , eventuell nach 
geeigneter JSrweiterung seiner Definition, einen bestimmten endhchen Wert haben 

Was den Bereich betrifft, so ist derselbe fur jede einzelne Aufgabe be- 
sonders festzulegen; er kann offen oder geschlossen, endlich oder unendlich sein, 
er kann auch die ganze x, y-Ebene umfassen 

x ) Hilbert hat m seinen Vorlesungen (1904/1905) ein allgemeines Problem 
des Maximums und Minimums formuliert, welches sowohl die Aufgaben der 
Variationsrechnung, als die der Theorie der gewohnlichen Maxima und Minima 
nmfaBt: Gegeben ist eine unendhche Menge irgend welcher mathmnatiseher Ob - 
jekte a , b, . ( Zahlen , Punlcte, Kurven, Flachen usw.J, und jedem Individuum 
dieser Menge ist erne reelle ZaM J a , Jb . . zugeoidnet JSs soil dasjenige Indi- 
viduum der Menge bestimmt werden, welchem die groflte oder Jclemste Zahl m- 
geordnet ist. 
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So mussen z B. bei der Aufgabe, das Integral 



yi + y*dx 
Vv — yi + *' 


zu einem Minimum zu machen (Brachistochrone, vgl § 26, b), die zulassigen 
Kurven notwendig auf den dtuch die Ungleichung 

y — Vi + * > o 

definierten Bereich beschrankt werden, well sonst die Funktion f entweder un- 
stetig oder imaginar werden wiirde 

Bei der Aufgabe der RotationsfLache von klemster Oberflache, wo 

J=j*y V 1 + 2 /' sV dx, 

e 

muB man die zulassigen Kurven auf den Bereich 

V>® 

beschranken, weil nur dann das bestimmte Integral J die gewunschte geo- 
metnsche Bedeutung besitzt. 

Neben solchen ,,natiirlicben u Bescbrankungen, die sich aus dem Problem 
mit Notwendigkeit ergeben, kann man aber auch den zulassigen Kurven „kunst- 
lich“ Beschrankungen auf einen gewissen Bereich auferlegen. So sind z B. bei 
der Aufgabe, die kurzeste Lxnie zwischen zwei Punkten zu finden, wo 

/= f 'yr+v^dx, 

dr 

die zulassigen Kurven keinerlei derartigen Beschrankung unterworfen, so daB 
der Bereich die ganze x , 2 /-Ebene umfaBt. Man kann aber auch die Aufgabe 
dahm modifiziejen, unter alien Kurven, welche in einem gewissen gegebenen 
Bereich gelegen smd, die kurzeste Verbmdungslmie zweier gegebener Punkte zu 
finden (vgl. Kap. VIII); hier ist dann 01 eben diesex vorgegebene Bereich. 


b) Relatives Extremum eines bestimmten Integrals: 

Granz analog wie in der Tbeorie der gewdhnhchen Extrema laBt 
sich nun auch die im vorhergehenden formulierte Aufgabe des ab- 
soluten Extremums eines bestimmten Integrals, (welche das eigentliche 
Endziel der Yanationsrechnung ist), auf diejenige des relativen Ex- 
tremums zuriickfiihren, bei welchem die gesuchte Kurve nur mit 
sogenannten „benachbarten“ Kurven verglicben wird, und welches 
folgendermaBen defimert wird: Eine mlassige Kurve y = y(%) 
liefert ein relatives Minimum (Maximum) fur das Integral J, wenn 
eine positive G-rofie q existiert , derart , dafi 


Bolza, Variationsrechimiig 


2 


( 14 ) 
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fur jede mlassige Kurve © : y y (%) 7 fur welche 

\ytx)~-y(?)\<Q fu } ' $1 <! x ( 15 ) 

Diese TTngleiehung bedeutet geometriseh , daB die Kurve © (ab- 
geseben von den Endpunkten) nn Innern des Streifens liegt, welcher 
durch die beiden Kurven 

y^y{x) + q, y=*y(p) — 9 

einerseits und dureb die beiden Greraden 


/7 1 — — /y» / y * /y» 

lAJ y tV 0^2 


anderseits begrenzt wrrd. Diesen Streifen werden wir „die Naclibar- 
schaft l ) (p) der Kurve 6" nennen, wobei von der Begrenzung nur 
die Punkte P 1 und P 2 als mit zur Nachbarschaft (p) gehorig be- 
trachtet werden sollen. 

Wir nennen dann wieder das relative Minimum (Maximum) 
ein etgentliches, wenn p so gewahlt werden kann, daB in der 

Ungleicbung (14) das Zeichen > (<) 
^y(*) + 9 £ft r a ]j e von g verschiedenen zu- 
y(x) lassigen Kurven gilt, welcbe m der 
Nachbarschaft (p) liegen; dagegen 
uneigmtlich, wenn es, wie klem aucb 
q gewahlt sem mag, stets mmdestens 
erne von © verschiedene zulassige 
Kurve © gibt, welche ganz in der 
Nacbbarscbaft (p) liegt und fur 
welcbe: =* K . 



Fig 1 . 


Eine Kurve, welcbe ein absolutes Extremum liefert, liefert a for- 
tiori aucb ein relatives, und daber reduziert 2 ) sicb die urspriinglicbe 
Aufgabe darauf, alle Kurven m finden, welche ein relatives Extremum 
fur das Integral J liefern , and m dieser Form werden wir die Aufgabe 
in der Folge betrachten. 

Wir werden dabei die Worte ,, Minimum, Maximum" stets im 
Sinn von ^relatives Minimum, Maximum" gebraucben und wir werden 


*) Vgl. Osgood, loc cit. p. 107. Die Nacbbarscbaft (q) inklusive ibrer Be- 
grenzung werden wir die geschlossene Nachbarschaft [p] von (£ nennen, 

s ) Vgl. die entsprecbenden Bemerkungen bexrn gewobnlieben Extremum, 
§ 2, c). Fur eine dir eh te Bebandlung des absoluten Extremums vexgleicbe man 
Hidbert’s Existenzbeweis (Kap. IX), Darboux, Theone des surfaces , Bd Ilf, 
p. 89; und Zbrmelo, Jahresbericbt der Deutscben Matbemati ker- 
Vereinigung, Bd. XI (1902) p. 184 
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uns auf den Fall des Mimmums besebranken, da jede Kurve, welcbe 
ein Minimum fur das Integral J liefert, zugleicb ein Maximum fiir 
das Integral — J liefert, und yice versa. 

§ 4. Verschwinden der ersten Variation. 

Wir setzen jetzt voraus, wir batten eine Kurve 

y = y{x), fr^x^x,, 

gefunden, welche das Integral 

J = ff(x, y, y ) dx 

I 

in dem im vorigen Paragraphen erklarten Sinn zu emem Minimum 
inaebt. Wir nebmen iiberdies an, daB die Kurve © ganz im Innern 1 ) 
des Bereicbes 3b liegt. 

Aus der letzten Annabme folgt 2 ), daB wir q so klein nebmen 
konnen, daB die Nacbbarscbaft ( 9 ) von S ebenfalls ganz im Innern 
von 31 liegt. 

Wir „variieren“ nun die Kurve S, 'd. h. wir ersetzen sie durch 
eine andere zulassige Kurve 

© * y ==sb y (*&) ; ^ *^2 7 

welche ganz in der Nacbbarscbaft (q) liegt. Eine solcbe Kurve pflegt 
man eine der Kurve © fJ benaehbarte Kurve £C zu nennen. 

Das Inkrement 

A y=*y{x) — y(%) } 

welehes- wir mit co (oder wenn notig &(%)) bezeicbnen 8 ), wird die 
„voll$tandige Variation von y u genannt. Da die Kurve © in der Naeb- 
barschaft (q) liegt, so ist 

I ® 0) | < Q in [>1 %] ; ( 16 ) 

iiberdies ist im Fall fester Endpunkte 

a)(^ 2 ) = 0, (17) 

da 

y (^1) = y(%i) = ?/i ; y fe) = </(%) = % • 

*) Der Fall, wo die Kurve Punkte mit der Begrenzung von 31 gemein hat, 
wird in Kap. VIII behandelt werden 

2 ) Vgl. § 21, a); die Kurve (£ ist eine begrenzte, abgeschlossene Menge, 
nach A VII 1. 

8 ) Bezeichnung nach Lagkange, (Euvres , Bd IX, p. 296. 
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Das entsprechende Inkrement des Integrals ; 

heifit die „ vollstandige x ) Variation des Integrals J ic . Da wir die End- 
punkte als fest voraussetzen, so sind die Integrationsgrenzen in beiden 
Integralen dieselben nnd wir konnen daher scbreiben: 

*2 

A J = f[ 'fix, y + a, /+»') — fix, y, yf] dx. 

Da wir annehmen, daB die Kurve (£ em Minimum liefert, so 
mu6 nacb (14) 

A/>0 (18) 

sein fiir alle „benachbarten“ Rurven, yorausgesetzt, daB q hinreichend 
klein gewahlt worden ist 

Fiir die ^weitere Diskussion dieser Ungleichung betrachten wir 
mit Lagbange 2 ) spezielle 3 ) Yariationen yon der Form 

&(%) = £7](x) ; (19) 

wo rj(x) eme beliebige Funktion der Klasse O' ist, welche in x ± und x 2 
yerschwindet, und s eine Konstante, deren absoluter Wert so klein 
gewahlt ist, daB die Bedmgung (16) erfiillt ist. 

Alsdann gebt das Integral J = «7g m eine Funktion yon s fiber, 
die wir nut J(s) bezel cbnen wollen. Insbesondere ist dann J(0 ) = J^ 7 
so da B wir die Ungleichung (14) schreiben konnen 

^)>m 

fur alle hinreichend kleinen Werte von | s |. Das beiBt aber: Die 
Funktion J (s) muB fiir £ = 0 em Minimum besitzen, und daher muB 

cT(0)-0, J"( 0)^0 (20) 

sein. 


*) Nacb Weierstrass, Vorlesungen 

0 Vgl. Lagrange, (Euvres , Bd IX, p 298, die bier gegebene Metbode be- 
nutzen Lindelof-Moigno (loc cit.), Dienger, Grun drift der VaruiUonsreehnmig 
(Braunschweig, 1867), und Osgood (loc. cit.). 

8 ) Variationen dieser speziellen Art werden auch schon von Eui,er erw&hnt, 
Instit Gale . Integr ., Bd. IV, Supplem. XI, § 5 Solange es sicb nur um die Her- 
leitung notwendxger Bedingungen bandelt, durfen wir die Variationen nach 
Belieben spezialisieren; ganz anders verh&lt es sicb bei der Herleitung hin- 
reicbender Bedingungen, vgl. § 15. 
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Aus der Definition der Ableitung folgt, daB 

A J- J(s) - J( 0) - sJ'( 0) + s(s), (21) 

wenn (e) wieder eine nnendlicli Heine JFunktion [von s bezeichnet, 
so daB also s J'(0) das Differential der Funktion J(s ) nacb s bedeuiet. 
Man pflegt dasselbe nacb Lagrange 1 ) mit 3J zu bezeicbnen: 

eJ'(0 ), 

und die erste Variation des Integrals J zu nennen. Analog definiert 
man die hoheren Yanationen 

dV- a 2 J"(0), . . JW( 0) . 

Unter Benutzung dieser Bezeidmungsweise konnen wir die Bedmgungen 
(20) also aucb so aussprecben: 

Fur ein Minimum des Integrals J ist notwendig , daft die erste 
Variation verschwindet 2 ) und die zweite Variation niclit negativ isF), 
und zwar fur aide mlassigen FunMionen tj: 

SJ = 0, d 2 J^> 0. (22) 

Wir haben es bier zunacbst nur mit der ersten Variation zu tun. 
N"acb der Regel 4 ) fur die Differentiation eines bestimmten Integrals 
nacb emem Parameter findet man: 

J'(9)=fif v n + fy'V')dx, (23) 

wenn wir, wie stets in der Folge, partielle Ableitungen einer Funktion 
mebrerer Variabeln durcb Suffixe bezeicbnen: 


*) Das Symbol S findet sick zum erstenmal jin einena Brief von Lagrange 
an Euler vom 12. August 1755, sieke Lagrange, (JEuvres , Bd. XIV, p. 140 
2 ) Euler, Methodus invemendt etc.( 1741), Kap. I, § 63. 

®) Hdkere Variationen finden sick zuerst bei Legendre (1786), der jedock den 
1 > 

Paktor — : mit zu d J kinzurecknet. 
nl 

4 ) Vgl A V 7 Die Hegel ist luer anwendbar; denn aus unseren Annahmen 
liber die Funktionen f\ y , 7] folgt nack A IV 9, dafi die partielle Ableitung 

d 

^ f(x , y(x) + * n (£C) , y' (x) + eij'(*)) 
eine stetige Funktion Ton x und * ist in dem Bereich 

*l^*^*l) I * I *0 1 

wofern die positive CrroBe s 0 hinreichend klein gewaklt wird 
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, _ K 

'V a y’ 

imd ebenso spater: 


91 

dy*> 



usw., 



9Y 

dydy n 


usw 


Wir erhalten also den Satz: 

Fur ein Fxtremum des Integrals J ist es notwendig , da[5 


jlf,jV + fp'V) dx = 0 (24) 

fur alle FunUionen der Klasse G\ welche in x 1 und %% verschwinden . 
Dabei sind die Argumente von f yJ f y , : x, y(x), y r (x). 

Man kann dieses Resultat aueh dadurch ableiten, daB man auf die 
Different 

f(x, y + c o, y' + &') — fix , y, y) 

den Taylor'sehen Satz mit JRestghed 1 ) fur «~2 anwendet und dann zwiscken 
den Grenzen x 1 und x % integriert. Man erh&lt so 

A ./== j\f y m +f y ,<o')dx +4 / + 2 4 yM ' + f, /y . a'*)dx, 

*1 *1 

wobei die Argumente von f yy , f yyt , j f yfy , sind x, y (x) + 6 co (x) , y'(x)-\-Q(o (x), 
unter 0 eine Funktion von x verstanden, deren Wert bestandig zwiscken 0 und 
1 liegt. 

Wahlt man jetzt wieder fur w eine Funktion der speziellen Form (19), so 
nimmt der Ausdruck fur A/ die Form (21) an, woraus man, wie in § 2, e), 
schliefit, daB (24) erfullt sein muB, 

Wenn f(x, y, y) eine analytische Funktion ist, welche in dem oben mit %i 
bezeichneten Bereich. regular ist, so kann man statt der Taylor’schen Formel mit 
Restglied aucb die Taylor* sche unendhche JReihe 2 ) in Anwendung bringen. Man 
exhalt dann unter der Yoraussetzung, daB gliedweise Integration erlaubt ist, 
fur A J eine fur hinreichend kleine Werfce von | oo | und | o' ] konvergente 
Reihe . 

J ) Diese Methocle wurde zuerst von Lagrange gebrauclit, siehe (Euvres , 
Bd. IX, p. 297. Ygl auch Du Bois-Reymond, Mathematische Annalen, Bd. XY 
(1879), p 292, und Pascal, loc. cii. ? p. 22. 

s ) Diese Methode benutzen Weierstrass , Knjeser [Lehrbuch, §§ 2, 8) und 
Jordan, Oours T Analyse, III, Nr 350), ohne jedoch einen strengen Detailbeweis 
zu geben, der kier wesentlick umstandlicker ausfallen wurde als bei den beiden 
anderen Metkoden 
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AJ== j(fy'° + fy co ') dx + iJ(fy y ai + ^f V y'<»<o' + f y , y ,co' 1 )dx+ ■ -I- 

*1 *1 

+ f [ a 1 a ') n dx + • • . 

% 

wobei m W eiers traB’scher Bezeicbnungsweise (©, ©'^ erne homogene Funktion 
n tev Dimension yon ©, o' bedeutet 

Wahlt man dann wieder fur co eine Fnnktion von der speziellen Form (19), 
so geht diese Reihe m eine nacb Potenzen yon s fortscbreitende Reihe ubex*, 
anf die man dann das anf p. 11, EuBnote 2 ) erwahnte Lemma anznwenden hat. 

Yon den drei angefubrten Metkoden liefert unzweifelhaft die erste, den 
einfachsten strengen Beweis fur die beiden Bedmgungen (20) Man hat sogar 
lange geglanbt, daB diese Methode das ganze Problem der Variationsrechnung 
anf ein Problem der Tbeorie der gewohnlichen Maxima nnd Minima zuruckfuhrt 
Dem ist aber nielit so; denn wie wir spater sehen werden, liefert die Metbode 
nur notwendige Bedmgungen, geniigt aber nicbt einmal fur ein sogenanntes 
schwaches 1 ) Extremum zur Herleitung bmreicbender Bedingungen, wahrend 
die auf die Taylor’scbe Formel basierte Metbode, obgleicb weniger elegant, 
wemgstens fur ein schwaches Extremum binxeicbende Bedingungen liefert. 


§ 5. Die Eulex’sehe Differentialgleiehung. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, aus der Bedmgung 0 weitere 

Folgerungen zu ziehen. 

a) Die Lagrange’scke partielle Integration: 

Zu diesem Zweck pflegt man nacb dem Yorgang von Lagrange 2 ) 
das zweite Glied in dem Ausdruck fur 6J durch partielle Integration 
umzuformen und erbalt so: 

»*- ‘ {[<£ + ~ ilr) <**}- W 

*1 

wobei von der Bezeichnung 

[< P (®)1 = ®(« 2 ) - ®(* i ) ( 26 ) 

a J 

Gebrauch gemacbt ist. 

Da rj fiir x == x x und x = x 2 versckwindet, so ist das vom Inte- 
gralzeicben freie Glied gleich. Null, und die Bedingung d J — 0 redu- 
ziert sich auf 

x ) VgL § 15, b). 

2 ) Zuerst m dem bereits oben exwaknten Brief an Euler vom 12 August 
1755. ( (Emires de Lagrange, Bd XIV, p 141). 
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fib-vf*)**- 0 - < 27 ) 

Diese Grleicbung muB erfullt sem fur alle Funktionen % welche in x x 
und % % yerschwinden und in [x x %%] yon der Klasse C' smd 

Aus der WiUkiirlichkeit yon rj scblieBt 1 ) man dann ; daB dies nur 
moglich ist, wenn der Faktor von r t unter dem Integralzeicben fur 
sich verscbwindet, und erbalt so den 

Fundamentals at z I: Soil die Funktion 


das Integral 


y — y(x) 
y, y')dx 

*1 


#u emem Maximum Oder Minimum machen, so mu/3 sie der Differential- 
gleichung genugen: 2 ) 

Wir werden diese Differentialgleicbung naeh ikrem Entdecker 3 ) die 
Euler’ sche Differ entialgleicJnmg nennen. 

Man beacbte, daB die Argumente der Funktionen f 9 f yt sind: 
x , y(x), y(%), und daB die Differentiation tot ale Differentiation nach 
x bedeutet, so daB die Differentialgleicbung in entwickelter Form lautet: 

U-ft.-tifti-tfUt - 0 ( 28 ) 

Die obige Ableitung der Euler’scben Differentialgleicbung weist 
jedoch wei erbeblicbe Liieken auf: 

Erstens 4 ) setzt die partielle Integration zum mindesten die 
d 

Existenz der Ableitung ~^f y > Yoraus, und da wir Yon der Funktion y(x) 


2 ) Vgl unter b). 

2 ) Wegen der Ausdehnung dieses Satzes auf allgemeinere Variations- 
probleme vgl die Ubungsaiifgaben Nr. 41 — 47 am Bnde von Kap. Ill, sowie 
Kap. XI und XII 

s ) Euler, Methodm mvemencfo etc (1744), Kap II, Art. 21; in Stackkl’s t)ber- 
setzung in Ost wald’s Blass. Nr. 46, p 54 Die Differentialgleicbung ist neuer- 
dings vielfacb die a 9 T an 9 esc, ke D^fferenUalgleichung u gc nannt worden, Laokantue 
selbst scbreibt sie Euler zu, vgl. OUuvres, Bd. X, p. 397: „ Cette Equation est 
celle qu’ExjLER a trouy£e le premier. 14 

4 ) Dieser Einwand ist zuerst yon Du Bois-Reyhond in der wichtigen Ab- 
bandlung: „j Erlauterungen zu den Anfangsgmnden der Variatzonsrechnung u 
Matbematische Annalen, Bd. XV (1879), p 283 erhoben worden 
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nicbts weiter als die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitung 
Yorausgesetzt baben ; so wissen wir you der Funktion y(x), y (x)) 
nur, da J3 sie stetig ist, mcbt aber, ob sie eine Ableitung besitzt.^ Um 
diesem Einwand zu begegnen, macben wir vorlaufig die weitere Annahme *), 
daft auch die zweite Ableitung von y(x) existiert and stetig ist im Inter- 
Yall [x t x 2 ] . Alsdann besitzt die Funktion f y ,(x, y(X), y'{x)) eine Ab- 
leitung l 2 ), die iiberdies stetig ist in \x x x 2 ~], und es stebt nunmebr der 
Anwendung der partiellen Integration 3 ) nicbts mebr im Wege. 

b) Das Fundamentallemma der Variationsreebnung: 

Der zweite Emwand beziebt sick auf den SebluB, daB wegen 
der Willkurlicbkeit you <y\ aus der Gleicbung (27) die Dijferential- 
gleicbung (I) folgt; derselbe ist durebaus mcbt selbstyerstandlicb, 4 ) 
wie noeb bis in die Mitte des 19. Jabrbunderts allgemem angenommen 
wurde, sondern bedarf eines Beweises. Letzterer berubt auf dem 
folgenden 

Lemma: Ist M eine Funktion von x, icelche stetig ist in [x x x*\ 
und ist 

A 

J rjMdx^O (29) 

x i 

fiir alle Funktionen rj, welche in x x und x 2 verschwinden und eine 
stetige Ableitung in \x 1 x%\ besitmi so ist 

M^O (30) 

in [x t x 2 l 

Denn 5 ) angenommen es sei Jf(&')4=0 ; z. B. >0, in 
einem Punkt x r des Intervalles dann konnen wir 

l ) Von dieser Annahme werden wir uns weiter unten, siehe c), befreien. 

*) rTach A IT 9 3 ) Nach A V 5. 

4 ) Der SchluB tritt zuerst bei Lagrange in dem oben (p 21, FuBnote *)), 
zitierten Briefe an Euler auf und wird dort als ganz selbstverstandlieh gegeben. 

*) Der hier gegebene Beweis riihrt von Du Bois-Reymond her (Mathe- 
matische Annalen, Bd XV (1879), pp 297, 300) In derselben Arbeit be- 
weist Du Bois-Reymond, daB der SchluB M - - 0 gtiltig bleibt, selbst wenn naan 
nur weiB, daB die Grlexchung (29) besteht 

1. fur alle in x x und x 2 verschwmdenden Funktionen, welche m von 

der Klasse 0^ sind; man verfahre wie oben, wahle jedoch fur das Tntervall [| t £ s ] 

7 ] — {X — il)" + 1 (is — “ + 1 ) 

2. fur alle in x x und x 2 verschwindenden Funktionen, welche in [x x x 2 ] Ab- 
leitungen aller Ordnungen besitzen 
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wegen 1 ) der Stetigkeit von M ein den Punkt x entbaltendes Teil- 
intervall [| x | 2 ] von [x x x 2 ] angeben, . derart daB M > 0 im ganzen 
Interval! | 2 ] Jetzt wahle man ^ 0 auBerbalb | 2 ] und 

ri^ (x — % x ) 2 (x — § 2 ) 2 in [g^]; die so defimerte Funktion tj besitzt 
erne stetige 2 ) Ableitung m [x x x%\, und verschwindet in x x und x r 
Trotzdem ist fur sie 

J* }] M dx > 0 , 

entgegen der Annahme. Es ist also unmoglich, daB M(x r ) 4=0 und 
somit ist der Satz bewiesen. Dieses Lemma wird baufig das Funda - 
mentallemma der Variationsrechnung genannt 

Die von Du Bois-Reymond gebrauchten speziellen Funktionen r\ sind alle 
aus mebreren analytischen Fnnktionen zusammengesetzt Es lassen sich aber 
auch Funktionen konstruieren, welche im ganzen Intervall durch eme einzige 
regulare analytische Funktion dargestellt werden und denselben Zweck erfullen 
Fine solcbe Funktion bildet ZermElo emer Anregung von Weierstrass folgend, 
in seiner Dissertation , p 35 Der Punkt x' sei em mnerer Punkt; dann 
setze man 

7] = (x — x x ) (x s — x) e~^ (x-x'Y* 

im ganzen Intervall wo q eme binreicbend groBe Konstante ist. 

Eme andere Funktion, welche denselben Zweck erfullt und die durch lkre 
geometriscbe Interpretation mteressant ist, bat H. A. Schwarz in. seinen Vor- 
lesungen gegeben, vgl Hancock, Lectures on the Calculus of Variations (Cincinnati, 
1904), Nr. 78 

Es folgt hieraus, daB ea fur den ScbluB M s* 0 geniigt zu wissen, daB die 
Gleichung (29) fiir alle Funktionen erfullt ist, welcbe m [x x x 2 ] regular smd und 
in x x und x 2 verscbwinden 

Der alteste Beweis des Lemmas riihrt von Stegemann her ( Lehrbuch der 
Variationsrechnung (1854), § 24). 

Er setzt 

JJ = (a? — ^(a^— x)/M-, 

emfacber jedocb ist es, 

7] = (pc — x t ) (a? 2 — x) M 

zu wahlen. Hicr miissen jedocb starkere Annahmen gemacbt werden, namlicb 
entweder, daB die Grleichung (29) fur alle stetigen in x t und verscliwmdenden 
Funktionen ri gilt, oder aber, daB M von der Klasse C ' ist, was fur UDseie An- 
wendung bedeuten wurde, daB y" f existiert und stetig ist in [x x xf\ 

Aucb der Beweis von Heine (Mathematische Annalen, Bd. II (1870), 
p. 189) lafit sich mcbt obne weitere bescbr'ankende Annabmen liber y auf unsern 
Fall anwenden. 

J ) Nach A IH 2. 

2 ) Aucb m und ; denn m jedem dieser Punkte ist sowobl die vordere 
als aucb die bintere Derivierte gleicb Null; es existiert also eine Ableitung in 
und m | 2 und ibr Wert m diesen Punkten ist Null, und dies ist zugleicb 
der Gfrenzwert von r( bei Annaherung an resp £ 2 . Vgl. A IV 1 
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Die Voraussetzungen dieses Lemmas sind fur die Gleichung (27) 
erfiillt, wenn. wir annehmen, daB y" existiert und stetig ist in [a^]; 
denn alsdann. ist die Funktion 


M-f, 


±f, 

dx'y 


stetig in [x t x 2 ] . Somit kaben wir m der Tat die Notwendigkeit der 
Differentialgleickung (I) bewiesen fur alle Funktionen y von der 
Klasse O'. 

c) Du Bois-Reymond’s Lemma: 

Die unter a) gegebene Metkode der partiellen Integration liefert, 
wie wir geseken kaben, nur diejemgen Losungen unserer Aufgabe, 
welche eme stetige zweite Ableitung besitzen Es fragt sick nun, 
ob es auBerdem nock andere Losungen gibt und wie dieselben zu 
finden sind. 

Zur Beantwortung dieser Frage kekren wir zur Grleickung S J= 0 
in der ursprunglicken Form (24) zuriick und wenden, nack dem Yor- 
gang you Du Bois-Reymond, die partielle Integration nickt auf das 
zweite, sondern auf das erste Qlied an Setzt man in der allgemeinen 
Formel der partiellen Integration 1 ): 



a a 


welcke sicker giiltig ist, wenn u und v m [a ¥\ von der Klasse G' sind, 


u = t], v=ff y dx, 

und beachtet, daB rj an den beiden Endpunkten yersckwindet, so gekt 
die Gleickung (24) liber in 

x i x 

f V ify ~ffy dx ) dx = 0 ‘ ( 31 ) 

*1 *1 

Diese partielle Integration ist erlaubt, selbst wenn y" nickt existieren 
sollte, da 

7 f = du/dx und f y = dv/dx 

stetig sind. 


l ) Ygl A Y 5. 
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Die weiteren Folgerungen aus der Gleichung (31) stiitzen sich 
auf das folgende yon Du Bois-Reymord 1 ) herriihrende 

Lemma: 1st N eine Funktion von x } welche stetig ist in [x ± x 2 ] 
und ist 

fri'Ndx^ 0 ( 82 ) 

r l 

fur alle Fimktwnen y, welche tn x ± und x 2 verschwinden und eine 
stetige AhleUung in [X# 2 ] hesiimi, so ist 

N = Konst. (33) 

in [x 1 x 2 ] 

Den folgenden einfachen Beweis Rat Hilbert 2 ) in seinen Vor- 
lesungen (Sommer 1899) gegeben: 

Man wahle willkiirlich yier den XJngleicbungen 

< a < ft < cc < ft' < x 2 

geniigende Grofien a, ft, a, ft' und konstruiere eine Funktion der 
Klasse G', welche folgende Bedmgungen erftillt: 

?|s0 in [x x a\^ 

7] wachst bestandig yon 0 bis zu emem positiyen Wert 7c, wahrend 
x yon a bis ft wachst; 

7] bleibt konstant == Jc in [ft a ] ; 

7j nimmt bestandig ab yon k bis 0, wahrend x von a bis ft' wachst; 
V s= 0 in [ft'z 2 ). 

Die Existenz einer solchen Funktion — und das ist alles, 
was zum Beweis erforderlich ist — ist a priori klar 8 ), (vgl. Fig. 2). 

Setzt man eme solche 
Funktion r\ m (32) ein, so 
erhalt naan 

jij'Ndx -{-/rfNclx = 0 

a a ' 

*) Mathematische Annalen, Bd. XV (1879), p. SIS. Du Bois-Rkymond’s 
Beweis findet sick bei Bolza ; Lectures on the Calculus of Variations (Chicago 1904) 
§ 6, reproduziert. Eine intexessante Verallgemeinerung dieses Satzes ist kxirz- 
lich von Zermblo gegeben worden, Mathematische Annalen, Bd 58 (1904), 
p. 55 8 Ygl TJbungsaufgabe Nr 47 am Ende von Kap III 

2 ) Siehe Whittemoke, Annals of Mathematics (2), Bd II (1901), p 132. 
s ) Hilbert gibt em einfaches Beispiel einer solchen Eunktion, siehe Wiiittk- 
more’s Darstellung. Er bildet zunachst eine den Anforderungen geniigende 
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Da ??' > 0 in [aft] und < 0 in [#/?'], so konnen wir den 
ersten Mittelwerfcsatz x ) anwenden und erhalten, da 

nip) — y(*) = n{P) - n(“) 

+ 0(0 - #)) - + 6'{p - a'))] - 0, 

wo 0 < 6 < 1 , 0 < 0' < 1 . 

Lassen wir jetzt /? nnd 0' sick resp. den Grenzen a und a 
nakern, so folgt, da N(x) stetig ist, daB 

N(a) = JT(aO, 

nnd da # nnd cc irgend zwei Werte zwiscken x ± nnd x % waren, so 
bedeutet dies, daB N{%) zunackst im Innern Ton \x x x^\ konstant ist, 
was sick dann wegen der Stetigkeit yon N{x) sofort auf die End- 
punkte x t nnd ausdehnt. 2 ) 

Funktion r [ ; die sie darstellende Kurve fallt von x t bis ce, von p bis a und von 
ft' bis mit der #-Achse zusammen; zwisehen a und p liegt sie oberhalb, 
zwisehen a' und §' unterhalb der a?-Achse, und man hat nun nur dafur zu sorgen, 
daB die Flachen oc y p a und a y P' a dem absoluten Wert nach gleich sind; 
denn dann ist 

y(P) — *i(«) = — ln(F) — 1](«0] i 

und die Funktion 

X 

r\ — j*r{ dx 

hat die verlangten Eigenschaften. Am 
emfachsten ist es mit Hilbert: p ' — a' 

== p — a zu nehmen ; man kann 3 

dann z. B. fur die tj'- K urve zwisehen 
a und p emen Halbkreis uber dem 

Segment ap und zwisehen cc und p' einen solchen untex dem Segment cc p 
wahlen* 

i) Vgl. A V 6. 

*) Hilbert’s Beweis lafit sich leicht auf den Fall ausdehnen, wo die Funktion 
JSf in oj 3 ] endlich, aber nur „im allgemeinen stetig u ist, d. h. eine endliche 
Anzahl von Unstetigkeiten besitzt Auch in diesem Fall ist N integrabel m 
[x t x^] (A V 2). Sind nun « und a Stetigkeitspunkte von JV, so konnen wir 
stets p und p' so nahe an a;, beziehungsweise a wahlen, dafi JSf in [a/5] und 
[a ft"] stetig 1 st, 

Es folgt dann wie oben, daB N(cc) = JSf (a), d. h. auch unter den gegen- 
wartigen Voraussetzungen hat JSf den namlichen Tconstanten Wert tn alien Stetigkeits- 
jpunkten. Hieraus folgt dann noch welter, daB in emem Unstetigkeitspunkt e 
die Grenzwerte JSf{c — 0) und JSf(c- (-0) existieren und gleich sind, namlieh gleieh 
dem konstanten Wert in den Stetigkeit spunkten, vgl Whittemore, loc. cit 
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d) Anwendung des Du Bois-Reymond’schen Lemmas: 

Wir wenden jetzt das Du Bois-Reymond’sche Lemma auf die 
Gleichung (31) an, was gestattet ist, da die Funktion 

X 

N^fs-ffydx 

X 1 

nacb. unsern Aimahmen iiber die Kurve S und die Funktion f (siehe 
§ 3, a) und § 4, Anfang) stetig 1 ) ist in [x ± x 2 ] . 

Wir schlieBen daher, dafi 

a; 

f V ’~ffj dx==l 

*1 

sein muB, wo X eine Konstante bedeutet; hieraus folgt 

X 

f* = * +ffv dx ( 34 ) 

Die redhte Seite dieser Grleichung ist differ entiierbar 2 ) und dhre Ab- 
leituug ist f y ] also muJJ auch die lmke Seite, d. h. die Funktion 

f y ,(x,y(x),y(x)) =f y ,[x] 

differentiierbar sein, und iiberdies ist 

tofr-f, (“) 

Hiermit erst ist der erste Fundamentalsatz vollstandig bewiesen, 
namlich, daB jede Funktion y der Klasse C\ welche das Integral J m 
emem Extremum macht , und welcbe durcb eine ganz lm Innern yon 
01 gelegene Kurve dargestellt wird, der Euler* schen Differentialgleichung 
genugen muji — einerlei ob sie eme zweite Ableitung besitzt oder 
nicht. 3 ) — 

Hilbert 4 ) hat hieran die wichtige Bemerkung gekniipft, daB 
aus der Differentiierbarkeit yon f yt die Existen# der meiten Ableitung y rr 

*) Nach A Iff 4 und A V 4. *) Xach A V 4. 

s ) Hahn ist neuerdings in dieser Richtung noch einen Schritt weiter ge- 
gangen und hat bewiesen, daB jede rektifizierbare Kurve, welche in jedena Punkt 
eme bestinamte Tangente besitzt, der EuLEn’schen Differentialgleichung genugen 
mufi, wenn sie ein Minimum fur das Integral J liefert (Mathematische 
Annaien, Bd. 63 (1906), p.254) Dabei mufi allerdings zunachst die Definition 
des bestimmten Integrals erweitert werden, vgl Kap. IX. tTber sogenannte dis- 
kontinuierliche Losungen, siehe Kap VIII 
4 ) VgL Whittemore, 3oc. cit 
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folgt fur alle Werte von x, fur tvelclie 


ty’y' y{X) , y ( $>) + 0 • (36) 

Denn setzen wir 

y(x + h) - y(x) = l, y'(x + h) — y(x) = l, 
go ist in der obigen Bezeicbnung 

fy '[x + h] — fy'[v} ^ fiffa+hty + k, y'+i)—f y >(x,y,y') 
h h 

Da f yt als Funktion yon x, y, y von der Klasse G f ist in der Um- 
gebnng der Stelle x, y(x), y'(x), so kann man auf den Z&hler den 
Satz yom vollstandigen Differential 1 ) anwenden, und erhalt, da uber- 
dies y nnd y ' stetig sind, also k und l rent h unendliob klein werden; 


f y ,[x + h]-f yf [x] ^ t t l i \ 

_ (/^ + a) + Jh (f yly + P) + j (f y < y > + r) > 


wo a, ft, y mit h unendlick klein werden. Lost man jetzt nach ~ 

ib 

auf und geht zur Grrenze h = 0 iiber, so folgt aus der Differentiierbar- 
keit von f y , [x] und der Grleichung (35), daB 


existiert, wenn die Bedingung (36) erfullt ist, und daB alsdann 

jr __ fy f 2 / fy'y 

y f 

h’y' 


Hieraus folgt weiter, daB y" stetig ist in alien Punkten von \jc x %%}? 
in welchen (36) erfullt ist, und hieraus endlich, daB auch y ,r in 
denselben Punkten existiert und stetig ist, wie man aus der Be- 
trachtung der rechten Seite von (37) unmittelbar ersiebt 


§ 6. Bemerkungen zur Integration der Euler’schen Differential- 

gleicliung. 

Wir stellen iu diesem Paragraphen verschiedene fur die Polge 
wichtige Bemerkungen uber die Integration der EulePschen Diffe- 
rentialgleichung zusammen. 

a) Die Extremalen: 

Die Euler ; sche Differentialgleichung (I) ist im allgemeinen von 
der zweiten Ordnung wie die entwickelte Form (28) zeigt. Daher 


l ) Vgl A IV 6. 
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entbalt ihr allgemem.es Integral zwei vndlkiirlicbe Eonstanten a, ft; 
wir bezeiebnen dasselbe mit 


y = g(x, cc, ). 


(38) 


Die beiden Eonstanten a, ft sind lm Fall fester Endpnnkte aus der 
Bedmgnng zu bestemmen 1 ), daB die gesuchte Eurve dureb die beiden 
gegebenen Pirnkte P t {x v y t ) und P 2 (x 2 ,y 2 ) bmdarebgeben soli. Es 
muB also sem j 

Vi = 9^v <*> P), Vt = 9( x 2! a , P) ( 39 ) 

Jede Losung der Euler’schen Differentialgleicbung (Kurve sowobl als 
Funktion) wird nach Enesek eine Extremale genannt; es gibt also 
eine doppelt unendliebe Sebar von Extremalen in der Ebene. 

In dem speziellen Fall, wo die Funktion f die Variable y mcbt 
enthalt, erbalt man sofort em erstes Integral der Differentialgleicbung (I), 
namlicb 

f y , = konst. (40) 

Aber aueb, wenn f die Variable x niclit expheite enthalt, la/it sick em 
erstes Integral angeben 2 ). Denn dann ist wegen f t = 0: 

dx (f ~ y ftf) ^ {t* ~~ dx fy) ’ 
und daber geniigt jede Losung von (I) auch der Gleicbung 


f- y'f,/ = konst ; ( 41 ) 

und umgekebrt geniigt jede Losung von (41) — mit Ausnabme 
von: y — konst. — aucb der Differentialgleicbung (I). 

B eisptel VI: f~ G-(y"), eine Funktion von y' allein 
Hier erhalt man nach ( 40 ) 

Gf (y) =** konst. , 

daraus 

y' ■“<* 


y = ax + P . 


(42) 


*) Es kann vorkommen, daB diese Bestimmnng unmoglick ist — naan bo» 
achte, daB * und (t re ell sexn musaen — ; in diesem Pall existiext kemo Lbsung 
der Aufgabe, welche von der Klasse C ist und ini Innern von liegt, vgl. z. B, 
die Rotationsflacke klemsten Plackenmkalts (§ 13, c). 

3 ) Sckon von Euler bemerkt (. Methodus mvemendi etc., Kap II f § 30). Die 
Existenz des ersten Integrals kangt damit zusammen, daB das Integral J hier bei der 
kontinuierlicken Grnppe | = x a invariant bleibt, vgl Guldbkhq-, Uber Maxima 
und Minima der Integrate , die erne Jcontmuierkcke Grupjpe gestatten , Viden- 
skabsselskabets Shatter 1902, Christiania 
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Die Extremalen sind also die Geraden der JEbene . Die Bestimmung der Kon- 
stanten ist eindeutig. 

Ein spezieller Ball hiervon ist die Aufgabe der kurzesten Kurve zwischen 
zwei gegebenen Punkten, wo 

f—V i+T*' 


Beispiel YU 1 ): f=~ 

Hier muB y auf den Bereicli 

31: y>0 (oder t/<0) 

beschrankt werden. 

Nach (41) erhalt man ein erstes Integral 

1 __ £ 
yV 1 + y 1 ' ? 

und darans das allgemeine Integral 


y =VP 2 — (J? — «) 2 * * * (43) 

Die Dxtremalen smd also Dalbkretse, die the Mittelpunlcte aufder x-Achse haben. 
Die Konstantenbestimmung ist eindeutig, wie geometrisch ersichtlich. 

Dei spiel I . (Siehe p 1 ). 

f=^yVT+^\ y!> 0 

Nacb (41) erhalt man ein erstes Integral 


l/i + y'*' 


Fur a>0, erhalt man das allgemeine Integial 2 * ) 

v — cOh '2-Zli? ■ (44) 

* a 

Die Extremalen sind also ICettenlmien mit der x-Achse als Direktrix Wegen 
der Bestimmung der Konstanten verweisen wir auf § 13, c). 

FCir cr=0 erhalt man: y = 0; dies ist zwar eine Losnng von (41), aber 
mcht von (I) 8 ). 


i) Vgl Osgood, loc. cit. p 109 Das Beispiel erschemt zuerst bei L ’Hospital 

(Acta Eruditorum, 1697, p 217) als Brachistochrone fur ein Fallgesetz, bei 

welchem die Geschwindigkeit der Hohe proportional ist. 

*) Ich bediene mich fur die hyperbolas ehen Funktionen der bequemen Be- 

zeichnungsweise von Lais ant, Esscti sur les fonctions hyperbolizes > 

*7 Hierzu die Ubungsawfgaben Ni. 2 — 12 , Nr. 18, 19, und Nr 35 — 40 am 

Ende von Eap. HI. 

B olza, V anationareolnmng 3 
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Beispiel VIII. f= Yy K 

Hier ist zn beachten, dafi unsere allgemeinen Voraussetzungen uber die 
Funktion /(#, y, y) nicht erfiillt sind, da neben der Gebietsbeschrankung 

y> 0 

auch eine Grefallbeschrankung vorliegt, namlich 

— 1 < 2 /' < 1 

Trotzdem bleiben nnsere Schlusse von §§ 4 und 5 gultig Denn erfullt die 
Kurve (£ die beiden angegebenen Bedingungen, so konnen wir | s ] so klein 
wablen, daB auck die Kurve (£ dieselben beiden Bedingungen erfiillt; es wird 
also durch die Gefallbeschrankung keine weitere Beschrankung der Funktion r\ 
eingefiihrt *) 

Ans der Ungleichung fiir y folgt durcb Integration nach x von x t bis zn 
einem beliebigen groberen Wert von x : 


- 1 < 


y — y i 

X — x t 


< 1 . 


Ziehen wir also vom Punkt P x zwei Halbstrahlen voxel Gefalle + 1 und 
— 1 , so miissen alle zulassigen Kurven in dem Wmkelraum zwischen diesen 
beiden Halbstrahlen und zugleich in der oberen Halbebene enthalten sem 

Fur das allgemeine Inte- 
gral der Euler’schen Diffe- 
rentialglei chung erhalt man 
leicht 

<«> 

wobei stets 0 Die Extre - 
malen sind also Parabeln , deren 
Brennpunkte auf der x-Achse 
Itegen und deren Achsen der 
negativen y - Achse parallel 
sind. 

Durcb irgend zwei Punkte 
P j7 P 2 der oberen Halbebene* 
welche die Bedingung 

*) Ganz anders verh&lt es sich, wenn wir auch die Werte ^ 1 V zu ” 
las sen. Denn v^enn entlang einem Segment der Kurve (£ . y = 1 ist, so kOnnen 
wir dieses Segment uberhaupt nicht vartieren , ohne die Dngleichung fur y' zu 
verletzen. Es bleibt also die Mbglichkeit , dafi es aufier den Extremalen nocb 
Losungen gibt, welche geradlinige Segmente vom Gefalle ^ 1 enthalten. In der 
Tat liefert eine gebrochene Lime, welche aus zwei solchen Segmenten besteht 
(P X P 8 P a Oder P X P 4 P 2 in Fig. 4) fur das Integral J den Wert Null, und daher 
sicher ein absolutes Minimum, wofern wir Kurven mil Ecken zulassen 
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<1 


erfullen, geht erne und nur eine dieser Parabeln *) 


b) Ausartungea 2 ) der Euler’scheu Differentialgleichung: 

Wir betrachten weiter den speziellen Pall, wo die Ordnung der 
Euler’schen Differentialgleichung sich erniedrigt. Dies tritt dann 
und nur dann em, wenn 

fy'y'ix, y, y) == 0 (46) 

fur alle x, y , y. In diesem Fall reduziert sich die Euler'sche 
Differentialgleichung entweder auf eine endliche Gleichung, oder auf 
die Identitat 0 = 0, aber niemals auf eine Differentialgleichung erster 
Ordnung 3 ). 

Denn wenn /* , , identisch verschwindet, so folgt durch zweimalige 
Integration der Gleichung (46) nach y, daB f selbst eine ganze lmeare 
Funktion von y sein mu6 ; also von der Form 


f = M(x, y) + N(x, y) y\ 

Setzt man dies aber in (I) ein, so kommt 

M y -N x = 0. (47) 

Hier sind nun zwei Falle zu unterscheiden : 

Entweder die Gleichung (47) ist keine Identitat; dann stellt sie 
eine endliche Grleichung zwischen x und y dar. Wir erhalten also 
nur eine emzige Kurve als mogliche Losung, und es wird dann im 
allgemeinen nicht moglich sein, die weitere Bedingung zu erfiillen, 
daB die Kurve durch die beiden gegebenen Punkte P 1 und P 3 geht. 

Betspiel: 

f=x‘ + y* + yy' 

Die Differentialgleichung (I) reduziert sich hier auf die endliche Grleichung: 
y «= 0. Die Aufgabe ist also nur losbar, wenn die beiden gegebenen Punkte 
auf der cc-Achse liegen 


x ) Dies folgt unmittelbar aus einem allgemeinen Satz von E H. Moore 
(siehe § 26, b)), lafit sich aber auch leicht direkt beweisen. 

2 ) Schon von Euler behandelt, Methodus mveniendi etc., Kap. II, § 32. 
®) Auch in dem allgemeineren Fall, wenn f hohere Ableitungen von y ent- 
halt, kann die Euler’sche Differentialgleichung sich nie auf eine Differential- 
gleichung ungerader Ordnung reduzieren, vgl Frobenius, Journal fur Mathe- 
matik, Bd. LXXXV (1878), p 206, und Hirsch, Mathematische Annalen, 
Bd XLIX (1897), p 49 


3 * 
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Oder die Grleichung (47) ist eine Identitat, giiltig fur alle Werte 
yon x und y: 

M y ^N x . (48) 

Dies ist aber die bekanntelntegrabilitatsbedingung 1 ) far den Differential- 
ausdruck 

Mdx + Ndy , 

d. h. sind die Funktionen M und N nebst den partiellen Ableitungen 
M und N x stetig und geniigen der Identitat (48) in emem einfaeh 
zusammenhangenden 2 ) Bereich of der x, y- Ebene, so existiert eine 
Funktion V(x, y), welche eindeutig und von der Klasse C' ist in of, 
und fur welcbe 

1 r.-M, V y = N\ (49) 

daber ist ** 

fix, y, y) ~V X + V y y = ± V(x, y ) (50) 


1st dalier (£:?/ — j/(#) irgend eine Kurve der Klasse C' f welche die 
bei den Punkte P ± (x v y t ) und P 2 (# 2 , y 2 ) verbmdet, und welche ganz 
in of liegt, so hat das Integral den Wert 

v(x > y) dx = v( ^> 1ft) - n*v yf) ; (51) 

% 

sein Wert ist also unabhangig vom Integrationsweg und hangt nur 
yon der Lage der Endpunkte ab 3 ). 

Es ist klar ; da£ in diesem Falle em „eigentliehes“ Extremum des 
Integrals nicht stattfinden. kann. 


*) Vgl. Encyclopadie , II A, p 112—114; Picard, Traite d’ Analyse, (2 mo £d.) 
Bd I, p 93 ; Goursat, Cours d 3 Analyse, Bd. I, p. 358 Der Beweis beruht 
anf der Betrachtung des Integrals 

(x,y) 

j^Mdx + Ndy . 

(*i , Vx) 

*) Darunter soil das Innere einer stetigen gescblossenen Kurve ohne viel- 
fache Punkte, zusammen nut dieser Kurve selbst, verstanden werden (einer so- 
genannten „Jordan'schen Kurve 11 ); vgl A VI 2 

s ) Wegen der Stetigkeit der Funktion V(x , y) bleibt der Satz auch ricbtig 
fur stetige Kurven, welche sich aus einer endlichen Anzahl von Bogen der Klasse 
C zusammensetzen (Kurven der Klasse D' in der Terminologie von § 10, c), 
wovon man sich leicht durch Zerlegung des Integrals uberzeugt. 
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Beispieh 
Hier ist- 
also 


f «= 3 x % y* + 2 x 5 yy' 

fy = , f y , = 2tf s y , 

^fy'^*x*y + 2x*tf = f y 


UmgeJcehrt: Wenn das Integral denselben Wert hat fur alle mldssigen 
Kurven ©, welche durch P t und P 2 gehen, und welche im Innern 
ernes emfach zusammenhangenden Bereich.es of liegen, (der in dem m 
§ 3, a) eingefiihrten Bereich 91 enthalten ist), dann muji die Euler’sche 
Bifferentialgleichung identisch erfullt sem 

Denn sei (pc QP y 0 ) irgend ein innerer Punkt you of, dessen Abszisse x 0 
zwischen x x und x 2 liegt und seien y ' 0 und zwei willkurlich vor- 
geschriebene endliche Werte Dann konnen wir stets im Innern yon 
of eine zulassige Knrve © : y — y (pc) von der Klasse C" konstruieren, 
welche durch die Punkte (x v y x ) P (x 2P y 2 ) und (x 0P y Q ) hmdurchgeht und 
fur welche y'(% 0 ) = y q, y”(x 0 ) = y% ist. Variieren wir diese Kurve ©, 
so muB nach unserer Annahme Ac7== 0 sem fiir jede zulassige Vari- 
ation, insbesondere also fur Variationen der speziellen Form (19), also 
unter Benutzung der Bezeichnung von § 4, c) 

fur alle hinreichend kleinen \s\. 

Also muB sem: J'(s) = 0, insbesondere J' (0) = 0, woraus nach 
§§ 4 und 5 folgt, daB y(x) der Euler’schen Differentialgleichung ge- 
nugen muB Die linke Seite derselben muB also fiir das willkiirliche 
Wertsystein x = x 0P y = y 0p y = y l ^ P y r/ =- y r 0 r , also identisch ver- 
schwinden 1 ). 

c) Das inverse Problem der Variationsrechnnng: 2 ) 

Wir betrachten schlieBlich noch kurz das folgende inverse Problem: 
Es sei gegeben erne doppelt unendliche Schcvr von Kmrvm (FunHionen) 

V = 9(x, a, 0) . 

*) Wegen der Verallgemeinerung des Satzes vgl. Ubungscmfgabe Nr 46 
am Ende von Kap III » 

*) Hierzu die Ubtmgsaufgaben Nr. 15 — 16 am Ende von Kap, III | 
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JEs soil eine FunhUon f(x, y, y) iestimmt werden, der art, daft das 
gegebme System von Kurvrn das System der Extremalm fur das Integral 

Xt 

}>ildet. 

Darboux 1 ) hat gezeigt, daB dies Prohlem stets unendlich viele 
Losungen besitzt, welche durch Quadraturen erhalten werden konnen. 
Denn wenn 

y" — G(oc, y, y) (52) 

die durch Elimination 2 ) von a, (3 zwischen den drei Gleichungen 

y = g(x,cc,fS), y' = gjx, a, 0), y" = g xx {x, a, p) 

zu erhaltende Differentialgleichnng zweiter Ordnung ist, deren all- 
gemeine Losung die gegebene Funktion: y = g{x, a, jS) ist (mit a } j3 
als Integrationskonstanten) ? so handelt es sich darum, die Funktion 
fix, y, y) so zu bestimmen, daB (52) mit der aus f abgeleiteten 
EulePschen Differentialgleichnng identxsch wird, also nach (37) so, daB 


, ( 58 ) 

fur alie x, y, y . 

Differentiiert man jetzt (53) nach y , so erhalt man fur die 
Punktion M=f y , yf eine lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, namlich 

BM . ,dM s~/dM i sy it/r A 

W + y Tf + G W + a r M - °- (54) 

Bezeichnen 

« — 9 (?, y, y'), P = y, y) 

die Losung der beiden Gleichungen 

y=*g(x,cc,i 3 ), y=*g x (x , «, p) 

nach cc und (3 , und setzt man ferner 


0(X, a, 0) = 

so findet man nach der allgemeinen Theorie 3 ) der linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung fur das allgemeine Integral von 
(54) den Ausdruck 


*) Theorie des surfaces , Bd. Ill, Nr. 604, 605 

2 ) Vgl. z. B Jordan, Gouts d } Analyse, I, Nr 166 

3 ) Vgl. z. B. Jordan, Gouts d’ Analyse, III, Nr. 242. 
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M= Vi v » 

6 (*i 9 to, 2/, 2/'), y>(x, y , y'))’ 

wo <l> eine willkurliche Funktion you 9 und if> bedeutet. 

Nachdem _M gefanden ist, erhalt man f durch zwei sukzessive 
Quadraturen aus der Grleiehung 

— y), 

wobei zwei, noch von x und y abhangige Integrationskonstanten A, g 
eingefuhrt werden. SchlieBlich miissen die letzteren noch so bestimmt 
werden, daB f der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung (53) 
genugt, aus welcher (54) durch Differentiation abgeleitet war. 

W 11 * konnen das erhaltene Resultat auch dahin aussprechen, daft 
jede Different! cilgle ichung zweiter Ordnung (auf unendlich viele Arten) 
als Euler’ sche Differentialgleichung eines Problems der Variationsrechnung 
von dem einfachsten flier betrachteten Typus aufgefafit werden hann *) 
Beisjpiel 2 ) Alle Funktionen f zu bestimmen, fur welche die Extremalen 
gerade Lmien smd: 

y = ctx+ p 

Die Differentialgleichung (52) wird in diesem Fall 

y" = 0 . 

Wix erbalten daher 

G = 0 , <p = y ' , q^y — xy 

und daraus 

M — $(y . y — xy) 

und weiterhin 

y' 

f = *) v — xt ) dt + y'K®, y) + #*•(•», y) 

0 

Die Bedingung fur X und y wird in diesem Fall 

dX djL * 

dx dy ’ 

der allgemeinste Ausdruck fur X und y ist daher 

dv dv 

fiy 1 “ fix' 

wo v eine willkiirliehe Funktion von x und y ist.*) 

*) Dies findet meht mehr statt bei der entspreehenden Aufgabe fur den 
allgememeren Typus , wo f hohere Ableitungen enth'alt; vgl. daruber Hirsch, 
Mathematische Annalen., Bd. XLIX (1897), p 49 und Kasner, Bulletin of 
the Am. Math Soc , Bd XIII (1907), p 289. 
a ) Vgl Darboux, loc. cit. Nr. 606. 

s ) Die analoge Aufgabe fur den Fall, wo die Extremalen Kreise sind, deren 
Mittelpunkte auf der as-Achse liegen, hat Stromquist gelost (Transactions of 
the American Mathematical Society, Bd 7 (1906), p 175). 
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§ 7. Der Pall beweglieher Endpunkte. 

Wir haben bei unseren bisherigen Entwicklungen stets die beiden 
Endpunkte der zulassigen Kurven als fest angenommen. Wir wollen 
in diesem Paragraphen nun aucb den Fall betrachten, in welchem 
einer der beiden Endpunkte auf einer gegebenen Kurve beweglich 1 ) ist, 

a) Der Endpunkt Pj 1st auf der Geraden x~x t beweglicb: 

Wir betrachten zuhachst den speziellen Fall, wo der Punkt P x 
auf der gegebenen Geraden 

x *» x x (55) 

beweglicb ist, wabrend der Punkt P 2 fest ist Die Gesamtheit der 
zulassigen Kurven bestebt jetzt also aus alien Kurven, welche von 
der gegebenen Geraden (55) nacb dem gegebenen Punkt P 2 gezogen 
werden konnen, und welcbe im iibrigen den m § 3, a) unter 2) bis 
4) aufgezahlten Bedmgungen geniigen. 

Wir nehmen wieder an, wir batten eine Kurve (£ gefunden, welcbe 
in bezug auf diese Gesamtbeit von zulassigen Kurven ein Minimum 
fur das Integral J liefert; ibre Gleicbung sei: 

®: y^y(x), 

Dann muB 

AP> 0 

sein fur alle zulassigen Kurven, welcbe in einer gewissen Nachbar- 
scbaft der Kurve & liegen, also insbesondere aucb fur alle diejenigen 
darunter, welcbe mit der Kurve & den Anfangspunkt P A gememsam 
baben. Das heifit aber: die Kurve © muB aucb nocb ein Minimum 
liefern, wenn der Endpunkt P x als fest betracbtet wird, und daraus 
folgt nach der friiberen Tbeorie, dafi die Funktion y(x) der Euler’scben 
Differentialgleichung 

f - 4-f. = o 

1 y dx'y 

geniigen mufi ? dafi somit aucb im Falle variabler Endpunkte die 
Kurve S eine Extremals sein mufi. Wir setzen in der weiteren Dis- 
kussion voraus, dafi diese Bedmgung erfiillt ist. 


J ) Das alteste Beispiel dies&r Art ruhrfc von Jacob Bernoui^li her (1097),* 
es ist die Aufgabe der Brachistochrone, wenn der zweite Endpunkt auf einer 
vertikalen Geraden beweglicb ist Allgemem sind Aufgaben nut variabeln End- 
punkten zueist von Lagrange behandelt worden (1760), vgl. (Euvres, Bd I, 
p 538, 345. 
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Urn nun weitere Bedingungen zu erhalten, betracbten wir jetzt 
m zweiter Linie eine Variation der Form 

® : y = y(x) + £t](x) =s y(x), 

bei welcber der Bndpunkt variiert wird. Die Fnnktion rj ist dabei 
eine willkurliebe Funktion der Klasse O', fur welehe 

??Oi)=j=o, yfa) = o. 

Fur diese Variation gelten die Scbliisse von § 4, wonach 




SJ= ej\f y y + fy,y')dx = 0 

*1 p. 

6 


sein mufi. Wendet man jetzt die ^ 

partielle Integration 1 ) von § 5, a) 
an, so verschwindet m der 
Gleichung (25) das Integral, weil 
die Kurve £ eine Extremale ist, 
und es bleibt nur 


p t 


SJ - e/VC® u ih> y'i)n(xi) = 0; *■ 

daraus folgt aber, da 4= 0 : 

1m PunJct P t mu/5 die Bedingung 


fy'( x i’ Vu y'l) = 0 (56) 

erfullt sem. 

Diese Bedingung, zusammen mit der Bedingung, daB der Punkt P ± 
auf der Geraden x = x x iiegen soil, und daB die Kurve © dureli den 
Punkt P 2 gehen soli, bestimmt lm allgemeinen die beiden Integrations- 
konstanten in dem allgemeinen Integral der Euler’sclien Differential- 
gleichung und die unbekannte Ordinate y 1 des Punktes P 1 . 

Beispiel I (siehe pp. l, 33): 

f— yyi +y*\ 


Hier ist. f y , 


yy . 

V i +7 iX ’ 


Da stets y > 0 , so folgt 

yl-o, 


d. h die Kettenlime muB im Punkt P 1 senkrecbt auf der Geraden so = x t stehen. 


l ) Dieselbe ist statthaft, da wir annakmen, daB (£ eine Extremale und zwar 
von der Klasse G ist Darin ist enthalten, daB f y , existiert und stetig ist 
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b) Der Endpnnkt JP 1 ist auf einer beliebigen Kurve beweglicb: 

Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Fall, wo der Punkt P t 
auf einer beliebigen im Bereicb gelegenen Kurve: 

S: y == y(x) 

der Klasse C' beweglicb ist, wabrend der Punkt P 3 fest ist 

Dazu mussen wir unsere frubere, in § 3, b) gegebene Definition 
des (relativen) Minimums etwas verallgemeinern. In den bisber be- 
bandelten Fallen lagen namlicb alle zulassigen Kurven in dem Streifen 
der Ebene zwiscben den beiden festen Geraden % » x 1? x = x 2 . Dies 
ist jetzt, wo die untere Grenze unseres Integrals nicbt gegeben ist, 
niebt mebr der Fall. Wir werden daber jetzt sagen, eine Kurve © 
liefere ein (relatives) Minimum fur das Integral J, wenn 

A JJ? 0 


fur jede zulassige Kurve ©, welcbe in emer gewissen Umgebung 91 der 
Kurve © gelegen ist. Dabei soli unter emer „Umgebung 91 der 

Kurve ©“ jeder Bereicb ver- 
standen werden, welcber die 
Kurve © in seinem Innern ent- 
bait, so daB also jeder Punkt 
von © ein „innerer Punkt“ ron 
9,1 ist. 1 ) 

Dann schlieBen wir zunachst 
wieder, ganz wie unter a), daB 
die gesucbte Kurve 

® ; y = y(») , <! * ^ , 

eine Extremode sein muB. 

Alsdann konstruieren wir 
folgendermafien eine zulassige 
Yariation, welcbe den Endpunkt P t variiert. Es sei P t derjenige 
Punkt der Kurve (f, dessen Abszisse 



i) Ygl. A I 7 Mit Hilfe des in § 21, a) bewiesenen Lemmas UBt sicb leicbt 
zeigen, daB fiir die Probleme nut festen Grrenzen x t , x S) die jetzige Definition mit 
der fruberen Equivalent ist, sowie daB wir bei der vorliegenden Aufgabe obne Ein- 
schrankung der Allgemeinbeit fur 21, z B. den Bereicb wablen konnen, der da- 
durcb entstebt, daB man der Nachbarschaft (g) der Kurve (£ nocb emeu Halb- 
kreis mit dem Mittelpunkt JP X und dem Radius q hmzufugt (siehe Fig. 6). 
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%1 = Xi + 8 

ist. Dann wablen wir wiUkurlicli eine Funktion r}(x) von der Klasse C\ 
welche den Bedingungen 

+ i?(O =0 

geniigt, und betrachten die Scbar von Knrven 

y = y(x) + kr}(x), 

welcbe samtlich durch den Punkt _P 2 gehen. Eine Kurve dieser 
Sch.ar wird dann durcb. den Punkt P 1 gehen , namlich diejenige, fiir 
welcbe der Parameter k ans der Gleicbung 

y(Xi + £ ) + hri(x x + a) = y{x x + £ ) 

bestimmt wird ; woraus sieli 

7 1 (X l +6) V ' 

ergibt. Dann stellt die Kurve 

®: y = y(x) + h(£)i](x), x x ^x^_x 2 

fur jeden hinreichend kleinen Wert von | a ] eine zulassige Yariation 
von (£ dar. Da 

K* i) = y(«0 > 

so ist 7 b( 0 ) — 0 ; die Kurve © reduziert sich also fiir s — 0 auf die 
Kurve ©. Ferner merken wir nock an, daB 



wenn wir zur Abkiirzung sckreiben 

y[ = y fa) > v\ — ?7 Oi) » % = v fa) ■ 

Wir bilden jetzt das Integral Dasselbe ist eine emdeutige 
Funktion von a, die wir mit J(s) bezeiebnen, so daB 

% 

J{£) = "ff( x > V + Me)r), y + h(e)r]')dx, 

Xi 

wobei wir besonders bervorheben, daB jetzt die untere Grenze des 
Integrals von a abbangt. 
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Die Funktion c 7(a), die sicli fiir s = 0 auf J & reduziert, muB nun 
wieder fur s = 0 em Minimum besitzen; also mufi 


<T(Oj- 0 

sein. Nadi den Regeln fur die Differentiation eines bestimmten In- 
tegrals nach einem Parameter erbalt man aber 1 ): 

J'( 0) = — f(sr lt y u yi) + (^) a f(f y y + fyv ) • 

Wendet man nun auf das zweite Glied unter dem Integral die 
Lagrange’sche partielle Integration an, und beachtet, daB die Kurve S 
erne Extremale ist, so erhalt man unter Benutzung von (57) 

j ( 0 ) = \f{p i> Vu Vi) "H (h Vi> 2/1)] > 

und somit das Resultat: 

Im Punlct P ± mufi zwischen den Gefallen der beiden Kurven © 
und © die ’Relation stattfnden 

f(%i, y„ y'i) + Oa - y'i)fy>( x i, Vi> y \) - °- ( 59 ) 

Wenn diese Bedmgung erfullt ist, so sagt man, die Kurve © 
schneide die Extremale © %m Punkte P x transversal , 2 ) 

Die Gleicbung (59) ; zusammen mit den beiden Gleichungen : 

{/(%%, a, p)~*y 9 , ff(oc x , cc, fi) — Jjfa), 

bestimmt im allgememen die Abszisse x x des Punktes P x und die beiden 
lutegrationskonstanten «, /3 der allgemeinen Losung der Euler’schen 
Differentialglei chung. 

Beisjpiel I (aiebe pp. 1, 33, 41). 

/* = 2 / 1/1 + • 

Hier lautet die Transversalitatsbedingung 


y{ \ + y'y) 
Vi + 


= 0, 


welch e besagt, daJ3 die Kettenlime 


1 ) Dabei ist stills chweigend vorausgesetzt, daf die Funktion f(%, y r y) 
nicbt von x t , y x abhangt; vgl p 50 und § 34, c) 

2 ) Im Gebrauch des Wortes ^transversal 14 f'olge icb Osgood, Sufficient con- 
ditions etc., p 112. Kneser, von dena der Ausdruck herruhrt, sagt umgekehrt, 
S wercle von (£ transversal gescbmtten 
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rji ft 

y = # Cb 

a 

die gegebene Kurve (£ im Punkt ^ orthogonal schneiden muB; wir erbalten 
also dieselbe Bedingung wie im speziellen Fall a). *) Dasselbe Resultat gilt 
allgemein 2 ) fur 

/-<?(*, f0Vi+7 5 ' 

Wir bemerken nock fur spateren Gebrauch, dafi sich aus (58) 
der folgende Ausdruck fur die totale Variation ergibt: 

At/== — Vi, y'i) + (y[ - yjfy&i, y u y'J\ + «(«) • ( 60 ) 

Wenu statt des Punktes JP 1 der Punkt P 2 auf einer gegebenen 

Kurve © beweglich, dagegen P x fest ist, so fiihrt eine ganz analoge 
Betraehtung zu der entsprecbenden Bedmgung 

f ( x 27 y 2 ) H~ ( 2/2 y^fy'i^} V 2 > %) (59a) 

und dem Ausdruck 

AJ"= e[f(x 2 , y 2 , y 2 ) + — y 2 )f y ,[x 2 , y 2 , %)] + s(e). (60a) 

Smd beide Endpunkte beweglicb, P x auf einer Kurve (§ 1; P 2 auf 
einer Kurve © 2 , so muB die gesucbte Kurve eine Extremale sem ; und 
es mussen gleichzeitig die beiden Transversalitatsbedmgungen (59) 
und (59 a) erfiillt sein. 

§ 8. Der allgemeine d-Prozefi. 3 ) 

Wir knupfen an die Entwicklungen des letzten Paragrapben eine 
Besprechung des allgem einen d-Prozesses, der eme so bervorragende 
Roll© in der alteren Variationsrecbnung gespielt bat 4 ) In § 4 baben 
wir eine vorlaufige Definition desselben gegeben fur spezielle Varia- 
tion en der Form 
A 

*) Die Bedingung (56) kann als Grenzfail von (69) aufgefaBt werden, fur 
y^^oo*, vgl. iibrigens die Behandlung des Problems m Parameterdarstellung, 
§§ 34, 35. 

2 ) Vgl. dazu Ubungsaufgabe Nr 17 am Ende von Kap. III. 

3 ) Wir empfeblen dem Leser, diesen Paragrapben vorlaufig zu iiberschlagen 
und erst bei Bedarf darauf zuriickzugreifen. 

4 ) Bei Laghangoe und bei alien alteren Autoren ist „calcul des variations* 1 
geradezu identiscb mit der Theone des d-Prozesses, und die Tbeorie der Ex- 
trema bestimmter Integral© wird als Anwendung dieses Vanationskalkuls aufgefaBt. 
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und ftir den Fall fester Endpunkte. Wie jedock sckon die in § 7 
gegebenen Entwickelungen zeigen y kommt man nicht immer mit 
Variationen dieser einfachsten Art aus ; und es wird hanfig notig, 
Variationen von dem allgememen Typus 

Ay = co (x, e) 

keranzuziehen. Es soil jetzt gezeigt werden, wie dabei der d-ProzeB 
zu modifizieren ist. 

a) Die erste Variation: 

Es sei ^ 

v = y( x )> x t <x^x 2 , 

ein Kurvenbogen, von dem wir voraussetzen, daB die Punktxon y(x) 
von der Kiasse G r ist in einem Intervall [X 1 X 2 ], das nacb beiden 
Seiten iiber \x x x^] kinausreickt, so daB X L <# 1 > X 2 > x 2 . 

Die Endpunkte des Bogens © seien P t und P 2 . Wir betracbten 
jetzt eine Sckar 1 ) von Bogen mit emem Parameter s, welcber den 
Bogen (5 als Individuum entkalt und zwar fur s = 0. Eine solclie 
Schar konnen wir auf unendlicb viele Weisen konstruieren, mdem 
wir emfacb setzen 

y^y(x) + co(x > e)^y (x, a), x t (s) <; x x 2 (e ) , ( 61 ) 

wobei die Funktionen &($,£), %2 ( £ ) den Anfangsbedingungen 

geniigen: 

gj(x, 0 ) = 0 ( 62 ) 

(°) — , ^2 (0) = ^2 * (63) 

liber die Funtion c o(x, i) macken wir nock die weitere Annakme, 
daB sie selbst, so wie lkre partiellen Ableitungen co x , (n 9 , co xe existieren 
und stetig sind in dem Bereick 

M<*, 

J ) Der Gedanke, die zu variierende Kurve als Individuum einer einpara- 
metrigen Kurvenschar aufzufassen, riihrt von Euler her, (Methodus nova et factlis 
ealculum variationum tractandi , No vi Co mm entariiAcad Imp. Sc. Petropoh- 
tanae, Bd. 16 ( 1772 ), auch Xnstit. Calc Integr , Bd. 4 , Suppl. XI). Derselbe ist von der 
groBten Wichtigkeit fur die Variationsrechnung gewesen, da er den Lagr ange’ecben 
,,Variationskalkul u auf emen Differ entiationsprozefl xeduzierte und dadurch dber- 
haupt erst auf erne feste Grundlage stellte Zugleich ist er aber auch. von nach- 
teiligem EmfluB gewesen, insofern er zu dem naheliegenden Irrtum fuhrte, dafi 
man glaubte, auf diese Weise den allgem e ins ten Ausdruck emer Variation 
zu erhalten (vgl. § 15, a). 
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wofern die positiven GroBen x x — X ly X 2 — x 2 Mnreicliend klein 
gewaklt werden Daraus folgt dann, daB auck ® EX in demselben Be- 
reick existiert und gleick m xe ist. 1 ) 

. Von den beiden Funktionen «,(«), x s (s) setzen wir aufier der 
G-leickung (63) nock voraus, daB sie in dem Bereick | e | ^ Jc yon 
der Klasse C' sein sollen 

Wir rariieren nun den Bogen (£, indem wir ikn durck einen 

Bogen S der Sckar (61) ersetzen. Eine solcke Variation, weleke 
alle soeben angefiikrten Be- 
dingnngen erfiillt, wolien wir eme 
, , Normal- Variation 11, nennen. 2 ) 

Jetzt sei q>(x, y, y ) irgend 
eine Funktion yon x, y , y 
weleke yon der Klasse C' ist 
in einer gewissen Umgebung 91' K 
der Kurye 

y=*y{x), y' = y(x), 

x i < « ^ ^ 

im Raum der Variabeln x , y, y . Wir substituieren darin y-\-co r 
y' + co' fur y, y' und bezeicknen 8 ) 

9 — <p(x, y+n, y' + co') . 

Alsdann defimeren 4 ) wir 

— ‘(If),.; («) 



Fig 7 


*) Nack A IV 7 

2 ) Abweickend von Kneser, Lelvrbuch, p. 91. 

8 ) Akzente sollen Differentiation nacli x auck dann bezeicknen, wenn neben 
x andere Variable vorkommen, also hier: &' = a x , 00 ' = ©^ nsw * 

4 ) Definition nnd Bezeichnnng sind sckwankend. Die kier gegebene De- 
finition (von sckliefit sick an die von Jordan, Corns d’ Analyse, III, Nr. 348 
fiir Variationen der speziellen Form sy gegebene Definition an. Euler nnd 
nack ikm Stegemann (. LehrbucH ) und Erdmann (Scklomilck’sZeitsckrift, Bd. XXVI 

(1881) p. 76) defimeren* ds Dagegen definieren Ohm, Strauch nnd 


Moigno 




wofur Stegemann den Ausdruck 


das Zeicken d v gebranckt. 


„ Variations quotient 4 * nnd 
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Falls <p Entwicklung nack Potenzen von a zulaBt: 

i s 2 , 

<p — 9 ? + s<p x + — (p 2 H 

so ist dcp identisch mit dem Glied erster Ordnung a <p t in dieser 
Entwicklung. 

Wenden wir dies insbesondere auf die Funktionen cp = y und 
cp = y' an so kommt 

Sy-=e(D a (x, 0), dy *=* etx> 9§ (x, 0) (65) 

woraus wegen co xt = Gi aa . folgt: 

( 6 « 

Die Operationen der Variation und Differentiation sind also ver- 
tausekbar. Unter Benutzung von (65) wird jetzt 

S<P = % Sy + (67) 

Wir betrachten weiter das Integral 

J-f fix, y, if) dx 

unter der Voraussetzung, daB die Funktion f(x y y, y') in einer ge- 
wissen Umgebung der Kurve (S' von der Klasse G' ist. Dieses Inte- 
gral, genommen entlang emer Kurve (S der Sckar (61) ist eine 
Funktion von a y die wir wieder mit J(s) bezeichnen: 

** ( £ ) 

J(e) = J i f(x, y(x) + <o(x,e), y\x) + o\x,s)) dx 
Dann definieren wir analog: 

( 68 > 

Nack den iiber die Funktionen y, co, x ly x 2 und f gemackten An- 
nakmen diirfen wir bei der Differentiation von J(s) die gewoknlicken 
Regeln 1 ) iiber die Differentiation eines bestimmten Integrals nack 
einem Parameter anwenden, wobei msbesondere zu beackten ist, daB 
jetzt auck die Grenzen von a abkangen. Definieren wir nock 



so ergibt die Ausfiihrung der Rechnung: 


*) Vgl A V 7 
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s J ^JXfy dy + fy’dy) dx + [f 

x i 


oder, wenn man das bestimmte Integral in der iiblidhen Weise durch 
partielle Integration umformt (die Zulassigkeit der letzteren yoraus- 
gesetzt) 


8 J = 

x % 

-J8y(f v -~f y )dx + f(x s , 

Vi) ^2 + f y ‘(% 2 } y 2 > y%) 

(^»2 

- 

- f(x 1 , y 1} y x ) dx i f y , (x± ? y 1 , 

i y[) (Pv \ ; 

(70) 

dabei bedeutet (dy\ den Wert von 

8y fur x = x t , also 



(dy\ £{D s(p^i> 

(8y\ = ecO'(x 2 , 0) . 

(71) 

Dagege 

n bezeichnen wir 




^) = £ ©o’ 

*<*>-*($),• 

(72) 

Da 





d Vt dy{x t ,e) _ v _ 

ds~ <£a ~ y W 

„ + «), 


so ist 





%i) = y\ + (8y\, 


(73) 



Die Variationen d(j/ t ) pflegt man ^gemischte 1 ) Variationen u zu 
nennen, im Gregensatz zu den sogenannten „reinen Variationen" (Sy \ . 

Fiihrt man mittels der Relationen (73) in der Formel (70) die 
gemischten Variationen statt der reinen ein ; so erhalt man schlieBlicb: 

SJ =j 8y{f y - dx + [f(x 2 , y 2 , y') - y’J v ,(x 2 , y 2 , y 2 )] 8x 2 + 

+ y%j y%) [f(% i; Vn Vi) Vify'fa i 7 2/1)] ^1 

-f y >^uy 1 ; y’i)Ky. i)- 

*) Obei reine and gemischte V ariationen vgl. Kneser, JEncydopddie , II A p 576, 
and Stegemann, Lehrbuch , § 56 and wegen der verschiedenen dafiir gebrauchten Be- 
zeicbnangen die Vorrede za letzterem, p YU. Noch anders bezeicbnet Erdmann, 
Schlomilch’s Zeitschrift, Bd. XXII (1878), p.363 Er schreibt [dyj, dyi fur 
(&y) t reap. In Pig 7 ist annahernd* (dy\= ${y%) = MP % . 

Aaf die „ Variation der unabhangigen Vandbeln“, die bei den alteren 
Aatoren Tiber Yariationsrechnang eme groBe Rolle gespielt hat, gehen wir hier 
nicht ein Sie hat viel Unklarheit in die Variationsrechnnng gebxacht, and man 

Bolza, Yanationsrecliimng 4 


(74) 
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Bei manchen Aufgaben 1 ) hangt die Funktion f auBer von x f y, y 
auch nock von den Koordinaten der beiden Endpunkte ab. Es ist dann 

J(t) = f f(x, y, V; x i, ¥i] %s, Fa) dx - 

Daher muB man dem Ausdruck (70) oder (74) fur d J jetzt nocb das 
Zusatzglied 

p. 

jidk SXl + Wi + dx % Sx * + s£ 3 ^) dx 

*1 

hinzufiigen, das sick unter Benutzung von (7B) auck sckreiben laBt 2 ) 

+ y'i w) dx + 8x Ji^ + £ §£) dx + 

Xi x x 

x« p 

4 - (.8y\f%~ dx - 

Die biskerigen Definitionen und Resultate lassen sich unmittelbar 
anf den allgemeineren Fall von Yariationen ubertragen, welcke von 
mekreren Parametern £ 2? . . . 7 E m abhangen, wobei man uber die 
Funktionen a (at, s u s 3 , . . sj, x x (s l} s i} . . ej, «,(*, «J die 

den obigen analogen Annakmen zn machen kat 
Fur diesen Fall soil definiert werden: 



kann vollstandig ohne sie auskommen, um so meh.r als der ihr zugrtmde liegende 
Gedanke in der Parameterdarstellung semen Ausdruck findet Eine rationelle 
Begrundung der Variation der unabhangigen Variabeln findet man bei Jordan, 
Gouts d J Analyse, HI, Nr 351 . 

*) Dies tritt bei der Aufgabe der Brachistochrone ein T bei welclier das 
Integral 


]/l dx 


. r yj± 

J Vy- 


Yy—Vi +-*' 


Jc eine Konstante, 


zu einem Minimum zu machen ist Vgl. § 34, c). 
2 ) Vgl. Lindelof-Moigno, loc cit. Nr 63 
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Mit dieser allgemeineren Bedeutung des Symbols 6 bleibt dann 
aucb die Formel (74) giiltig. 

Die im vorangebenden entwickelten Begriffsbildungen lassen sieb 
obne weiteres auf Yariationsprobleme iibertragen, in welcben mehrere 
unbeJcannte Funktionen von x vorkommen. Fur das Integral 
% 

j f(xy y±7 * * *7 y n r Vi? y%i • • •? y<n ) d % 

*1 

erbalt man so ini Fall fester Grrenzen x t , x%, wenn man die Kurve 
im Raum der Vai'iabeln x, y 17 . . y n durcb die Kurve 


©: 

ersetzt: 


wobei 




1=1 


de 


(76) 


Dabei 1st vorausgesetzt, daB die Funktionen y t (x) im Intervall 
[^ 1 ^ 2 ] von der Klasse G" sind ; und daB die Funktionen (o t (x 7 e) die- 
selben Eigenscbaften besitzen, wie oben die Funktion co(x y e). 

Wenn insbesondere die Kurve © eine , ; Extremale“ ist ; d b. wenn 
die Funktionen y % (x) dem System von Differentialgleicbungen 


df d df __ Q 
dy t dx dy t ' 


i = I7 


(77) 


genligen, so reduziert sicb der Ausdruck fur die erste Variation auf 



(78) 


und daraus erbalt man 1 ) nacb der Definition der Ableitung die 
folgende Fundamentalformel fur die Variation ernes Fxtremaleribogens 
bei festen Grenzen x v x 2 : 


!+<*)• 


( 79 ) 


x ) Vgl dazu Gleichung (21). 


4 ’ 
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b) Die holier en Variationen: 

Wir scblieBen bieran eine kurze Besprecbung der boheren 
Variationen. Da es sicb dabei wesentlich urn formale Entwicklungen 
bandelt, wollen wir der Einfacbbeit balber annehmen, daB alle auf- 
tretenden Funktionen and Ableitungen in den in Betracbt kommenden 
Bereicben existieren und stetig sind, daB alle vorkommenden Reiben- 
entwicklungen konvergieren, und dafi iiberbaupt die gewobnlichen 
Regeln der formalen Differential- und Integralrecbnung anwendbar sind. 

Wir betracbten — etwas allgemeiner als bisber — eine Funktion 
cp (x, y, ., yW) von x, y und einigen Ableitungen von y . Wir 
ersetzen darm y durch y(x 7 a) und dementsprechend yW durcb s). 

Die so entstehende Funktion von x und a 


<p = <p(x, y, y, ft w>), 
entwickeln wir nacb Potenzen von s\ es sei 
£ 

<P = =<P + 1 l<Pi J rj l (p 2 + 


Alsdann beifit 1 ) die GroBe a n cp n die n te Variation von <p und wird mit 
6 n (p bezeicbnet; also 


S n (p s £ n 



(80) 


Insbesondere ist demnacb 


also 



(81) 


Fur die Variationen niedrigster Ordnung 2 ) von <p erbalt man 
nacb den Regeln fur die Differentiation zusammengesetzter Funktionen 

S( P = (p y 8y + <p y ,8y d t- <p y {p)8y^\ (82) 

wofiir wir aucb in der iiblicben Symbolik 8 ) sebreiben 

*) Vgl FuBnote 4 ) auf p 47. 

2 ) Eine mdependente Darstellung fur 6 n cp findet sicb fur p — 2 bei Erdmann, 
Schlomilch’s Zeitschrift, Bd XXVI (1881) p. 76. 

s ) Vgl z. B Jordan, Gouts 3! Analyse, I, Nr 129 und 253. 
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femer 


S<p -{ Sy Jj + i V'Ty ,+ ■ + Jjs) v; 

^ - (*» Ty + + " + »*“ 8>ft)V + | , (83) 

+ % + <p y ,$ 2 y' + • • • + (p y{p) *y» 1 


In ganz analoger Weise wird S n J definiert; wir entwickeln das 
Integral : 

i* 

J( £ ) =ff(?> y, y)dx 

nach Potenzen von e: 

J (, s ) = J 4 + |j J'i • • ; 


dann lieiBt s n J n die n te Variation des Integrals J und wird mit b n J 
bezeichnet. Es ist also wieder 


d n J = s n 


( im ) . 

V ds n 4=o ’ 


(84) 


darans ergibt sicb der explizite Ausdruck von d n J nacb den gewohn- 
lichen Regeln fur die Differentiation eines Integrals nach einem Para- 
meter; z. B. findet man 1 ), wenn man noch definiert 



wobei nach (83) 

d *f = fyy W + 2 f yy , dy dy + f tf dy* + f y d*y + f y , Py . 


') Znerst von Erdmann gegeben, Sclilomilch’a Zeitschrift, Bd. XYTTT 
(1878) p 363. 



Zweites Kapitel. 

Die zweite Variation bei der einfachsten Klasse von Anfgaben. 


§ 9. Die Legendre’sclie Bedingung. 

Nacb Integration der Euler’schen Differentialgleicbung nnd Be- 
stimmung der Integrationskonstanten erbalt man im allgemeineii eine 
gewisse Anzahl 1 ) yon Kurven, als die emzig moglichen Losungen des 
yorgelegten Problems; d. b. wenn es uberbaupt Kurven gibt, welcbe 
das Integral J zn einem Minimum rnaeben, so miissen dieselben unter 
den so gefundenen entbalten sein. Wir baben jetzt jede einzelne 
dieser Kuryen daraufbin zn untersuchen, ob sie wirklicb ein Minimum 
liefert oder nicbt. 

a) Allgemeines iiber die zweite Variation: 

Wir nehmen also a wir batten eine Extremale 2 ) der Klasse O' 
gefunden, welcbe durcb die beiden gegebenen Punkte P t und P 2 gebt; 
sie moge mit @ 0 bezeicbnet werden, nnd sei dureb die Grleicbung 

®o : y^K x )> (!) 

dargestellt. Wir nebmen iiberdies an, dab © 0 ganz im Innern des 
Bereicbes SI liegt. 

Wir variieren jetzt die Kurye @ 0 ganz wie in § 4, wobei wir 
.uns wieder auf Variationen der speziellen Form cj = ari bescbranken. 

x ) Die Anzabl kann anch unendlicb sem; es kann andererseits aber aucb 
imxndglick sein, die Integrationskonstanten den Anfangsbedingungen entsprechend 
zu bestimmen, vgl. p. 32, FuBnote l ) 

2 ) Hierin ist stets implizite die Annahme entbalten, daB der Differential- 
quotient oxistiert. 
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§ 9. Die Legendre'sclie Bedingung 

Dann rnufi, wie schon in § 4 bewieseu worden ist, in. der dort be- 
nutzten Bezeiehnung 1 ) 

dV= £ S J"(0) ^ 0 

sem, falls @ 0 wirklich ein Minimum liefert. Pubren wir die Diffe- 
rentiation aus, wobei wir naeb unseren Annahmen uber die Punktionen 
f und y wieder die gewohnlichen Regeln fur die Differentiation eines 
bestimmten Integrals naeb einem Parameter anwenden dfirfen, und 
setzen zur Abkfirzung 

y@), £'(«)) = Pipe)' 

fyy‘{x, kx), y{X)) — Q{x) ■ , (2) 

fyy( x > y&), y(x)) = Rip), 

so kommt 

** j = £ 2 / [Pi 2 + 2 Qf]if + B^) dx . ( 3 ) 

x x 

Es mu/i also im Fall eines Minimums 

f Prf + 2 Qv r f + Br[ 2 ) dx^O (4) 

X X 

setii und zwar fiir alle Funldionen r t der Flasse C', wdche in x x und x 2 
verschwinden. 

Aus unseren Annahmen iiber die Punktionen f und y folgt s ), 
daf! die drei Punktionen P, Q, B stetig sind in Wir nehmen 

in der Polge an, daB sie nicht alle drei identisch verschwmden in 

b) Legendre’s Transformation der zweiten Variation: 

In dem speziellen Pall, wo P = 0, $ = 0, kann man unmittelbar 
iiber das Vorzeichen der zweiten Variation entseheiden; denn dann ist 

*2 

d 2 P= s\fB^dx, 

und man schliefit leiclit 3 ), daB im Fall eines Minimums JR 0 
sem muB. 

*) Im Fall eines Maxinrams lantet die Bedingung naturlich 
2 ) Naeb A m 4. 

8 ) Ygl. nnten. Dieser spezielle Fall liegt z B bei Beispiel VI vor* 
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Auf diesen speziellen Fall hat Legendke 1 ) die Diskussion des 
allgemeinen Falles durch folgenden Kunstgriff zuruckgefuhrfc; 

Er addiert zur zweiten Variation das Integral 

s*J*(2qrfw + rfw') dx, 

wo w eine vorlaufig wiUkiirliche Funktion von x ist. Das Integral 
ist gleich Null; denn es ist gleich 

£i f£w w ) dx = 8 *h 2w ll> 

Xj_ 

und 7] verschwindet in x x nnd x r Daher ist 

d 2 J === + w') + 2 (Q -f w) VV + P y' 2 l dx . 

Und nunmehr bestimmt Legendre die bisher willkiirlich ge- 
lassene Funktion w durch die Bedmgung, daB die Diskriminante der 
quadratischen Form in r}, r{ unter dem Integralzeichen verschwindet 2 ) ; 
d. h. so daB 

(£ + w) 2 ~£(P + w')==°; (5) 

dies reduziert d 2 J auf die Form 

*a 

6V=£ 2 J + rfdx. (6) 

Hieraus schlieBt Legendre, daB JR sein Zeichen nicht wechseln darf 
in [x 1 x 2 ] ? U13L( ^ daB alsdann & 2 J~ dasselbe Zeichen hat wie JR. 

Schon Lagrange 8 ) hat gegen diesen SchluB den Einwand er- 
hoben, daB Legendre's Transformation stillschweigend voraussetzt, 
daB die Differentialgleichung (5) ein Integral besitzt, welches im 
Intervall [x t x 2 ] endlich und stetig ist 

*) Legendre, „ Memoir e sur la manure de distinguer les maxima des minima 
dans le cahul des variations Memoir es de VAcademie des Sciences, 1786; in 
Stackers ffbersetzung in Ostwald’s Klassiker ustv. Nr. 47, p. 69 

2 ) Eine von Lagrange herriiliiende Modifikation dieses Schlusses wird weiter 
unten (§ 15, b)) zur Sprache kommen 

s ) Im Jahr 1797, vgl (Euvres , Bd. IX, p 303 
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Trotzdem laBt sich durch eine leicMe Modifikatiori des Beweises 
der erste Teil des Legendre’scheii. Sehlusses vollig streng beweisen, 
d. h. der 

Fundamentalsat 0 II: Soil die Extremale 

y = y{ x ) 

ein Minimum l ) fur das Integral J liefern, so mu/3 sein 

B(x) = f/y'(oc , y(x), y(cc)) ^ 0 in [x x xf \ . (II) 

B ewe is 2 ): Angenommen, es sei R(c) < 0 in einem inneren 
Punkt c des Interyalls [x 1 x 2 ]. Dann konnen wir ein Teilintervall 
[^ 1 ^ 2 ] von [^ 1 ^ 2 ] angeben ; fiir welches gleichzeitig die heiden folgenden 
Bedingungen erfullt sind: 

1. R(x) < 0 im ganzen Intervall 

2. Es gibt ein partikulares Integral w der Differentialgleichung (5), 
welches in [iil 2 ] von der Klasse C r 1 st. 

Denn da R{x) stetig ist in Dr x <r 2 ] un d R(c ) < 0, so 3 ) konnen wir 
ein ganz in [x^^ enthaltenes Intervall [c — d, c + d] angeben, m 
welchem R(x) < 0. Losen wir jetzt die Differentialgleichung (5) 
nach w auf: 

und Terstehen wir unter w 0 irgend emeu Wert yon w, so ist die 
rechte Seite Ton (7) eine Funktion Ton x und w, welche in der 
Umgebung der Stelle x — c, w — stetig ist nnd eine stetige Ab- 
leitung nach w besitzt Daraus folgt aber nach dem Cauchy’schen 
Existenztheorem 4 ), daB es ein Integral Ton (5) gibt, welches fiir 
x = c den Wert w = w 0 annimmt, und welches in einem gewissen 
InterTall [c — S', c + 5'] Ton der Klasse C' ist. Bezeichnet dann 
[§! £ a ] das kleinere der beiden Intervalle [c— S, c + d] und [c — S', 
c + d'], so sind in der Tat in die beiden angegebenen Be- 

dingungen erfiillt. Nunmehr wahlen wir yj — 0 auBerhalb [S t i 2 ] unc ^ 5 ) 
^ == Qg _ ^y i n Die so definierte Funktion ij liefert 

i) Pur ein Maximum lautet die Bedingung naturlich -Z2 < 0 

*) Nach "Weierstrass, Vorlesungen, 1879. 

») Nach A IH 2 

*) Ygl. § 23, a). 

s ) Wiirde man % = (x — ij) (x — £ a ) wahlen, so hatte Unstetigkeiten in 
und und eine Kebenbetrachtung wie in § 14, c) ware notig 
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eine zulassige Variation der Kurve @ 0 , da sie in [x±x s ] Ton der 
Klasse 1 ) O' ist und in x 1 und x 2 versckwindet. 

Piir diese spezielle Funktion rj wird aber 

6 . 

d 2 J = £ 2 / Prf + 2Qw' + B v' 2 ) dx . 
h 

Auf dieses Integral ist aber wegen der E ig ens cbaf ten des Intervalls 
[| x y die Legendre’scbe Transformation anwendbar, und wir erbalten 

d*J~s*fB(ri'+^v) 2 dx- 

lx 

Da B<0 in [gJJ, so ist dV<;0; wegen der Stetigkeit samtlicker auf- 
tretender Funktionen konnte nur dann das Grleichbeitszeiclien gelten, wenn 

r f --J—y == 0, identiscb im ganzen Interval!. Das ist aber 

nicht moglick; denn dividiert man rf + — g— r J duroh (x — (x — | g ) 
und lafit a; sich der Grenze £, nakern , so nahert sick der Quotient 
dem von Null versekiedenen Wert 2(| x — | 3 ). 

Somit ware fur die betrachtete Variation negativ, was un- 
moglich ist, wenn @ 0) wie wir voraussetzen, das Integral J zu einem 
Minimum mackt. Es muB also, zunaekst im Innern des Intervalls 
[XjtfJ und dann wegen der Stetigkeit von R auck in den Endpunkten 
R(x) i> 0 sein, was zu beweisen war 

Indem wir den Ausnakmefall 2 ), in welchem R(x) in Punkten des 
Intervalls [%« 2 ] versckwindet, beiseite lassen, werden wir in der Folge 
voraussetzen, dafi die Extremale & a die Bedingung 

R(x) > 0 in [X x 2 ] (II’) 

erfullt. 

Eine Folge dieser Annakme ist, dafi y"(x) im ganzen Intervall 
existiert und stetig jst, wie m § 5, d) gezeigt worden ist. 
Daraus folgt weiter, dafi nicht nur die Funhtionen P, Q, R, sondern 
aMch ihre ersten Ableitungen in stetig sind. 


*) Vgl p* 26, PuBnote 2 ) 

*) EinBeispiel dieses AusnahxnefalLs betraohtet Erdmann, Schlbmilch’s Zeit- 
schnft, Bd XXIII (1878), p. 369, namlich /= y' s cos 2 #, wenn ^ < y 0 2 Vgl 
dazu die XJbimgsaufgaben, Nr. 27 — 32 
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§ 10 Die Jacobi’sche Differentialgleickung. 


Eine weitere Folge der Voraussetzung (IP) ist, daB die Losung 
y*=y(x) der Euler’scken Differentialgleickung sick nack beiden 
Seiten kin fiber das Interv all \x x x%] auf ein etwas weiteres Interval! 
[XjX^ fortsetzen 1 ) laBt (X t < x ly x 2 < X 2 ) ? nnd zwar derart, daB 
anck in dem ervveiterten Intervall [X x X 2 ] die TJngleickung (IP) er- 
ffillt ist und P, Q 7 R von der Klasse G' sind. 

Beispiel I: (Siehe pp 1, 33) /* = y]/i 

Hier ist 


fvv ^ 1 


^'-yr+7 5 '’ 


f v’ v' /_ , 


(Vl + y'^Y 


Perner ist, wenn wir mit a 0 , § Q ein den Anfangsbedingungen (39) von § 6 ge- 
niigendes Wertsystem der Integrationskonstanten a, p bezeichnen, 



Da wir voranssetzen, dafi 2/>0 (vgl. p 17), so folgt, daB a 0 >0 und daher ist 
die Bedingung R^> 0 fur jedes x erfullt 2 ) 


§ 10. Die Jacobi’sehe Differentialgleichting. 

Wir kaben jetzt den zweiten Teil des Legendre ? seken Scklusses 
zu priifen, welcker besagte, daB anck umgekekrt allemal d 2 J*> 0, 
wenn R > 0 m [x x x 2 ~], 

Der SckluB ist riektig, wie unmittelbar ans den vorangekenden 
Entwicklungen folgt, wenn ein Integral der Differentialgleickung (5) 
existiert, welckes im ganzen Intervall \x t # 2 ] stetig 3 ) ist; er ist da- 
gegen falsck ; wie wir in § 14 seken werden, wenn kein solckes Inte- 
gral existiert. 

a) Reduktion der Legendre’scken Differentialgleickung anf die 
Jacoki’scke; 

Die ganze Entsckeidung kangt also von der Integration der 
Differentialgleickung (5) ab. 

Da ist es denn zunackst von Wicktigkeit, daB die Legend re’scke 
Differentialgleickung (5) zur Klasse der Riceati’scken Differential- 

*) Im Sinne der Theorie der Differentialgleichungen, siehe § 23, d). 

-^L *) Hierzu die Tlbungsaufgaben Nr. 2 — 12, 35 — 40 am Ende von Kap. III. 

' s ) Da JS^Oj so folgt nach (7) die Stetigkeit von w' aus derjenigen von w. 



60 Zweites Kapitel Die zweite Variation bei der einfachsten Klasse von Aufgaben. 


gleichungen gehort und sich daher auf eine homogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung reduzieren laBt, wie zuerst 
Jacobi 1 ) bemerkt hat. 

Dies geschieht mittels der Substitution 

w ~ — Q~ JR ^ , (B) 

durch welche (5) iibergeht in 2 ) 

*<«)»(*- 5!) «-3i(*ji)- 0 ® 


Wir werden diese Differentialgleichung die Jacob t'sche Differential- 
gleichung nennen und ihre linke Seite mit W{u) bezeiehnen 

Fuhren wir die Differentiation aus, so konnen wir (9) auch 
schreiben 


d 2 u B'du (Q'-T) 
dx* + M dx + £ u 


0. 


( 10 ) 


Nach den am Ende von § 9 gemachten Bemerkungen sind die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung (10) im Intervalle [X x Xj] stetig. 
Daraus folgt nach allgemeinen Existenztheoremen iiber lmeare 
Differentialgleichungen (§ 11, a)), daB jedes Integral der Differential- 
glei chung (10) im Intervalle [X 1 X 2 ] von der Klasse O" ist. Also 
ist die durch (8) definierte Funktion w in IX # 2 ] von der Klasse C\ 
sobald u im ganzen Intervalle [x t cc 2 ] von Null verschieden ist. Unser 
friiheres Resultat lailt sich jetzt also so aussprechen: 

Wenn i? > 0 in so ist d 2 J > 0 fiir alle 3 ) mlassigen 

Funkhonen tj, vorausgeseM , daji es ein partikulares Integral u der 


*) Jacobi, „Zur Theone derVanationsrechnung und der Different! algleiclmngen“ 
Journal fur Mathematik, Bd XVII (1837), p. $8; auch von Stackel heraus- 
gegeben in Ostwald’s Klassiker usw., Nr. 47, p. 87 Jacobi’s Abhandlung, welche 
nbngens auch den allgemeineren Fall behandelt, wo die Funktion f hohere 
Ableitungen von y enth’alt, bezeichnet einen Wendepunkt in der Geschichte der 
Variatiousiecbnung. Jacobi gibt jedoch nur kurze Andeutungen der Beweise; 
ausfdhrliche Beweise sind von Delaunay, Spitzes, Hesse und anderen gegeben 
worden (vgl. die Literaturnacbweise bei Pascal, loc cit p. G3 und Knesek, 
Fncyclopadie II A, p 588 — 591) Unter diesen Kommentaren zu Jacobi’s Ab- 
handlung ist der vollsthndigste der von Hesse (Journal fur Mathematik, 
Bd L1V (1857), p 255), dessen Daistellung wir hier folgen. Jacobi's ftesultate 
sind auf das allgemeinste Problem fur einfache Integrale von Clerscii und 
A Mayer ausgedehnt worden (vgl. die von Pascal, loc cit. p 64, 65 gegebenen 
Zitate und Jordan, Gouts d 3 Analyse, IH, Nr 373 — 394) 

*) Man beachte, dafi, wie oben gezeigt, die Ableitungen Q\ B! existieren 
und stetig sind. 

s ) Naturlich auBer* r\ = 0 in %»}. 
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§ 10. Die Jacobi’sclie Differentialgleichung. 

J acobi’schen Differentialgleichung (9) gibt , welches im ganzen Intervall 
von Null verschieden ist. 

Palls es ein solches partikulares Integral u gibt, so laBt sich 
6' 2 J auch scbreiben 

S*J- fz^p^ dx, ( 11 ) 

wie man sofort sieht, wenn man in (6) mittels der Substitution (8) 
die Funktion u statt w einfiibrt. 

b) Jacobi's Transformation der zweiten Variation: 

Wenn es dagegen kein partikulares Integral der Jacobi’schen 
Differentialgleichung gibt, welches im ganzen Intervall [x x oc 2 ~] von Null 
verschieden ist, nnt anderen Worten, wenn jedes Integral von (9) 
mindestens in einem Punkt von [x x # 2 ] verschwindet, so ist die Le- 
gendre'sche Transformation der zweiten Variation nicht anwendbar 
und wir kommen also auf diesem Wege zu keiner Putsch eidung iiber 
das Vorzeichen der zweiten Variation. 

Hier setzt nun eine zweite, von Jacobi herriihrende Trans- 
formation der zweiten Variation ein, die uns auch fiir diesen Pall 
AufschluB Tiber das Vorzeichen der zweiten Variation geben wird. 

Es bezeichne [| x | 2 ] entweder das Intervall [x x x 2 ] selbst oder ein 
Teilintervall von [x x x 2 ] und es sei 7] auBerhalb [| x £ 2 ] identisch Null, 
und in [2^ £ 2 ] gleich einer Funktion der Klasse C", welche in und 
§ 2 verschwindet. 

Bezeichnen wir dann niit 2 SI die in bezug auf 7], r( quadratische 
Form 

2 SI = Prj 2 + 2 Qrjr}' + JRrj ' 2 , 

und wenden den Euler’schen Satz iiber homogene Funktionen an, so 
konnen wir S 2 J in der Form schreiben: 

£l 

Dieses Integral konnen wir jetzt — ganz so wie den ahnlich 
gebauten Ausdruck fiir 8J in § 4 — durch partielle Integration 1 ) des 
zweiten G-liedes umformen. Wir erhalten so: 


3 ) Die partielle Integration ist statthaft, da nach den gemachten Annahmen 


dSl 

dn 


* Qn + Rrf 


im Intervall [| x g 2 ] Yon der Klasse C' ist. 
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Cl 

Da ri in ^ und £ 2 verschwindet, und da 

H - i & - ( p - « 1 - e c»o- - * w , 

so ergibt sicb hieraus der folgende Ausdruck fur die zweite 
Variation: 

$2 

( 12 ) 

Si 

giiltig fur jede Funktion ^ yon den angegelbenen Eigenschaften 

Auf Grrund der Formel (12) konnen wir jetzt dem unter a) aua~ 
gesprochenen Resnltat das folgende als Gegenstiick zur Seite stellen: 
Wenn die Jacob i’sche Differentialgleiclmng (9) ein partikuldres Integral u t 
besitztj welches in zwei Funkten fj 1? £ 2 des Intervalls [x ± x 2 ] verschwindet, 
so Icam man durch passende Wahl der 'Funktion tj die zweite Variation 
gleich Null machen . 

Dazu braucht man nur <r\ ~ 0 zu wahlen in \_x l und in [| 2 cc 2 ], 
und rj — u x in [6*6,]. 

Wenn aber d 2 J — 0 ist, so hangt das Vorzeicben von Ac7 von 
demjenigen der dritten Variation ab, und wird daber im allgemeinen 
durcb passende Wabl des Vorzeicbens yon £ negativ gemacht werden 
konnen. 1 ) 

Wir baben nunmebr weiter zu zeigen, dab von den beiden Fallen: 
(9) besitzt em in [x t ce 2 ~] nicbt verscbwindendes Integral, und: (9),be- 
sitzt ein in \x x x^\ mmdestens zweimal verscbwindendes Integral; 
stets entweder der eine oder der andere eintreten muB; femer baben 
wir Kritenen fur das Eintreten des einen oder des anderen Falles zu 
entwickeln. 2 ) 


l ) Gegen diesen von Jacobi berrubrenden SchluB konnen zwei Einwande 

erboben werden: Erstens ist die benutzte Funktion n nicbt von der Klasse (7 
wegen der Unstetigkeit von r\ in und | g ; diesem Einwand kann durcb „Ab- 
runden der Ecken“ begegnet werden, wie in § 14, c) naher ausgefuhrt werden 
wird; zweitens ware es nocb denkbar, daB die spezielle Funktion 73 , welcbe 
d 2 / = 0 macbt, allemal aucb d 3 / = 0 macbt, womit der obige Scblufl hinf&llig 
wuxde; wir kommen auf diesen Punkt weiter unten, p 70, zuruck 

*) Fortsetzung der Entwicklung in § 12, wozu der Leser unmittelbar bber- 
geben moge 
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c) Die JaeoM’scle Transformation fiir Yariationen der Klasse D"\ 

Wir werden spater eine Vemllgemeinermig der Formel (12) notig haben, 
n&mlich fur den Fall, dafi die Ableitungen von r\ gewisse Unstetigkeiten besitzen 
Wir werden uns dabei der folgenden Terminologie bedienen Wir werden zur 
Abkurzung sagen , eine Function f(%) sei in einem Intervall [x 1 von der 
Klasse 1 ) D (p \ wenn sie selbst in dem ganzen Intervall stetig ist, und wenn sicb 
das Intervall m eine endliche Anzahl von Teilintervallen [x t c x ] , [c x c s ] , . L c » - 1 x *\ 
zerlegen l&fit, derart, dafi in jedem der Teilintervalle fur sich betraebtet die 
Funktion von der Klasse ist. Hieraus folgt, dafi in jedem der Punkte c t die 
beiden G-renzwerte 2 ) fW (c t + 0) und (c t — 0) esistieren und endlicb sind fur 
v — 1, 2, . . p. Dabei wird angenommen, dafi m einem Punkt c z mindestens 
fur emeu dieser Werte von v die beiden Grenzwerte voneinander verschieden 
sind. Die Klasse betrachten wir als in der Klasse enthalten, namlich 
fur n— 1. 

Dies vorausgeschickt, sei ri von der Klasse D" in [g* g a ]. Smd c x , , c n 

die Unstetigkeiten von r[ Oder so miissen wir vor Ausfiibrung der partiellen 
Integration das Integral fur § % J in eine Summe von Integralen zerlegen®), 
von bis c t , von c x bis e 29 usw Die partielle Integration darf dann in jedem 
Teilintervall ausgefuhrt werden, und wir erkalten so: 


* w — @ 

Si 

3 && 

Oder wenn wir fiir 7 seinen Wert Qrj -f~ Ft\ einsetzen und uns erinnem, dafi 

0 7 } 


und M in c x , c 2 , . . c n _ 1 stetig sind, 


s n — 1 Sa v 

9*J = * s j (c v ) It (c„) [n (c v - 0) - r{ (o v + 0)] +J\w(r l )dx )• 


(13) 


d) Zweiter Beweis der Formel (11): 

Aus der Formel (12) ergibt sich noch ein zweiter, ebenfalls von Jacobi 4 ) 
herruhxender Beweis fur den Ausdruck (11) fur die zweite Variation; derselbe 
grundet sich auf die folgende Eigenschaft des Differentialausdruckes W: Sind 
u und v irgend zwei Funktionen der Klasse C'\ so ist 

n 

u W(v) — vW(u) = — — uv) . (14) 


x ) Der Buchstabe D soil an „diskontinuierlich u erinnem, ebenso wie C an 
„kontinuierlich“ 

2 ) Vgl. A II 2. 

®) Vgl. dazu die Remerkungen in § 44, a). 

4 ) Vgl. die Zitate auf p 60, Fufinote *), insbesondere die Arbeit von Hesse 
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Wenn daher u der Differentialgleichung 

0 

v = pu 

setzen, wo p irgend erne Funktion der Klasse C" ist, und mit p multiplizieren, 
so erhalien wir 

{pu)W{pu) = -p-~ {Bp’u a ) = — ~ (Bpp'u a ) + B{p'u) a . (,15) 


genugt, so erhalten wir 

uW(v) = 

und wenn wir darin 


Nehmen wir jetzt uberdies an, dad die Funktion u in [| x | 2 ] von Null ver- 
schieden ist, dann durfen wir in (15) fur p den Quotienten 


JP* 


n 

u 


substituieren, wo rj wieder eme beliebige Funktion der Klasse C" ist, welcbe m 
| x und g 2 verschwindet. Integriert man jetzt (15) zwischen den Grenzen | x und | 2 , 
substituiert fur p den eben angegebenen Wert und beacbtet, daft dann auch p 
an beiden Grenzen verschwindet, so erhalt man *) aus (12) 


s a J - 


' B {i)'u — r}u') s dx 


(11a) 


§11. Hilfssatze liber lineare Differentialgleichungen zweiter Or dining. 

Wir stellen in diesem Paragrapben eine Reihe von Satzen iiber 
homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnnng zusammen 
die wir bei der weiteren Diskussion der zweiten Variation gebrauelien 
werden. 


*) Dieser zweite Beweis der Forme! (11) setzt voraus, dafi r\ von der Klasse C" 
ist in [g t f 2 ] Wenn man jedoch mit (15) die scbon bei Ableitung von (12) be- 
nutzte Identitat 

Pv a + 2 Qvv' + Bv' 8 = tPP(v) + v (Qv + Bv') 
kombiniert, so erhalt man- 

P(pu) a +2Q(pu)-~(pu)-{-B^^ S j = B(p'u) a + (p‘u{Qu + Bu')) , (16) 

aus welcher (11a) unmittelbar durch Integration folgt. Da aber in (12) die 
zweite Ableitung von p gar nicht vorkommt, so ergibt sich hieraus, in tTber- 
einstimmung mit dem fruheren Resultat m § 10, a), dad es fur die Kichtigkeit 
der Formel (11 a) nicht notig ist, die Existenz von rf' vorauszusetzen. 
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Es sei die D ifferentialgleicbung gegeben : 

d*u du . _ 

d^ + Pa^ + 2 u = °> ( 17 ) 

wo p und g gegebeae Funktionen von x sind, welcbe in einern Inter- 
val! [ab] stetig sind Alsdann gelten die folgenden Satze und De- 
finitionen: 

a) Existenztheorem: 

Grebort der Punkt Xq deni Stetigkeitsintervall [ab] an, und sind 
Uq, u 0 zwei willkiirlicb yorgeschriebene endliebe Werte, so gibt es 
ein und nur ein Integral von (17) ; welches den Anfangsbedingungen 

U (X 0 ) ~ Uq y U (Xq) = Uq 

geniigt 1 ), und welcbes in der Umgebun g von von der Klasse G " ist. 

Dieses Integral und daber uberbaupt jedes Integral der Differential - 
gleichung (17) wt von der Klasse 0 " im ganzen 2 ) Intervall [ab] 

Zusatze: 

1. Da u = 0 eine Losung von (17) ist ? so fiibrt die Anwendung 
des Existenztheorems auf die speziellen Anfangswerte u* » 0, m ' = 0 
zu dem Satz: 

Ein partikulares Integral u von (17) kann nicht gleichzeitig mit 
seiner ersten Ableitung in einem Punkt x 0 des Intervalls [ab] ver- 
schwinden , es sei denn, da6 u = 0 in [ab]. 

2. Ein partikulares Integral u der DifFerentialgleichung (17) kann 
im Intervall [ab] nur in &iner endlichen Anzahl von Punkten ver- 
schwinden , es sei denn, da£ u == 0 in [ab]. 

Beweis: Angenommen u batte unendlicb viele Nullstellen in [ab] ? 
ohne identiscb zu verschwinden; dann wxirde es nacb A I 5 fur die- 
selben mindestens eine Haufungsstelle c im Intervall [ab] geben. Es 
ist nun entweder u(c) ==[= 0; alsdann laBt sicb nacb A III 2 wegen 
der Stetigkeit von u(x ) eine TTmgebung von c angeben, in welcber 
u(x) =4= 0] oder es ist u(c) = 0, dann folgt nacb Zusatz 1, da£ 
u'(c) =j= 0. Es ist aber nacb der Definition der Ableitung 

u(c + h) = h[u!(c) + (Ji)] ? 

x ) Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Cauchy’schen Existenztheorems 
fiir Differentialgleichnngen, vgl. § 23 

2 ) Ygl Picard , Traite d } Analyse, III (Paris, 1896), p 91, 92 und PainleviS, 
JEncyclojpadie , ft A, p. 194. 

Bolza, V anationsrechnung 


5 
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wo (A) mit h unendlicb klein wird. Daraus folgt, daB sick eine Um- 
gebung von c angeben laBt, in welcber c die einzige Nullstelle yon u 
ist In beiden Fallen gelangen wir also zu emem Widerspruch mit 
der Annahme, daB c eine Haufungsstelle der Nullstellen yon u ist, 
womit nnsere Bebauptung bewiesen ist. 

3. Es existieren stets (unendlicb nele) „Fmdamentalsijsteme ul ) 
fur die Differentialgleicbung (17), d. h Systeme you zwei linear un- 
abbangigen partikularen Integralen u ly u 2} fur welcbe also keine Re- 
lation der Form 

O x u x “f- (J 2 'U<j> =? 0 

bestebt, wo C t , C 2 Konstanten bedeuten, welcbe nicbt beide gleicb 
Null smd. 

4 Die notwen&ige und limreichende Bedingung dafitr, da/i u x und u 2 
linear unaihcmgig sind y besteht dann, dafi ihre v IIauptdeierminante u 



(18) 


nicht identisch verschwmdet 2 ) 

5. Bilden u tf u 2 em Fundamentalsystem, so ist jedes Integral 
von (17) durcb % und u 2 ausdruckbar in der Form 2 ) 


U = C x -|~ 0% it 2 ; 
wo G 1} C 2 Konstanten smd 


x ) Z. B die beiden durcb die Anfangsbedingungen 

^2 W **“ ^ ^2 (*^o) === ^ 

defimerten Integrale v t , v s Jedes andere Fundamentalsystem u x , u 3 ist durch 
dieses spezielle ausdnickbar in der Form 

cc ll v 1 + cc^v 3 

u % = a n v t + a 22 v 3 , 

wo cc ls , a sl , or 22 Konstanten smd, fiir welcbe 

a u o; 22 <*12^21 4 = 0 • 

s ) Vgl. Vessiot , Encyclopadie , II A, p. 261; Jordan, Corns d 3 Analyse, III, 
Hr 122; Serret, Lehrbuch der Differential- und Integ^ alrechnung (Leipzig, 1901), 
J3d HI, Hr. 768 Der Ausdruck „Hauptdetermmante“ bei Serret, loc cit. ; sonst 
wird aucb der Ausdruck ^Wronski’sche Determmante u dafur gebraucbt. 

s ) Vgl. JSJncyclopadie, 1 c , Jordan, Gouts d’ Analyse, III, Hr. 119; 
Serret, 1 c 
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b) Der Satz von Abel 1 ): 

Sind u 1} u % zwei linear unabhdngige Losangen von (17), so ist 


D i 


du 2 

dx 


— U' 


dn t 

dx 


Ge 


X 

— J pdx 

a, , 


(19) 


wo C erne von Null verschiedene Nonstante ist . 
Denn naeh Voraussetzung ist 


d^u x du. . 

da 2 das 


+ ffw 2 = 0. 


Multipliziert man die erste dieser Gleicbungen mit 
zweite mit u ± und addiert, so kommt 


dJD 

dx 


+ pD = 0, 


— u 2! die 


und daraus folgt durch Integration (19). 

Ware 0-0, so wiirde folgen 

i © = 0 > also = konst. Mj , 

gegen die Annabme, daB und u 2 linear unabbangig sind. 

Zusdtze: 1. DieHauptdeterminanteZ)(^) eines Fundamentalsystems 
ist in jed#m Punkt des Stetigkeitsintervalls [ah] von Null verscbieden. 

2. Zwei linear unabbangige Losungen u 1} u 2 konnen nicht in 
demselben Punlct x Q des Intervals [al)] verschwinden. 

c) Der Satz von Sturm 2 ): 

Sind u 17 u 2 zwei linear unabhdngige Integrate der Differential- 
gleichung (17), so liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
von u t stets eine und war eine Nullstelle von u 2 , vorausgesetzt , daji diese 
Nullstellen sdmtlich dem Stetigkeitsintervall [aJj] angehoren. 

Beweis: Aus (19) folgt, daB die Determinant© im ganzen Inter- 
val! [a&] ein konstantes Vorzeicben besitzt, namlicb dasselbe wie die 


x ) (Euvres, Bd I 7 p 251. 

2 ) Sturm, Memoir e sur les equations differ entieUes du second ordre, Journal 
de Liouville, Bd. I (1836), p. 131; vgl. auch Sturm, Cours d’ Analyse, 12. Aufl , 
Bd. II, Nr 609, und Serret, 1. c Nr 775; ferner Darboux, Theorie des surfaces , 
(Paris, 1894), Bd III, Nr. 628, und Bocher, Transactions of the American 
Mathematical Society, Bd. II (1901), p 150, 428. 


5 
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Konstante C ; es sei, um die Ideen zu fixieren, 


du 9 


— u< 


*£>°- 


Smd nun x x und x x zwei dem Intervall [ alf\ angehorige, auf- 
einanderfolgende Nullstellen von u x (so daB also u x zwischen x x und x\ 
nicht versehwindet), so ist hiernacb 

% (# 1 ) u i ( x i) < 0 > ^2 (%\) u{ (x\) < 0 . 

Anderez*seits smd aber nach a) Zusatz 1, die beiden Werte u x (x x ) 
und u[(x r x ) von Null verschieden; also weehselt u x (x) sein Zeicben 

in x x und x' x , und da uber- 
U ' dies u x zwiscben x x und x x 
sem Zeicben mcbt wechselt, 
so mussen u x (x x ) und u x (x x ) 
entgegengesetztes Zeicben ha- 
8 ben; also mussen aucb u 2 (x x ) 

und u 2 (x' x ) entgegengesetztes 
Zeicben baben. Daraus folgt aber wegen der Stetigkeit von u 2; daB 
zwiscben x x und x[ mmdestens eine Nullstelle von u 2 liegen muB. 

Angenommen es gabe nocb eine zweite, so wiirde nach dem eben 
Bewiesenen folgen, daB zwiscben diesen beiden Nullstellen von u 2 
mindestens eine Nullstelle von u x liegen nriiBte, was gegen die An- 
nabme ist, daB x x die zunacbst auf x x folgende Nullstelle von a x ist. 
Hiermit ist der Satz m alien seinen Teilen bewiesen: Die Nullstellen 
von u x und % mussen also miteinander alternieren. *) 



§ 12. Das Jaoobi’sclie Kriterium. 

Wir sind nunmehr in der Lage ; die am Ende von § 10, b) auf- 
geworfenen Fragen uber das Torzeicben cler zweiten Variation mit 
Hxlfe des eben bewiesenen Sturm’schen Satzes zu beantworten. 

a) Einfiihrung der Funktion A(x, x x ): 

Zu diesem Zweck ftibren wir dasjenige, — bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmte — , Integral der J a c o b i’schen Differ entialgleicbung (9) 


*) Das einfacbste Beispiel des Satzes ist die Differentialgleichung ; 


d*u 

ax* 


-\-u = 0 


mit den beiden partikul’aren Integralen: w 3 = cos£c. 
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ein, welches far x = x x yerschwindet. 1 ) Wir bezeichnen dasselbe, in- 
dem wir den konstanten Faktor in bestimmter, spater naher zu pra- 
zisierender Weise gewahlt denken, mit A ( x , x x ). Da nach der am 
Ende yon § 9, b) gemachten Bemerkung das Stetigkeitsintervall der 
Jacobi’schen Differentialgleichnng sich mindestens auf das Interval! 
\X x .X 2 ] erstreckt, so lassen sich die S*atze des vongen Paragraphen 
auf die Jacob fsche Differentialgleichung und das Intervall [X 1 X 2 ] 
anwenden Die Funktion A (x, x x ) yerschwindet also nach § 11, a) 
nur in emer endlichen Anzahl von Punkten im Intervall wir 

bezeichnen mit x' x die zunachst auf x 1 folgende Nullstelle von A [x, x x ), 
falls eine solche uberhaupt im Intervall [X 1 X 2 ] existiert, so daB also 

A{x X9 % x ) = 0, A(# 1<f % x ) = 0 

A(x, x x ) 4= 0 fur x x < x < x\ 

Alsdann tritt einer der beiden folgenden Falle ein: 

Fall I: x[ < x%. Dann folgt nach dem Satz von Sturm (§ 11, c)), 
daB jedes von A($, x x ) unabhangige Integral von (9) in einem Punkt 
zwischen x x und x x yerschwindet. Somit existiert in diesem Fall 
kem Integral der Jacobi’schen Differentialgleichung, welches im 
ganzen Intervall \x x x^\ von Null verschieden ist, dagegen sicher 
mindestens ein Integral, — namlich: u=A(x, x x ) — welches in 
zwei Punkten des Intervalls yerschwindet. Es tritt also die zweite 
der in § 10 betrachteten Moglichkeiten ein. Wir konnen also nach 
den in § 10, b) erhaltenen Resultaten den Satz aussprechen: 

Wenn A(x 7 x x ) aufier m x x noch in einem meiten Punkt des 
Intervalls [x x x 2 ] verschwindet, so kann man d 2 J = 0 machen dureh 
passende Wahl 2 ) der Funktion rj . 

Nach Jacobi schlieBt man hieraus, wie wir bereits in § 10, b) 
gesehen haben unter Zuziehung von d 8 J, daB in diesem Fall ein 
Extremum nicht eintreten kann. Der SchluB ist zwar nicht einwand- 
frei 2 ), trotzdem ist Jacobi’s Resultat, abgesehen von gewissen Aus- 
nahmefallen, richtig 3 ) wie wir spater sehen werden (§ 14). 

x ) Ygl. Hesse, loc cit. p 258, und fur das allgemeinste Problem fur einfache 
Integrale A Mayer, Journal fur Mathematik, Bd. 69 (1868), p 250. 

*) Ygl. p. 62, FuBnote *). 

s ) Erdmann beweist dies, indem er den Wert von fur die spezielle 
Funktion tj, welche <5A7 zum Yerschwinden bringt, d. h. also fur die Funktion 

(A(%, in [x x aQ 

r\ = \ 

( 0 ia [«ia: 2 ] , 
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Fall II. %' 1 >x 2 , oder x\ existiert nicht, 1 ) rnit andern Worten: 

A (% ] x t ) = 4 = 0 fur x x < x < x 2 . (21) 

[n diesem Fall gibt es stets Integrale der Jacobi’schen Differential- 
gleichung, welche im ganzen Interval! \_x x x<^\ von Null verscbieden smd 
Zum Beweis betracbten wir neben dem Integral A(x 7 x x ) das- 
jemge Integral A{x : x^) der Jacobi’schen Differentialgleichung, 
welches in x 2 verscli wmdet ; beide smd linear unabhangig, da nach 
Voraussetzung 

A(x 2 , x x ) =4= 0; wahrend A(x 27 x 2 ) = 0 . 

Daher folgt nach dem Sturm’schen Satz aus (21) ; daB 
A(pc, x 2 ) 4= 0 fur x x <^x<x 2 , 

also, da A (x, x 2 ) stetig in [X L X 2 ] ; auch noch in dem Interval! 
[x x — d, x^\, wo S eine binreichend kleine positive GrroBe ist. Walden 
wir jetzt x 0 zwischen x t — d und x 1} und groBer als so sind 

auch die beiden Funktionen A(x ; x 0 ) und A(x ; x%) linear unab- 
hangig, da 

A(x 0 , x 0 ) — 0, A(% 0 , x 2 ) 4= 0, 

und erne nochmalige Anwendung des Sturm’schen Satzes ; diesmal auf 
die beiden Integrale A(x, x 0 ) und A(x, # 2 ), ergibt das Jiesultat, 2 ) daB 

A (#, Xq) 4 = 0 fur x x ^ x <; ^2 • 

Somit konnen wir, mdem wir u =* A(x, x^) wahlen, die zweite 
Variation auf die Form (11) transformieren, und erhalten so den Satz: 

wirklieh berechnet (Schlomilcks Zeitschrift, Band XXIL (1877) p 327) Er 
findet m der Bezeichnung von § 13 

d 8 ^== ~ a Q ) cp aa (x i, a 0 ); (20) 

R{x'i) und ocq) sind stets von Null verscbieden: und cp aa (x x , a 0 ) ist gleieb- 

falls von Null verscbieden, auBer wenn die Enveloppe der Scbar (32 a) eine 
Spitze m JP X bat oder in emen Punkt degenerieit. Mit Ausnabme dieser beiden 
Falle ist also Jacobi's Eesultat richtig 

*) Man kann den Pall, wo x\ nicbt existiert, m der Ungleicbung . x\ > x 2 
□lit embegreifen, wenn man fiir diesen Fall, d b also wenn A(x, x x )=^Q fur 

defmiert* ^ = X 2 , wie es Gouksat [flours cV Analyse Mathematique 
Paris 1905), II, p 601) tut 

2 ) Man kann dasseibe auch aus dem folgenden Lemma ableiten, das aucb 
Bonst gelegentlich niitzlich ist • Es sei X t <C £ <; X 3 , und £' die zun&ckst auf £ 
fclgende Wurzel der Gleicbung A (re, £) = 0, falls erne solcbe in [£X 2 ] existiert, 
lagegen % = X K wenn A (a?, |) 4= 0 m | x X 3 Damn laBt sicb leiebt zeigen, 
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Wenn 


und 


R> 0 fur x x <; x < x 2 
&(%, xf) 4 s 0 fair x t < x <; x 2 


( 21 ) 


so %st S 2 J positiv fiir alle mlassigen Fzmktionen r/. 

Die Bedingung (21) 
konnen wir auch durch 
die ITngleichung 

, x 

x t >x 2 (21a) 



ersetzen ; wenn wir die 
auf p 70, FuBnote x ) 

erwahnte Verabredung tiber die Bedeutung von x[ treffen 

Ans dem vorangebenden Satz schloB Jacobi ; daB m diesem Fall 
wirklich em Minimum eintntt, und dies wurde allgemem angenommen ; 
bis Weiersteass im Jabre 1879 zeigte, daB der SchluB falscb ist ; 
wenigstens wenn man den Begriff des Mmimums m der allgemeinen 
Weise faBt ; wie wir denselben in § 3, b) definiert baben (vgl. § 15, a)) 
Die beiden obigen Satze pflegt man unter dem Nanien „ Jacobi’sches 
Kriterium^ zusammenzufassen 

Der Wert x[ wird cler m x x Jcmjagierte Wert genannt, und der 
Punkt P[ der Extremale 1 ) @ 0; dessen Abszisse x[ ist, der m PunM P x 
Jconjugierte PunM (nach Weiersteass) 

Beispiel VI (Siehe p 32) f=G-(y'). 

Hier ist 


P=o, (2 = o, ie = #'> 0 ), 


also wird die Jacobi’sche Differentialgleichung 


und daraus 


d % u 

dtf 


— 0 , 


A (x, xf) — x — x x 


Es ist also stets dV > 0, was freilich bier unmittelbar aus der speziellen Form 
von d 2 J klar ist 


dafi g' als FunhUon von g im Interval l [X* X 2 ] stetig ist und mit g hestandig zu- 
ninimt , so lange g'<X 3 ; so bald aber g' diesen Weit erreicbt bat, bleibt es 
von da ab konstant gleicb X g . 

Hieraus folgt nocb weiter, daB die Funktion g' — g von g im Intervall [x t # g ] 
emen positiven Minimalwert l erreicbt Ist daher [a/?] irgend ein Teilmtervall 
von [x x x 2 ] dessen Lange < l, so Jcann das Intervall [a/?] Min Paar Jconjugierter 
Punkte enthalten. 

*) oder ihrer Fortsetzung auf das erweiterte Intervall [X x X 2 ], siebe § 9, b). 
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Beisjoiel I (Siebe pp 1 , 33, 59): 

Aus den auf p 59 gegebenenWerten von P, Q, B erhalt man fur die Jacobi’sche 
Differentialgleichung : 

a cl J 2 ce 0 cc 0 ax cc 0 s 

Zwei partikulare Integrale dieser Differentialgleichung sind: 

% = _Sk^=A, Mj = ch— £°-^^sh^A, 

«0 «0 ^0 
und hierans ergibt sich 

A (pc , = Sh v Ch v t — Sh Ch t? + (v — v ± ) Sh v Bh v t > 

wobei zur Abkurzung 


gesetzt ist. Anf die Diskussion der sich hieraus ergebenden transzendenten 
Gleichung fur die Bestimmung von x x werden wir weiter unten naher eingehen *) 
(p 80). 

b) Der Jacobfsclie Fundamentalsatz fiber die Integration der 
Jacob Fschen Differentialgleicbung : 

Nach dem Vorangebenden ist es zur Entscbeidung fiber das Vor- 
zeicben der zweiten Variation erforderlicb, die Jacobi’sche Differential- 
gleicb-ung zu integneren; dies kann praktiscb auf groBe Schwierig- 
keiten fubren, ja die weitere Diskussion iiberliaupt unmoglich macben. 

Daber ist die Entdeckung Jacobi’s 2 ) von fundamentaler Be- 
deutung, daB das aUgememe Integral der Jacobi’scben Lifferential- 
gleicbung stets durcb bloBe Differentiationsprozesse erbalten warden 
kann, sobald das ailgemeine Integral g(x , a, fi) der Euler’scben 
Differentialgleicbung (1) bekannt ist. 

Dazu miissen wir zunacbst einiges tiber die Eigenschaften der 
Funktion g(x, cc, (f) vorausschicken 

Wir baben bereits in § 9 die Annabme emgeflibrt, daB unsere 
Extremale 

@o : » — #(*)> x x <^x^x t 

im Innern des Bereiches 91 liegt. und dafi fur sie die Bedingung 

B(x) = f y , y ,(x, y{x), y{x)) > 0 ; in (IP) 

erfullt ist. 


*) Hierzu die Ubungsaiofgaben Nr. 2 — 12, 35 — 40 am Ende von Kap. HI. 
fi ) m der schon mehrfach zitierten Abhandlung vom Jahr 1837, siehe p. 60, 
Eufinote 1 ). 
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Aus diesen Annahmen ? die fur die ganze weitere Untersuchung 
des vorliegenden Problems festgebalten werden sollen ; folgt^ nacb all- 
gemeinen Satzen 1 ) ans der Theorie der Differentialgleichungen, daB 
die Extremale @ 0 aus dem allgemeinen Integral der Euler’schen 
Differentialgleichnng abgeleitet werden kann, indem man den Integrations- 
konstanten a, ft spezielle Werte: a = u 0 , ft = ft 0 erteilt, so daB also 

9(®> A») = ll{ x ) in (22) 

und daB sich eine positive GhroBe d so klein annekmen laBt, daB die 
Funktion g(x, a, ft) in dem Bereiek: 

X^x^X 2 , \ a ~u 0 \^d, \ft-ft Q \^d (23) 

folgende Eigensckaften besitzt: 

1. Die Funktionen g, g' = g x , g" = g xx sind als Funktionen der 
drei Yariabeln x, a, ft von der Masse C' im Bereiek (23). 

2. Fur jedes a, ft im Bereiek 


\ K~~cc 0 \ <d, 1 I 

(24) 

geniigt g(x, a, /3) als Funktion von x im Interval! 
E u 1 er’sehen Differentialgleichung. 

3. Die Kurve 

y=*g(x,u,ft), X^x^X, 

P 

1 1 

pu 

liegt fur jedes a, p des Bereiches (24) ganz im Innern des Bereiches 91 
und es ist 

fylyl (jE, g($) ft), g ( X , a, ft)) 1> o 

im Bereiek (23). 

4. Die Funktionaldeterminante 

(25) 

d(g,g') , n 

8(«, 

im Bereiek (23). 

(26) 


Dies vorausgesekiekt, erkalten wir nack Jacobi auf folgende 
Weise zwei partikulare Integrate der Differentialgleichung (9): Sub- 
stituieren wir in der Euler’scken Differentialgleichung fur y das 
allgemeine Integral g(x, a, ft), so erhalten wir: 

f y (x, g{x, a, ft), g'{x, u, ft)) — A f y ,(cc, g(x, a, ft), g'(x, a, ft)) = 0 . 

x ) Urn den Gredankengang nicht zu nnterbreelien, verschieben wir eine ein- 
gehende Besprechung dieser Satze und lhrer Anwendung auf die Euler’sche 
Differentialgleichung auf spater (§ 24). Yorlaufig mag der Leser die genannten 
Eigenschaften des allgemeinen Integrals g(x,cc 9 f$) statt als Folgerungen aus 
friiheren Annahmen als neue selbstandige Annahmen betrachten 
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Diese Qleichung ist fiir alle Werte von x, cc, fi im Bereicli (23) 
identisch. erfiillt und darf daher nach a oder differentiiert werden. 
Fuhren wir diese Differentiation aus und machen yon der Vertauschbar- 
keit 1 ) der beiden Differentiationen nach x und a Gebrauch, so komnit: 


[fyy 


d \ 
dx * y'v / 9* 

[fyy- dx fy'y) y? 


- 0 fy'y ~ 0 

- lift *®- 0 


(27) 


Geben wir jetzt den GroBen. a, fi die speziellen Werte cc = a 0f 
ji « jj Q und erinnern uns der Gleichungen (2) und (22), so eVkalten wir 
Jacobi’s Fundamentalsat 0 : Ist 


y^g{x, a , fi) 


die allgemeine Losung der Euler’schen D ifferentialgleichun g, dann besitzt 
die Jacobi’sche Differentialgleichung 


n») = (?-§) 


a ■ 


<L 

dx 



0 


die beiden partihularen Integrate 


*i “ 9 a { x , «o> A)) 
*2 = dpi?, «o> fit)) 


(28) 


Zusat# : Die beiden partikularen Integrate r 1; r 3 sind linear un- 
alhdngig. 

Dazu ist nacli § 11, a) notwendig und kinreickend, daB die 
Determinante 


D(x)- 




*’*(*) 

»!»(*) 


nicht identiscb versebwindet. 

Nun lautet aber die Determinante D(x) ausgeschrieben: 


D(cc) = 

andererseits ist 


9a(p> a o> A) } 

9ax( X J a 0> A) > 


9ti( x i «0, A) | . 
«o, A) I ’ 


/) 

0(«, fi) 


a = a 0 


0 O ), « 0 , A) 

^O) fio)> dxpip) ®oj A) : 


und da aus den Eigenschaften von #(#, a, /}) folgt, daB g ax «= 


x ) Dieselbe 1 st nach A IV 7 und A IV 9 eine Folge der Eigenscbaften von 
g{x,cc,§). 
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9 fix = 9xpi 80 ist 


und daher nach (26) 


D(x) 


9) 

0(«i ft 


a = a 0 


D(«) + 0 in 


womit unsere Behauptung bewiesen 1st. 1 ) 

Daraus folgt: Das allgemeine Integral der Jacob I’schen Differential - 
gleichung ist: 

'll = Oj ^ Gg ^2 ; 


wo C l7 C % willktirlicbe Konstanten sind. 

Um also das allgemeinste partikulare Integral A(x f x x ) zu er~ 
halten, welches fur x == x x yerschwmdet, miissen wir C t : C 2 aus der 
Gleichung 

G i r i( x i) + G 2 r 2 (x i) = 0 

bestimmen Wir erhalten so, indem wir zugleich eine bestimmte 
Wahl iiber den bisher unbestimmt gelassenen konstanten Faktor 
treffen, das Besultat : 2 * ) 

A (x , x x ) = r x (x) r 2 (x x ) — r 2 (x) r x (x x ) , (29) 

womit das Jacobi’sche Kriterium erst in seiner vollen Bedeutung 
erschemt. 

Bei Anwendungen ist es daher gar nicht no tig , die Jacobfsche 
Differentialgleichung wirklich aufzustellen, man kann yielmehr direkt 
aus dem allgemeinen Integral g(x ; cc, ff) die Funktion A (pc 7 x x ) ab~ 
leiten und daraus den konjugierten Punkt x x bestimmen. 8 ) 


§ 13. G-eometrisclie Bedeutung der konjugierten Punkte. 

Jacobi 4 * * ) hat eine sehr elegante geometrische Deutung der kon- 
jugierten Punkte gegeben, welche auf der Betrachtung der Extremalen- 
schar durch den Punkt P x beruht. 


1) Vgl Pascal, loo. cit , p 75. 

2 ) Dafi A(#, x x ) nicht etwa identisch veischwinden kann, (d. h fur jedes x), 

folgt aus der linearen Unabhangigkeit von r x und r 2 nach § 11, b), Zusatz 2 

*) Beispiele folgen am Bnde von § 13 

4 ) Loc. cit, und Vorlesungen uber Dynamik, p 46, vgl auch Hesse, loc 

cit , p 258. 
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a) Zusammenkaiig der Funktion A(x, x x ) mit der Extremalen- 
scliar dnrch. den Punkt P x : 

Wir wahlen (etwas allgemeiner als es fur unsern umnittelbaren 
Zweck notig ist) irgend einen Punkt P 0 (cc 0 , Vo) auf dem Extre- 
malenbogen @ 0 oder anf dessen Portsetzung auf das erweiterte Inter- 
vall [X x X 2 ] und betracbten die Scbar von Extremalen durch den 
Punkt P 0 . Man erhalt dieselbe analytiscli ; indem man zwischen den 
beiden Gieichungen 

Vo «>/*)) 

y — g(x,a,t 3)J ^ °' ) 

eine der beiden Konstanten cc ; ft eliminiert. Die Grleichung (30^) wird 
dnrcli die Werte a = a 0 , [i = /3 0 befriedigt; ihre rechte Seite ist in 
der Umgebung der Stelle « = « 0 , /3 = /3 0 von der Klasse O', und 
uherdies ist mmdestens eine der beiden partieUen Ableitungen 

9 a ( x o, «o> A) — r x {x o) und g fi (x 0 , a 0 , /3 0 ) = r 2 (x 0 ) 

von Null versckieden , da i\ (%) und r 2 (a;) zwei linear unabhangige 
Integrale der Jacob i’scben Differentialgleichung sind, und die Stelle x 0 
dem Stetigkeitsbereich der letzteren angebort. Sei, urn die Ideen zu 
fixieren, 

fyOo, «o, A) + 0 . 

Dann gibt es naeb dem Dini’scben Satz 1 ) ilber implizite Funktionen 
eine und nur eine Funktion, 

P = /3(a), 

welcbe in der Umgebung yon a = a 0 von der Klasse C' ist, der 
Grleichung (30.,) genugt und fur a — cc 0 den Wert y3 0 annimmt. 

Setzen wir dieselbe in (30 2 ) em, und bezeichnen 

g(x, a, 0 («))=s£(ar, «), (31) 

so stellt die Grleichung 

y*=cp{x,a), (32) 

die durch. den Punkt jP 0 gehende Extremalensehar dar, wobei dann 
die Extremale @ 0 selbst durch 

®o : y = <p(x,a 0 ) (33) 

') Vgl. § 22, e). 
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dargestellt wird. Aus den Eigenschaften der Funktionen g{po, cc, fi) 
und ft(c&) folgt, daB man eine positiye GrroBe d 0 so klein wahlen kann, 
dafi die Funktion $ und die Ableitungen <p x , cp a} und £ 

in dem Bereich 

^1 < x X? , I a — K o i <! ^0 

existieren und stetig sind. 

Filbren wir dann die Funktion 

. A (*b O - *i(a?) r 2 (x 0 ) - r t (x)r t (x 0 ) 

em ? so 1 st 1 ) 

<p a (z, «o) = C 0 A(x, %), ' (34) 

wo C 0 eine von Null verscbiedene Konstante bedeutet. Denn 2 ) nach 
der Definition von <p (#, «) ist 


«o) = *i(®) + *j(aO /3' (a 0 ) ; 

und aus (30J folgt 

9a( X Q> a 7 ft) + a 7 ft) = 0 ? 

also 


a o) — 




Wir ha ben der Einfachheit halber den Parameter der Schar in 
ganz bestimmter Weise gewahlt. Man erhalt daraus die allgememste 
fiir unsere Zwecfee brauchbare Darstellung der Extremalenschar durch. 
den Punkt P 0 , indem man in (32) fiir cc eine beliebige Funktion 
a = a (a) eines neuen Parameters 3 ) a emfiihrt, welche den Wert u = cc 0 
fiir einen bestimmten Wert a » a 0 annimmt, in der Umgebung dieses 
Wertes yon der Klasse C r ist und iiberdies der Bedingung a(a^)= j=0 
geniigt. 

Setzt man dann 


so stellt die Grleickiing 


<p(%, a (a)) a), 

y = qp(a, a) 


(32 a) 


*) Ygl. Erdmann, Schldmilcb’s Zeitschrift, Bd. XXII (1877), p. 325. 
2 ) Die Grleichung (34) folgt noch einfacber daraus, dafi die Funktion 
a o) der Jacobi’schen Differentialgleichung genugt und fiir x — x 0 ver- 
schwindet. 

8 ) Hierzu eignet sich z. B. aus geometriscben G-riinden das G-efalle der 
betreffenden Extremale im Punkt JP 0 : 

a = g'(x 0, a, 
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in allgemeinster Weise die Extrenialenschar durch den Punkt P 0 
dar, die Funktion <p(x, a) hat dieselben Stetigkeitseigenschaften wie 
<p (Xj a) und es ist 

AO, x 0 ) — C<p a (%, a Q ) . (34a) 

Wenden wir die vorangehenden Resultate insbesondere auf den 
Pall an, wo der Pnnkt P 0 nait dem Endpunkt P x des Bogens ® 0 zu- 
sammenfallt, so erhalten wir den Satz: 

Ist 

y = cp(x, a) (32 a) 

die Schar von Extremalen durch den Punlct P 15 so Jcann der m x t 
Iconjugierte Wert xf auch definiert werden als die mndchst auf x t 
folgende Wurzel der Grleichung 

<Pa(x,a o) = 

FFeben den beiden Gleichungen 

<Pa( X l, «o) = 0 > «o) = 0 (35) 

folgen aus den bekannten Eigenschaften von A(x, xf) noch die Un- 
gleichungen *) 

Vax&l > O H= 0 , <Pax(Xl, «o) H= 0 ' (36) 

b) Die Enveloppe der Extremalenschar durch. den Punkt 

Aus dem letzten Satz ergibt sich unmittelbar die im Eingang 
dieses Paragraphen erwahnte geometrische Interpretation der kon- 
jugierten Punkte Denn die Koordinaten x^, y t ' des zu P 1 kon- 
jugierten Punktes P/ geniigen den beiden Gleichungen 

Vi, «o) = 9>«, « 0 ) — Vi = 0 

Vl, « 0 ) = «o) = 

und auBerdem ist die Determinante 


fur x — x-l', y = y±, a — a 0 von Null verschieden, da lhr Wert gleich 
Vaxtyi) a o) isf Hieraus erhalten wir nach der Theorie der Enve- 

*) "Vgl § 11, a), Zusatz 1, 
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loppen 1 ) folgende geometrisclie Interpretation: Man betracbte neben 
der Extremale 

@ 0 : y = <p(x, a 0 ) 

eine benacbbarte Extremale der durcb den Pnnkt P t gebenden Sehar: 

y = tp{x, a 0 + k) 

Wird dann |ft[ hinreicbend blein gewablt, so scbneidet 2 ) die 
Knrve ® die Kurve S 0 in einem nnd nnr einem Pnnkt P in der Nabe 
yon P/; und lafit man k 
gegen Null konyergieren, so 
nabert sicb der Sebmttpunkt 
P dem konjngierten Punkt 
P x als Grenzlage. Naeb 
der Definition der Enve- 
loppe baben wir also den 
Satz: 

Der mm Punkt P x kon - 
jugierte Punkt P ± ' ist der- 
jenige Punkt , m welchem die 
Extremale © 0 mm ersten Mai 
( von P x aus gerechnet) die 
Enveloppe der Extremalenschar durch den Punkt P x leruhrt 

Beispiel VI (Siehe pp. 32, 71): f = G(y'). 

Hier ist: 

g(x, a, p) = ccx+ 

also 

ri = x, r 2 = 1 , 

A(#, x x ) — x — x x . 

Es existiert also Jcetn Jconjugierter Punkt , wie auch sofort aus der geo- 
metnschen Deutung der konjugierten Punkte folgt; denn die Schar yon Extre- 
malen durch den Punkt P* ist hier das Geradenhiischel durcb P x . 

B eisptel I (Siehe pp. 1, 33, 72): /'==2/y'l +y' sN . 

Hier ist 

g(x, a , = 

*) Vgl Encyclopadie , III D, p. 47. Der Beweis setzt die Stetigkeit von 
$ax, $ay, ®aa iu der Nahe des Punktes x = x x % y = y x , a*=a Q 
voraus Diese Bedmgungen sind fur die Schar (32 a) erfullt, wofern man die 
weitere Yoraussetzung macht, daB auch cp aa existiert und stetig ist 

s ) Ygl. die emgehendere Diskussion derselben Frage m Parameterdarstellung, 
m § 30, c) 



♦li 3^ 

Pig 10 
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daraus erhalt man fur r x und r 2 die beiden auf p 72 mit u x und u 2 be- 
zeichneten Funktionen und Meraus , m Ubereinstimmung mit dem schon dort 
angegebenen Besultat, 

A (x, x x ) = Sh v Ch v x — Sh v x Ch v -j~ (v — v x ) Sh v Sh v x , 

wobei zur Abkurzung gesetzt ist 

# — ft x x — ft 

v = — , v x = — — 

*0 *o 

Daraus ergibt sick (wenn v x =4= 0) fur die Bestimmung von x x die transzendente 
Gleichung 

Coth v — v = Coth i\ — v x (37) 

Da die Funktion 1 ) Coth?; — v von oo bis — oo abnimnat, wahrend v von 
— (30 bis 0 wachst, und dann wieder von 4“ oo bis — oo abnimmt, wahrend v 
von 0 bis + oo wachst, so hat die Gleichung (37) auBer der trivialen Losung 
v==v x noch eine andere Losung v ft und v x und v x haben entgegengesetztes 
Zeichen 

Wenn daher v x > 0, d h. wenn der Punkt P x auf dem aufsteigenden Ast 
der Kettenlinie liegt , so existiert kem m P x konjugierter Punkt. 

A(x, fur jedes x^>x x . Dasselbe Resultat gilt fur v t = 0. 

Wenn dagegen v x << 0, d. h wenn P x auf dem absteigenden Ast der Kettenlinie 
liegt, so existiert stets em zu P x konjugierter Punkt Pft und zwar liegt derselbe 
auf dem aufsteigenden Ast Der Punkt Pft kann geometrisch durch folgende 
von Lindelof*) entdeckte Eigenschaft bestimmt werden: Die Tangenten an die 
Kettenlinie m den beiden Punkten P x und P x schneiden sich auf der Direktnx 
der Kettenlinie , d. h. der x-Aehse. Denn die Abszissen der Schnittpunkte dieser 
beiden Tangenten mit der #-Achse sind 

X = x, — Coth 

, “° 
und 

x— x,'— ce 0 Coth , 

a 0 

und es ist X' — X = 0 wegen (37), 

Wir bemerken noch, dafi die Linde lb f^sche Konstruktion ganz allgemein 
fur diejenigen Probleme der Yariationsrechnung gilt, fur welche das allgemeine 
Integral der Euler’schen Differentialgleicbung die Form hat: 



Wir kndpfen hieran noch emige Bemerkungen uber die JSnveloppe der 
Sehar von Kettenlimen durch den Punkt P x , 


*} Der Leser moge sich die diese Funktion darstellende Kurve aufzeichnen. 
2 ) LiNDEndF-Moio-No, loc eit , p. 209, und Lindeeof, Mathematische 
Annalen, Bd II (1870), p 160. 



§ 13. Geometrische Bedeutung dei konjugierten Punkte. 
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Yom Punkt P t aus lafit sick nach § 24, c) nach jeder Bichtung (aufier 
parallel der y- Achse) eine Kettenlinie mit der #-Achse als Direktrix ziehen Be- 
stimmt man anf jeder Kettenlinie dieser Sckar den zn konjugierten Punkt P/, 



Fig 11 



so ist der geometriscke Ort der Punkte T x die Enveloppe der Sckar Nach 
(37) erkalt man die Enveloppe in Parameterdarstellung, wenn man u x aus den 
Gleichungen 


x = x 1 + y 1 


(u — u x ) 
Ck u x 1 


y *) * *** 


Cku 

Vi ch^; ’ 


Cotk u — u = Cotk u t — u x 

elimmiert. 

Mac Neish 1 ) kat diese Enveloppe naher untersuckt. Sie kat etwa die 
Gestalt emer Parabel mit der positiven Halfte der Geraden x = x x als Ackse 
und dem FuBpunkt N" der Senkreckten von P x anf die a?- Ackse als 
Sckeitel. 

Hiermit kangt nun die Frage der Konstantenbestimmung aufs engste zu- 
sammen Das Resultaf ist folgendes 2 ): Durck die Enveloppe % wird der von 
der positiven sc-Achse und der positiven Halfte der Geraden x = x x begrenzte 
Quadrant in zwei Teile I und H zerlegt (Fig 12). 

1. Hack jedem Punkt P 2 im Innem von I lassen sick von P x aus zwei 
Kettenlimen mit der Ackse als Direktrix zieken; die eine entkalt den zn P x 
konjugierten Punkt nicht, die andere entkalt den konjugierten Punkt zwischen 
P x und P 2 . Nur die erstere kann also ein Minimum liefern und tut es auck in 
der Tat (vgl. § 19). 


*) Annals of Mathematics (2), Bd YII (1905), p. 65 

2 ) Ygl. Goldschmidt, Determinatio superficiei minimae rotatione curvae data 
duo jguncta jungentis circa datum axem ortae , Gottingen, 1831; H A. Schwarz, Berliner 
Vorlesungen, mitgeteilt von Hancock, Lectures on the Calculus of Variations , 
Chap III, und Mac Neish, loc cit. 

B o 1 z a , V anationsreclmujig 


6 
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2. Nach jedem Punkt JP 2 der Kuive g lafit sich von P t aus eine Kettenhme 
mit der #-Achse als Direktxix ziehen, auf derselben ist der Punkt P 2 zugleich 
der zu J? 1 konjugierte Punkt Diese Kettenlinie liefert kem Minimum (vgl § 43). 

3. Liegt JP 2 im Innexn des Bereiches II, so l&fit sich von P t aus Jceme 
Kettenhme mit der #-Achse als Direktnx nach P 2 ziehen x ) 


§ 14. Notwendigkeit der Jacob i’scb-en Bedingung. 

Wir haben bereits hervorgehoben, daB die beiden in § 12, a) 
bewiesenen Satze Jacobi’s, obgleich sie uns wicbtige Aufscblusse iiber 
das Vorzeichen der zweiten Variation geben, dennocb weder eme not- 
wendige noch eme binreicben.de Bedmgnng fur die Existenz eines 
Extremums enthalten. 

Trotzdem kann man wenigstens eine not wen dig e Bedingung aus 
dem ersten der beiden Satze durcb eine leicbte Modifikation der 
Jacobi’scben SchluBweise ableiten. Es lafit sicb namlicb zeigen: 
Wenn ^'<# 2 , s0 kann man nicbt nur gleicb ISTull, sondern 

sogar negativ macben. 

Dies ist zuerst von Weierstkass 2 ) nnd Erdmann 3 ) bewiesen 
worden. 


2 ) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 2 — 12, 35 — 40 am Ende von Kap. HI 
2 ) Weierstkass, (Vorlesungen) schreibt die zweite Variation m der Form 


{J*[(P+k)v* + 2Qnn+Rv'*] dx — kpi'doc}, 

wo h eine kleine positive Konstante ist, und wendet auf das erste Integral die 
Jacobi’sehe Transformation an (§ 10, b)). 


wo 




#4 % 

| Jq W(n) dx — kjtfdx | , 
x x x x 


W(n) = «P + to ~Q')v — -£- x W) . 


Dann zeigt er auf G-rund allgemeiner Satze iiber DifFerentialgleichungen, welcbe 
einen Parameter enthalten (vgl unten § 24, e) und PoxncabiS, Mecamque celeste 
(Paris 1892), Bd I, p 58, und Picard, Traite, Bd. Ill, p. 157), dafi man fur 
binreicbend kleme Werte von h eme Funktion der Elasse D /f konstruieren 
kann, welcbe der Differentialgleichung ^(77) = 0 gemigt und in und x t ver- 
scbWindet. Fur eine solcbe Funktion t\ ist aber offenbar d 2 J negativ 
3 ) Scblomilcb’s Zeitschrift, Bd XXIII (1878), p 367. 
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§ 14, Notwendigkeit der Jacob i’schen Bedingnng. 

Andere Beweise smd spater you Scheeffer 1 ) und Schwarz 2 ) 
gegeben worden. 

a) Der Erdmann’sche Beweis : 

Wir nehmen also an, es sei 

* (38) 

Alsdann konnen wir eme GroBe x 3 r so wahlen, daB 

x i < x $ < % 

und gleichzeitig - * 

A , x j) =H 0 . ^ r . 

Wir bezeiclmen dann 

u = A (a?, — ± A (a?, afe'), 

wobei wir uns die Wahl des Vorzeichens vorbehalten Die Funktionen 
u und v sind zwei linear unabhangige Integrale der Jacob i ; schen 
Differentialgleichung (10); daher gilt far sie der AbeTsche Satz (19), 
welch er fur die spezielle Differentialgleichung (10) die Form annimmt 

M(uv — u'v) = K 7 (39) 

wo K eine yon Null yerschiedene Konstante ist 

Jetzt wahlen wir das Vorzeichen yon v so, daB K positiv wird. 
Dies ist stets moglich; denn wenn man v durch — v ersetzt, so geht 
K in - K uber 

Da ferner auch u und u — v ein Fundamentalsystem yon Inte- 
gralen der Differentialgleichung (10) bilden, so folgt rtach dem 
Sturm’schen Satz, daB u — v eine und nur eine Nullstelle zwischen 
x ± und x( besitzt; wir bezeichnen dieselbe mit C; es ist dann also 

u(c) = v(c ) . 


x ) Mathematische Annalen, Bd. XXV (1885), p 548; der Scheeffer’sche 
Beweis ist nur unwesentlich von dem Exdmann’sehen verschieden. 

2 ) In seinen Vorlesungen , 1898—1899; vgl. Sommerfele , Jahresbexichi dex 
deutschen Mathematikervexeinigung, Bd VHI (1900), p. 189, nnd Hancock, 
Lectures on the Calculus of Variations, Nr. 183. Es ist; zvl beachten, daB bei alien 
die sen Beweisen die Annahme x x < (mit AusschluB des G-leichbeitszeichens 1) 
wesentlich ist; fur den Fall ' = x s , soweit er nieht duich Erdmann’s Formel 
(20) fur d 8 / erledigt wixd, vgl. Kneser, Mathematische Annalen, Bd. L(1897)^ 
p. 50, xmd Osaoon, Transactions of the Amexican Mathematical Society, 
Bd. II (1901), p. 166. Wix werden diesen Fall spater in Parameterdarstellung 
ausfiihrlich behandeln (vgl § 48). 

6 * 
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Jetzt wahlen wir die Funktion folgendermaBen: 


n 



Fig 13 


u 

in 


V 

in 

[cx 3 ] 

0 

in 

[x 3 x 3 ] 


Die so definierte Funktion rj ist yon der Klasse D" m [x x x^\. Denn 
sie ist selbst stetig wegen u(o) = v(c) und v(x%) = 0 ; wahrend lhre 
Ableitungen in c und Unstetigkeiten der in § 10, c) charakte- 
risierten Art besitzen. Wir diirfen also die Formel (13) fur die 
zweite Variation anwenden und erbalten, da W(r\) = 0 in jedem der 
drei Teilintervalle, 

= e 2 rj(c)R(c) [r{(c - 0) - if(c + 0)] . 

Da aber 

r[(c) = u(c) — v(c) , 

und 

ri(c — 0) — u'(c) , rf(c + 0) = v'(c) , 

so konnen wir dies schreiben 

d 2 - s*R(uv' - uv) | c - - s*K, (40) 

wobei wir von dem allgemeinen Substitutionszeichen 

e -<P(c) (41) 

Crebraucb macben. Da Z>0, so ist hiermit bewiesen, daB man m 
der Tat die zweite Variation, und daber aucb die vollstandige Vari- 
ation A J negatiy macben kann. 

b) Der Schwarz’scbe Beweis: 

In § 10, b) und § 12, a) baben wir nacb Jacobi’s Vorgang eine 
Funktion rj aufgestellt ; fur welcbe d 2 <7 = 0; Schwabz konstruiert 
nun auf folgende Weise eine von jener Funktion nur unendlicb wenig 
abweicbende Funktion, fur welcbe d 2 J r < 0. Er wablt: 




u + hs 
hs 


in fax/] 
in [«/%] , 


wo wieder w = A(x,$ x ), wahrend $ irgend eine Funktion der Klasse 
G" bedeutet, welcbe in x t und x% verscbwindet, dagegen in x t f von 
Null verschieden ist; To endlicb bedeutet eine kleine Konstante. 
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§ 14 Notwendigkeit der Jacobi’scken Bedingung. 

Die so definierte Funktion r\ ist you der Klasse D" in [x t x 2 ]^ 
sie ist stetig, da u(x±') = 0 ; und ikre Ableitungen kaben als einzige 
Unstetigkeitsstelle den 
Punkt x = 

Wir dtirfen daker 
zur Berecbnnng yon d 2 J 
wieder die Formel (13) 
anwenden. Da 

Fig 14 

= **(*i')» 

v( x i —£))== m '«) + ks'{x^) , 

v'{ x i + 0) = lcs\x 1 ') , 

so erkalten wir 

d 2 J =~ s a {jfcjS(& l ') + /(^ + As) + As) 4- 

*1 

+ fksWQcs) 

x x 

Beacktet man nun, da6 

w(u + 1 is) — a^#) + *PXAs) = y(tf) + h&(s) , 

ferner daB 

?P(v) — 0, 

und daker nack (14) 

M SF0) = — ~ -R(«s' — «'s), 

und endlick daB 

w^) = 0, w(%i) = 0 ? $(#*) = 0 , 

so reduziert sick der Ausdruek fur d 2 </ auf 

To 

<S 2 J = f 2 {2^JS«) «'«)«) + PjW(s)^}- (42) 

Nun ist nack Voraussetzung R(x^)^=0^ ferner nack § 11, a) 
u' (x^) + 0; weil u ( x i ) = und endlick s(x/) =4= 0 nack der Bildung 
der Funktion s. Also ist der Koeffizient von A von Null versckieden, 
und daker konnen wir durck passende Wakl von A die zweite Vari- 
ation in der Tat negativ macken. 

c) Ein Lemma uker Variationen der Klasse D' z 
Wir kaken zwar im Vorangekenden gezeigt, daB A J negativ 
gemackt werden kann; damit ist aber nock nickt bewiesen, daB kein 
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Minimum emtreten kann. Derm die spezielle Variation; welche wir 
dazu benutzt haben, gehort gar nicbt zu den zulassigen Vari- 
ation ea, da ja die Ableitung von Unstetigkeiten irn Intervall 
[x t x 2 ] besitzt. Der Beweis wird erst vollstandig durch den folgenden 
Hilfssatz l ) : 

Kann man A J negatw machen mittels einer Variation der 
Klasse D r , so ist dies stets auch mbglicli mittels einer Variation der 
Klasse C f . 

Man beweist denselben leicht mittels eines Prozesses, den man 
kurz als „Abrunden der Ecken“ beschreiben kann. Es sei namlich 

© : y « y (x) , x x x < x 2 

eine die beiden Punkte und P 2 verbindende, ganz im Innern des 
Bereicbes Si gelegene Kurve der Klasse D ' 7 fur welche 

““ ^ ® 5 

ferner sei C (a, b) eine der Ecken der Kurve ©, und j) 1? p 2 die 
beiden Werte des Grefalles der Kurve © in der Ecke G. Sodann 
wahlen wir eme positive G-roJBe i>|j? 1 | ; \p 2 \, nebmen auf © zwei 
der Ecke links und recbts benacbbarte Punkte Q 1 und Q a mit den 
Abszissen a — h und a + h ? und konstruieren eine Kurve © der 
Klasse 0% welche durch Q t und Q 2 geht, die Kurve © m Q ± und Q 2 
beriihrt, und deren Grefalle dem absoluten Werte nach bestandig 
kleiner als L ist, was stets moglich ist, z. B. mdem man die Kurve S 
aus einem Segment einer Greraden und einem 
Kreisbogen zusammensetzt. 

Man zeigt dann leicbt weiter 2 ): Ist 6 eine 
beliebig kleine vorgegebene positive GrroBe, so 
kann man stets % so klein wahlen, daB 

IWiCGO-W, «.)!<*■ 

Wir „runden jetzt die Ecke G ab“, mdem 
wir das gebrochene Stuck Q ± GQ 2 durch das 
Stiick Q t Q 2 der Kurve © ersetzen. 

Piihren wir diese Operation fur samtliche Ecken der Kurve © 
durch, so erhalten wir als Resultat eine Kurve S der Klasse G% 


*) Ygl hierzu G-oursat, Cours d’ Analyse, IX, p 606. 

*) W&hlt man q > 0 so klein, dafi die geschlossene Umgebung 

Me?: 1®— al<Q, \y— &!<:<? 


c 




§ 14. Notwendigkeit der Jacobi’schen Bedingung 
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welche ebenfalls die beiden Punkte P t und P, verbindet und im 

Bereicb 31 liegt, und durcb Yerkleinerung von h konnen wir er- 

reicben, dafi die Differenz dem absoluten Wert nacb unter 

jede vorgegebene GroBe sinkt. Da nun nacb V oraussetzung </- — J < 0. 
so konnen wir durcb Yerkleinerung von h auch erreicben, dafi 

«W*<0, Q-B.D. 

Wir diirfen daber jetzt den Satz aussprecben: 
Fundamentalsatz III: Fie dntte notwendige Bedingung fur ein 
Minimum (Maximum) lesteht darin, dafi 

A(«,^) + 0 - (Ill) 

fur alle Werte von x in dem offenen Intervall 

Zusatz: Dieselbe Bedingung laBt sicb aucb scbreiben: x 2 xf 
oder aber x i existiert nicbt, d. b. wenn der Endpunkt P 2 yens&its des 
su B x Tconjugierten ErnUes Bf liegt, so findet kein Maximum oder 
Minimum statt 

Wir werden diese Bedingung die Jaeoh’sche Bedingung nennen. 

des Punktes G gam im Innem des Bereiches & liegt, so hat die Funktion 
I /fa, 2/, y')\ ein endliches Maximum M im Bereich 

Wahlt man jetzt h < o, so ist das Integral J, genommen entlang irgend 
einer Kurve: y = y(x) der Klasse D\ -welche ganz in [q] c liegt und der Be- 
dingung | 2/fa) [ < L genugt, vom Punkt a — h bis zum Punkt a -)- h, dem ab- 
soluten Wert nach kleiner als 2hM, also 
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Hinreiclieiide Bedingungen bei der einfachsten Klasse yon 

Aufgaben. 


§ 15. Hinreiclieiide Bedingungen fur ein „scb.waches Extremum 441 ). 
Wir setzen jetzt voraus, daB fur unsere Extremals 2 ) 

y = H x )> 

die beiden Bedingungen erfiillt smd: 

B ($) 0 5 fiir x j <f x < x% j (II ) 

A (x, xf) = 4 = 0 , fiir x x < x x 3 3 ) (III’) 

und fragen: Smd diese Bedingungen Hnreichend fur ein Minimum ? 

Dies ist in der Tat bis m die siebziger Jahre des vorigen Jahr- 
bunderts allgemein als selbstverstandlich angenommen worden, und 
erst Weiersteass bat gezeigt, daB der ScbluB falscb ist. Es ver- 
lobnt sicb daber genauer zuzuseben, einerseits worm der FeblscbluB 
bestand, andererseits was man aus den obigen Annahmen wirklicb 
scbliefien darf. 


*) Man vergleiche fur diesen Paragiaphen die Arbeit von Scueeffek, Idler 
die Bedeutmg der Begriffe Maximum mid Minimum m der Vanationsrechnung , 
Mathematische Annalen, Bd. XXVI (1886), p. 197, welehe fiir die Aufklarung 
der Grundbegriffe der Variationsreeknung von grdfiter Wicbtigkeit gewesen ist 

2 ) An den im Eingang von § 9, a) fiber die Extremale S 0 gemachten An- 
nahmen wird ein fur allemal festgehalten; sie smd bei alien in der Edge uber 
die Erfcremale © 0 aufgestellten Satzen, den sonstigen Yoranssetzungen hinzu- 
zufiigen. Ygl auch p 58. 

3 ) Man beachte das Gleiehbeitszeicben, dnrcb welches sich (IF) von (III) 
nnterscheidet; wegen des Falles xf — x vgl die Zitate auf p. 88, Eufinote *)• 
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a) Analyse des Feblseblusses : 

Wir haben gesehen, daB aus den beiden Annabxnen (II 7 ) und (III 7 ) 
in aller Strenge folgt, daB 6 2 J > 0 fiir alle zulassigen Funktionen tj, 
welche nicht identiscb verschwinden. Daraus folgt aber in der Be- 
zeicbnung you § 4: Hat man eine zulassige Funktion i)(x) fest ge- 
wahlt ; so besitzt das Integral 

J( £ ) =J} f(«, y + si?, y + si?') dx 

als Fnnktion yon s ein Minimum fur £ = 0, da J'(0) — 0, J‘ / '(0)>0. 
Das beiBt: Es lafit sich eine positiye GrroBe d angeben, derart daB 
A J > 0 fur alle Kurven der Schar 

y*=y(x) + ei?(»), (i) 

fiir welche 0 < | e \ < S, oder wie wir sagen konnenhln Beziehung 
auf die spezielle Scbar (1) yon Kurven liefert @ 0 wirklicb ein 
Minimum. 

1st andererseits eine beliebige zulassige Kurve 

©: y = y(x), x 1 <^x<z 2 

gegeben, so laBt sich. dieselbe stets als Individuum einer Scbar dieser 
Art betracbten- man braucbt nur fiir tj(x) die Funktion rj(x) — y(x) — 
— y(x) zu wahlen, so liefert die Scbar (1) fur a = 1 die gegebene 
Kurve. 

Hiernacb scbeint in der Tat aus den angegebenen Bedingungen 
die Existenz emes Minimums zu folgen. Dabei ist aber ein wesent- 
licber Punkt auBer Acbt gelassen. Die Funktion J(s) 9 und daber 
ebenso die GrroBe d, bangt von der Wabl der Funktion rj 
ab* dies wollen wir aucb in der Bezeicbnung 1 ) zum Ausdruck bringen, 
indem wir statt S scbreiben S t] . Um unsere Definition des Minimums 
(§ 3, b)) zur Vergleicbung beranzieben zu konnen, fiihren wir das 
Maximum m n der Funktion \rj(x)\ im Interyall \x 1 x s ] ein und setzen: 
p dann folgt fiir das Inkrement Ay = y{x) — if(x ) : 

|Ay|<p, in [as^] (2) 

fur alle Kurven der Scbar (1), fiir welcbe | s | < d t]7 d. b. diese Kurven 

*) Nach E. BL Moore, vgl z B Transactions of tbe American Mathe- 
matical Society, Bd. I (1900), p 500. Diese Bezeichnungsweise empfiehlt 
sich sehr bei alien schwierigeren Grenzbetrachtnngen 
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liegen alle in der Nachbarschaft 1 ) (p^) von @ 0 . Umgekehrt: Ziehen 
wir in der Nachbarschaft (p ) von @ 0 xrgend eine Kurve der Schar 
(l), so ist filr dieselbe A<7> 0; derm aus der Annahme (2) folgt aus 
der Betrachtung des speziellen Wertes von welcher \r](x) \ = m t] 
liefert, dafi a < d v . 

Betrachten wir jetzt die Gesamtheit aller nicht identisch ver- 
schwindenden zulassigen Punktionen r\ } so besitzt die Menge der zu- 
gehorigen Werte nach § 2, a) erne untere Greuze p 0; welche ent- 
weder positiy oder Null ist. Wenn nun p 0 >0, so kann man schlieBen ; 
daB AJ r > 0 fur alle zulassigen Variationen £, welche ganz in der 
Nachbarschaft (p 0 ) yon @ 0 liegen, wie man sofort sieht, wenn man 
die gegebene Kurve (£ m der oben angegebenen Weise in eine Schar 
yon der Form (1) emreiht. In diesem Fall tntt also tatsachlich ein 
Minimum ein. Die Untersuchungen des nachsten Paragraphen 
werden jedoch ergeben ; daB es unmoglich ist ; aUgemem zu be- 
weisen, daB p 0 >0. Wenn aber p 0 = 0, so wird der ganze ScbluB 
hinfallig. 

Es zeigt sich also, daB der Feblschlufi in letzter Instanz auf der 
stillschweigenden Annahme, daB p 0 > 0, oder was auf dasselbe hmaus- 
lauft, auf der Yerwechslung von Minimum und unterer Grenze 
beruht, die an den meisten Fehlern und TIngenauigkeiten der alteren 
Infimtesimalrechnung Schuld tragt. 

Es laBt sich aber auch a priori emsehen 2 ), daB die Methode, 
welche unserer ganzen bisherigen ITntersuchung zugrunde lag, uber- 
haupt nie zu hinreichenden Bedmgungen fiihren kann., so lange man 
der Funktion f ihre voile Allgemeinheit laBt. 3 ) 

Denn wenn man die TayloPsche Entwieklung (mit oder ohne 
Restglied) auf die Differenz 

A /“—/■(*> y + y + A y') - f{x, y, y) 

anwendet und integriert, so kann man aus dem Yorzeichen der ersten 
Glieder nur dann auf das Zeichen von A J schlieBen, wenn nicht 
nur | Ay |, sondern auch | Ay' | hmreichend Hein bleibt, oder, geometrisch 
gesprochen, wenn fxir entsprechende Punkte der Kurven ® 0 und 6 

a ) Tgl § 3, b) 

s ) Zuerst von Weierstrass betont. 

®) Dagegen kann man fur spezielle Funktionen/mittelst der Taylor’schen 
Formel hinreichende Bedingungen ableiten, z. B. wenn f(x, y, y r ) die Ableitung y f 
ubexhaupt nicht enth&lt; vgl. auch p. 122, FuBnote x ), sowie die U bungsaufgaben 
Nr 20, 21 am Ende von Kap III. 
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nicbt nur der Ab stand, sondern aucli der Urtterscliied in der Richtung 
der Tangenten hinreichend klein ist. 1 ) 

b) Das schwache Extremum: 

Seben wir jetzt zu, was aus den beiden V oranssetzungen (IP) 
und (IIP) wirklich gefolgert werden darf. Wir konnen das Resultat 
am einfachsten formulieren, wenn wir den Begriff des „sehwachen 
Extremums" emfuhren 2 ): Wenn es zwei positive GrroBen q und q' 
gibt, derart, daB A J > 0 fur alle zulassigen Variation en ? fur welche 
gleichzeitig 

| Ay | < q und | Ay r | < q' fur x x x , (3 ) 

so sagt man nach Kneser ( Lehrbuch , § 17): die Kurve @ 0 liefert ein 
schwaches Minimum fur das Integral J, und unterscbeidet davon das 
Minimum, wie wir es nach Weiers trass defimert haben (§ 3, b)), und 
bei welchem die zulassigen Variationen nur durch die erste Ungleichung 
| Ay | < p eingeschrankt sind, als starkes Minimum. Aus der Defini- 
tion folgt, daB, wenn eine Kurve ein starkes Extremum liefert, sie 
allemal auch a fortiori ein schwaches Extremum liefert, aber nicht 
umgekehrt. 


*) Auf diesen Punkt hat zuerst Todhtjnteb aufmerksam gemacht, siehe 
Researches in the Calculus of Variations (London and Cambridge, 1871), p. 269. 

2 ) Man kann das schwa che Extremum noch kurzer definieren, wenn man 
mit Kneser den Begriff der „engeren Umgebung u einer Kurve 

(£: y = y(x), '-3^1 < x x s j 

von der Klasse C' einfuhrt. Daranter versteht man irgend einen Bereich im 
Raum der Variabeln x, y , y', welch er die Kurve 

(r. y = y(x), y\=y'(x), X 1 ^X^X i 

ganz in seinem Innern enthalt. 

Weiter sagen wir, eine zweite Kurve 

(£: y = y(x), #i<X# 2 

liege in einer gewissen engeren Umgebung 21' von (S,fwenn die Korve 

C': y = y{%), y' = y(x), x x <ix^x» 

im Raum der Yariabeln x, y, y in 21' liegt. 

Enter Benutzung dieser Terminologie konnen wir sagen: Die Kurve @ 0 liefert 
fur das Integral J em schwaches Minimum, wenn * A 0 fur alle zulassigen 
Variationen in einer gewissen engeren Umgebung von (£ 0 

Zermeeo bat diese Enterscheidungen noch weiter ausgebildet, indem er von 
einer Emgebung 0 ter , l ter , . m ter Ordnung spncht, vgl. Dissertation , p. 29 
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Mit Benutzung dieser Terminologie konnen wir dann den fol- 
genden Satz 1 ) aussprechen: 

Wenn fiir die Extremale © 0 die JBedingungen 

B(x) > 0, fur (IT) 

A(x, xf) 4= fur x ± < x x 2 , (IIP) 

erfullt sind, so liefert sie mm mindesten ein schwaches Minimum fur 
das Integral J. 

Der Satz ist zuerst von Weibrs trass 2 ) in seinen Yorlesungen 
bewiesen worden ; der erste publizierte Beweis stammt von S C beeffer 3 ) ; 
der folgende Beweis ruhrt von Kneser 4 ) her: 

Wir variieren die Extremale @ 0 , mdem wir sie durch eine be- 
liebige 5 ) zulassige Enrve 

©: y=~y(x), x ± <^x<^x 2 

ersetzen, mid bezeichnen, wie scbon friiber, das Inkrement Ay = 
=~y(x) — lf(x) mit cd Dann wenden wir, wie in § 4, auf das In- 
krement A f die Taylor’scbe Formel mit Restglied an, brechen aber 
diesmal erst bei den Gliedern dritter Ordnung ab. Wir konnen dann 
scbreiben 

AJ=* ifptf + 2Qaa)' + Rco'*)dx + if(Lco 2 ■+ N<o’*)dce, 

wo L nnd N ,,gleichinaBig 6 ) unendlicb klenP sind ini Interval! [x x a? 2 ], 
worunter wir folgendes versteben: Zn jeder positiven GroBe 6 gibt 
es eine zweite positive, von x unabbangige GroBe g ay derart daB 

|i| < or, \N\ < 6 in [x x x 2 ] 
vorausgesetzt, daB 

I » I < Q a , und | a | < Q a in [x x x^\ . 

3 ) Ygl, p 88, FuBnote 2 ) 

s ) Ygl Hancock, Lectures Nr. 137 — 139; der WeierstraJB’sche Beweis 
beruht auf ahnlichen Prinzipien wie der yon Kneser. 

3 ) Mathematische Annalen, Bd XXYI (1886), p. 200. 

4 ) Jahresbericht der deutschen Mathematiker - Vereinigung, 
Bd YI (1899), p 95. Wir geben nicbt auf die Einzelbeiten des Beweises ein, da 
sich spater em einfacberer aus dem Weier straB’schen Theorem (§ 19, c)) er- 
geben wird. 

fi ) Jetzt, wo es sicb urn hinreichende Bedingungen handelt, durfen wir 
uns nicbt mehr auf spezielle Yariationen der Form srj oder selbst on (#, e), be- 
schranken. 

6 ) Ygl. A H 6. 
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Mittelst der Legendre’scben Transformation (§ 9, b)) laBt sieb 
das erste Integral auf die Form bringen 

i /[*(»' + t •)'+ (* + «' - , ' ± r ) »’] 

Da wir voraussetzen, dab die Bedingungen (IT) und (IIP) erfullt 
sind, so existieren 1 ) Losungen der Legendre'sclienDijBferentialgleiclmng 


V M — iQ+ tg ) 8 __ A 
dx E ~~ V 


(4) 


‘welcbe in \_x 1 oc 2 ~\ von der Klasse C' sind. Daraus folgt nacb all- 
gememen Satzen 2 * ) liber Differentialgleicbungen, welcbe einen kon- 
stanten Parameter entbalten 7 daB auch die Differentialgleiclmng 


p , dw (■ Q + w ) 2 

^ dx B 


(5) 


Integrate besitzt, welcbe in [% x # 2 ] von der Klasse O' sind, voraus- 
gesetzt, daB die Konstante c binreicbend klein genommen wird. 
Wablen wir fur w ein solcbes Integral von (5) nnd scbreiben zur 
Abkurzung: 


c. r . Q~j-W 


so mmmt der Ansdrnck fur AJ die folgende Form an: 

Ac T = _(c 2 + X) co 2 + 2 [i a) £ + (JR + 7') £ 2 ] dx , 

x i 

wo X, p, v in demselben Sinne wie L und N gleichmaBig unendlicb 
klein sind in [x x x 2 ]. Statt dessen konnen wir aber scbreiben 

r? 

Ajr= t J\S R + v ) (£ + a+i; ®) + ( c2 + 1 — ® 2 ] dx > 

x i 

nnd da X, {i, v in dem angegebenen Sinne unendlicb klein sind, so 
konnen wir zwei positive GroBen q und p' so wablen, daB B + v > 0 


l ) Dies folgt aus dem Zus ammenhang zwiscben der Legendre’scben und 

Jacob i’schen Differentialgleicbung, vgl. § 10, a) und § 12, a). 

s ) Siebe die Zitate auf p 82, EuBnote *) und § 24, e). 
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und c 2 + l — > 0 in \x x # 2 ] und daher A<7> 0, vorausgesetzt, 

daB \m\<Q und I go' [ < q , womit der Satz bewiesen ist. 
c) Scbwache und starke Variationen: 

Die Ausdrucke „scbwacb“ und „stark“ werdenbisweilenaucb auf die 
Variationen iibertragen 1 ) Eine einen Parameter £ entbaltende Variation 

Ay = co(x y s) 

heiBe schioach, wenn niebt nur 


Lcy(x f s ) «= 0, sondern aucb Lco'fa, s) = 0 ; 

5—0 5 = 0 

und zwar gleicbmaBig 3 ) im Interval! \x x x 2 ], dagegen staxk, wenn zwar 
die erste aber niebt die zweite Bedmgung erfullt ist. 

Sowohl die Variationen der Form 


Ay = 67] 

als aueb die allgemeineren in § 8 betraebteten ^Normalvariationen“ 
sind scbwacbe Variationen. 8 ) 

Dagegen stellt die Funktion 4 ) 

wo n eine positive ganze Zabl xst, eine starke Variation dar; hier 
ist die Bedingnng 

L Ay =* 0 

5 = 0 


erfullt, aber niebt die Bedingung 

LAy == 0. 

€= 0 

Andere Beispiele von starken Variationen werden in § 15 ? d) 
vorkommen. 


d) Unznlanglicbkeit der Bedingungen (I), (IF), (IIP), fiir ein 
starkes Minimum: 

Wir kebren jetzt wieder zumistarken Extremum zuriick und 
beweisen, daB die drei Bedingungen (I), (IP), (III 7 ) fiir ein starkes 


*) Ygl Osgood, loc. cit, p 106 Pie Terminologie ist sebwankend. 

*) Ygl. AH6. 

8 ) Daraus folgt, daB die Bedingungen (I), (II), (HI) niebt nur fiir ein starkes, 
sondern auch fur ein schwacbes Minimum notwendig sind. 

4 ) Dies ist eine von Gotjrsat herriihrende Modification eines Beispiels von 

WEIBRS'rHASS 



§ 16 Konstruktion eines Feldes von Extremalen. 


95 


Extremum mclit hinreidiend, siud. Dazu geniigt es, ein einzig es Bei- 
spiel beizubrmgen, in welchem die Bedmgungen (I), (II’), (IIP) erfuilt 
smd, und in welchem trotzdem kein Minimum stattfindet Ein ein- 
faches Beispiel 1 ) dieser Art ist das folgende: 

Beispiel IX: Das Integral 

J=j(y- + y s )dx 


zu einem Minimum zu macben unter der Annabme, daB die Koordi- 
naten der Endpunkte smd: [x ly y x ) = (0, 0), (&*, y s ) = (1, 0). 

Die Extremalen smd bier ge- 


rade Linien, und ® 0 ist das Seg- 
ment [01] der Aelise. Ferner ist 

R = 2 


A(x 9 x t ) — (x — x x )] 



rig. 16 


somit smd die Bedingungen (I), 
(IF), (IIP) fur ein Minimum erfuilt. 


Trotzdem kann A J negativ gemacbt werden. Denn wablen wir fur © 
die gebrochene Linie P X PP 2 und bezeicbnen die Koordinaten you P 
mit (1 — p, q) y wo 0 <Cp < 1 und q > 0 ; so erbalten wir fur A J 
den Ausdruck 


= lT-.fi 

p(i—p) \ 


g 

i —p 



1st nun irgend eine Nacbbarscbaft (p) von @ 0 gegebem, so wable 
man q < p; dann kann man p stets so klein nebmen, daB A J"< 0. 

ScblieJBlicb kann man nach dem Lemma tiber Abrundung der 
Ecken, § 14, c), die gebroebene Linie P X PP 2 dureb eine Kurve der 
Klasse O ersetzen, welcbe ebenfalls AP<0 macht, womit unsere 
Bebauptung bewiesen ist. 


§ 16. Konstruktion eines Feldes you Extremalen. 

Nacbdem im yorigen Paragraphen gezeigt worden ist, daB die 
bisber als notwendig erkannten Bedingungen nicbt binreicbend sind, 

*) Das erste Beispiel dieser Art war das Problem des Rotationskdrpers von 
germgstem "Widerstand, mit dem wir uns spater nocb ansfabrlicb beschaftigen 
werden (§ 49) Scbon Legendre fand, daB der Widerstand dnrcb eine passend 
gewablte Zickzacklinie beliebig klein gemacht werden kann; vgl. Legendre, loc. 
cit, p. 73 in Stacker’s tibersetznng, nnd Pascal, loc. cit, p. 113. 
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ware es das natiirlichste, zunachst nach weiteren notwendigen Be- 
dingungen 1 ) zu suchen. Wir werden jedoch ; um Wiederholungen zu 
vermeiden, tier diesen Weg nicht einschlagen, sondern uns direkt zur 
Ableitung des WeierstraB’schen Fundamentalsatzes wendeii, aus dem 
sich sowohl weitere notwendige als auch hinreichende Bedingungen 
ergeben werden. Dazu ist es vor allem notig, den wicbtigen Begnff 
eines „Feldes yon Extremalen“ zu entwickeln 

a) Definition eines Feldes yon Erfcremalen: 

Wir betrachten irgend 2 ) eine Scbar yon Extremalenbogen 

y = cp(x, a), x(a) <tx<^ x(a) , (6) 

und beschranken den Parameter a auf ein Interyall 

a ± a <; a % . (6 a) 

Die Funktionen x(a), x(a) sollen im Interyall stetig sem 

und der Ungleicbung : x(a) <C x(a) geniigen; und die Funktionen gp 
und cp x sollen von der Klasse O' sem in dem Bereich 

a i < a < a 2 ? x(a) x x(a ) . (7) 

Wir sagen dann: die JBogenschar (6), (6 a) bildet ein „Feld d ) von 
Extremalen u , wenn Jceine zwei Bogen der' Schar einen PunM gemeinsam 
Jiaben. Das laBt sick aucb so ausdriicken: wenn die Gleichungen 

x = x , y = <p(x 7 a) ; 

als Transformation zwiscben der a-Ebene und der x , j/-Ebene auf- 
gefaBt, eme em-eindeutige Beziehung zwischen dem Bereich (7) der 
x , a-Ebene und dessen Bild in der x , j/-Ebene ; das wir mit of be- 
zeichnen, definieren. Das Feld ist dann eben diese Punktmenge $ 
d h. die Gesamtheit der Punkte samtlicher Bogen der Schar (6) ; (6a), 
oder, wie wir auch sagen konnen, derjenige Teil der x, y-Ebene, 

J ) Eine vierte notwendige Bedmgung wird sich spater ans dem Weier- 
strafi’schen Fundament als atz ergeben, § 18, a); eine direkte Ableitung derselben 
nach der Methode von Weierstrass findet man bei Boeza, Lectures, § 18, b); bei 
Gotjrsat, Cours d’ Analyse, Bd. II, p 607, und in Parameterdarstellung unten 
in §-^8*1. $ 0 

3 ) Die Bezeichnung qp(#, a) ist also hier allgemeiner als in § 13, a). 

s ) Nach Kneser, Lehrbuch , § 14, der Be griff eines Feldes in einem 
engeren Sinnruhrt von Weierstrass her, im allgemeinsten Sinn von H A. Schwarz, 
Werhe, Bd. I, p. 225. Ygl auch Osgood, loc. cit p. 112, und Goursat, loc. cit 

p. 611. 
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welcher von den Extremalenbogen (6) uberstricben wird, wenn der 
Parameter a von a x bis a 2 wacbst. 

Da die Begrenzung £ des Bereiehes (7) eine stetige 7 geschlossene 
Knrve ohne mebrfacbe Punkte ist (eine sogenannte „Jordan’scbe 
Kurve“) ; so ist aucb das Bild S' von S eine solcbe Kurve; sie teilt 
daber nach A VI 2 die x 7 ?/-Ebene in ein Inneres und ein AuBeres. 
Nacb exnem aUgemeinen Satz von Schonflies 1 ) ist dann die Punkt- 
menge of identisch mit dem Inneren der Knrve S' zusammen mit der 
Begrenzung S . Das Feld ist also stets einfach zusammenhangend. 

Analytiscb bedeutet die oben gegebene Definition ernes Peldes 7 
daB die Grleicbung 

y = cp(x , a) 

fur jeden Punkt ( x 1 y) des Bereicbes of eine und nur eme Wurzel a 
besitzt, welcbe der Ungleicbung (6 a) geniigt; diese Wurzel ist also 
eine in oP emdeutig definierte Funktion von x und y 7 die wir mit 

a = &(x 7 y) 

bezeicbnen und die inverse Funldion des Feldes nennen, so daB also 

y s= <p{x 7 a(x 7 y)) 7 a t < a(x 7 y) ^ a 2 (8) 

fur jeden Punkt (x 7 y) von oP und 

a~a(x 7 <p(x 7 a)) (8 a) 

fur jeden Punkt (x 7 a) des Bereicbes (7). 

Es soil dann neben der angegebenen Haupteigenscbaft des Feldes 
nocb die weitere Bedingung m die Definition des Feldes aufgenommen 
werden ; daB die inverse Funktion ct (x, y) im JBerewh oP von der 
Klasse C' sein soil. 

Wir bescbranken uns iiberdies ausscblieBlicb auf Felder 9 welcbe 
ganz im Bereicb 91 liegen. 

Die durcb einen beliebigen Punkt ( x , y) von oP gebende Feld- 
extremale bat in diesem Punkt ein ganz bestimmtes Gefalle, welcbes 
daber ebenfalls eine in oP emdeutig definierte Funktion von x und y 
ist; wir bezeicbnen dieselbe mit p(x 7 y) und nennen sie die Gefall - 
funktion des Feldes 7 so daB also 

x ) Vgl. A. VII 2; um den Satz von Schonflies anwenden zu konnen, trans- 
formiere man zunachst den Bereich (7) in ein Quadrat mittels der Transformation 

g __ x — x (a ) a — a x 

x(a) — x{g) ^ a^~a x 


B o 1 z a , V ariationsreclmung 


7 
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J» V) — 9>* (*, a (x , «/;) . (9) 

Nacb den liber die Funktionen <p und a gemachten Annahmen folgt 
nacb A IV 9 ; daB p(% 7 y) lm Bereicb of von der Klasse C' ist. Zu- 
gleicb folgt aus (8 a) und (9) die Identitat 

p(x, cp(x, a)) = <pjx, a) (9a) 

fur jedes (%, d) in (7). 

Man kann die Definition des Feldes dabin verallgemeinern, daB 
man aucb ;; offene^ nnd ;; unencllicbe“ Felder zulaBt, indem man 
gestatfcet, daB in den Ungleiebungen (7) einige oder alle Gleichkeits- 
zeichen unterdrtickt -werden ; nnd daB die Intervalle a xi a 2 nnd x(a) } 
1(a) sick nach einer oder nacb beiden Seiten ms Unendliehe er- 
strecken (vgl. die Beispiele nnter b)). 

Eine weitere Verallgemeinerung, yon der wir jedocb kemen Ge~ 
brauch macben werden, erbalt man ; wenn man jeden Teilbereich eines 
Feldes selbst wieder ein Feld nennt. 

V) Beispiele von Feldern von Ertremalen: 

Wir wollen diese Defimtionen zunacbst an emigen Beispielen er- 
lantern. 

Beispiel VI (Sieke p. 32)* f=^G{y'). 

Hier waren die Extremalen die Geraden der Ebene Die Schar paralleler 
Geraden 

y == m x -f- a , 

— oo<#< + oo, — oo<a< + oo, 

bildet ein Feld, das ans samtlicken (im Endlicken gelegenen) Punkten der x 1 y- 
Ebene kesteki. Hier ist 

a(x, y)*=y — mx, jp(as, y) = m . 

Ebenso liefert die Sckar von Halbstrahlen durck emen festen Punkt JP Q : 

x Q + oo , — oo<a< + oo 

ein Feld, namlick die dnrck die Ungleiching x > x 0 ckarakterisierte Halfte der 
Ebene Man pflegt das auch so auszudrucken: Die Halbebene x^>x 0 wird 
dnrck das obige Geradenbuschel ,,emfack und luckenlos 14 ausgefiillt. Es ist kier 


a(x, 





Znweilen ist es wimschenswert, den Punkt P 0 dexa Feld zu adjungieren; 
ivir nennen allgemein ein Feld, dem gewisse, ursprimglich nickt zu ikm gekbrige 
Punkte seiner Begrenzung adjungiert -worden sind, ein „uneigenthches Feld“. 
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Be is pi el Vll (Siebe p 33): f = 


.Vi+v' s 


Die Extremalen waren die Halbkreise mit dem Mittelpnnkt auf der rc-Achse. 
Hier bilden z B die konzentriscben Halbkreise mit demselben Mittelpnnkt 

y = _ (a ^a£) 5 ' , 

0 < a < oo , x 0 — a < # O 0 + a 


ein Feld, namlicb die obere Halbebene. y^>0 Dabei ist 

a(.%,y) = V(x— Xof+y 1 ', p{x,y) = — - 

Beispiel VIII (Siehe p 33). f — y ’y' "j/l — y 7 ^ . 
Die Extremalen waren bier die Parabeln 




(x — a) 1 


p>o. 


Wir greifen aus dieser doppelt nnendlicben Scbar yon Parabeln die einfacb un- 
endliche Scbar dureb den Koordinatenanfang beraus |5 = ^ : 

y = x- 


x- 

a 


0 <a<oc, 


0 <#< + oo 


Dieselbe bildet ein Feld, bestebend ans dem Inneren des Winkelraums zwiscben 
der positiven #-Acbse und dem Halbstrabl von der Amplitude *) ^ vom Koordinaten- 

anfangspunkt aus, inklusiye der positiven #~Acbse, jedocb mit AusscbluB des 
Punktes (0,0): 

<#: X>y^> 0 

Man findet 


a(x,y) = 


x i 

x — y 1 


p(p,y) 


2y — x 
x 


Beispiel I (Siebe pp. 1, 33, 79): f—yY 1 4- y ' 2X . 

Wir betrachten die Scbar von Kettenlinien mit der rc-Acbse als Dixektrix, 
welcbe dureb den Punkt JP t geben. Von jeder dieser Kettenlinien bebalten wir 
den Bogen 

x x < x < x' x 

bei, d b den Bogen vom Punkt B 1 bis zum konjugierten Punkt (mit Aus- 
scbluB der Endpunkte), also bis zum Berubrungspunkt mit der Enveloppe % 
(Siebe Fig. 12). Dabei ist x f ± dureb + oo zu ersetzen, falls kein konju- 


2 ) Unter der „Amplitude“ eines Vektors versteben wir, wie dies in der 
Funktionentbeorie ublich ist, den Winkel, welcben derselbe mit der positiven 
sc-Achse bildet, gereebnet im entgegengesetzten Sinn des Ubrzeigers. 

7* 
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gierter Punkt auf der betreffenden Kettenlinie existiert Diese Bogen erfiiller 
emfacb und luckenlos das Innere des Bereiches I der x , y- Ebene (siehe Fig 12) 

zwischen der Geraden x = x l und der Enveloppe g, 
da nach p 81 durch jeden Punkt dieses Bereicbes 
ein und nur ein Bogen der Schar gezogen werden 
kann Da sick uberdies zeigen lafit 1 ), dab die 
inverse Funktion y) von der Klasse O' ist, 
so bildet unsere Bogenschar ein Feld von Extre- 
malen 

Adjungiert man deni Feld die Enveloppe 
so bleibt zwar fur das so erhaltene uneigentlicbe 
Feld die Haupteigenschaft ernes Feldes bestehen, 
aber die Funktion a(x,y) bort nach (15) und (15a) 
auf, von dei Klasse G' zu sein, da cp a (x, a) = 0 
entlang g 2 ) 

c) Satz uber die Existenz eines Feldes: 

Wir werden sagen: ein Feld of von Extremalen „umgibt‘ k unseren 
Extremalenbogen wenn erstens der Bogen @ 0 einer der Extremalen 
des Feldes angehort, und wenn sich zweitens eine Nacbbarscbaft (q) 
des Bogens @ 0 angeben laBt, welcbe ganz in of enthalten ist. 

Es sei jetzt lrgend erne Extremalenscbar 

y = cp(x, a) (10) 

gegeben, welcbe den Bogen @ 0 fur a = a 0 entbalt, und fur welcbe 
die Funktionen cp und q> x in dem Bereicb 

\a-a 0 \^d 0 (11) 

won der Klasse C' sind, wobei < x x , ,r 2 < X, . 

Alsdann gilt der folgende Satz: 

Wenn 

<P a ( x > a o)4=0 in [x t x 2 ], (12) 

so Icann man erne positive Grope Jc so Mein wahlen, dap die Bogenschar 

y = <p(x, a), (10) 

x^x^xz, | « — a 0 ( <! * (13) 

ein den Bogen @ 0 umgebendes Feld Inldet . 3 ) 

0 Vgl § 16, c) 

~) Hieizu die Ubungsaufgaben Nr 2—12, 35—40 am Ende von Kap HI. 

“) Der Bereich (7) ist also hier msbesondere ein Rechteck 
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B ewe is: Aus (12) folgt, da6 die Funktion cp a {%, a 0 ) in [x x x 2 ] 
ihr Zeichen nicht wechseln kann, da sie stetig ist. Um die Ideen zu 
fixieren, wollen wir annehmen, es sei 

<P a (. x > a o) > 0 in Oi£ 2 ] * (12a) 

Dann folgt nach § 21, bj, daB h ^ d 0 so klein genommen werden 
kann, daB 

a)>0 (14) 

im ganzen Bereich (13). 

Es bezeichne jetzt <£ k das Bild des Bereich.es (13) der x , a-Ebene 
m der x, y-Ebene mittels der Transformation (10), nnd es sei P 3 (a? 3 , y B ) 
lrgend ein Punkt yon d. h. also irgend ein Punkt anf einem der 
Bogen der Schar (10), (13) Dann ist x 1 <; x 3 x 2 nnd es gibt 
mindestens einen Wert a = a z im Intervall [a 0 — a 0 + k] , so daB 

yB = <P(z3> a s) 

Wir haben zn zeigen, daB es auBer dem Wert a 3 im Interyall — k } 
a Q + Tc] keinen zweiten, yon % yerschiedenen Wert a 3 geben kann, 
fiir welcben ebenfalls 

Vs = <p( x s> <h) • 

Ware das der Fall, so ware 

%) = 9 > 0 & S ; 

Dies ist aber nicht moglich; denn 1 ) wegen (14) wachst die Funktion 
<p(x B , a) bestandig yon dem Anfangswert <p(x 3 , a 0 — k) bis zu dem 
Endwert qp(r 3 , a 0 + £), wahrend a 
von a 0 — k bis a 0 4- Tz zunimmt; es 
ist also cp(x 3, jenach- 

dem a 3 ^ a 3 

Somit ist der Bogen a = a 3 der 
einzige der Schar (10), welcher durch 
den Punkt (x 3y y 3 ) yon hmdurch- 
geht, und fur welchen \ a — a 0 \<^h. 

Zugleich folgt, daB das ganze 
Segment 

(p(x 3 , k)<Zy<Z <p( x 3> % + *) 

der Geraden x = x 3 (in Fig. 17 mit MN bezeichnet) zu c^ gehort. 
Die Punktmenge ist also identisch mit dem Flachenstuck der 

1 ) Statt der bier gewahlten Begrimdung kann man auch den Rolle’schen 
Satz anwenden 
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x, y-Ebene, das you den beiden sieb niebt scbneidenden Kurven 

y = (p{x, a 0 — 7i) und y « % + &) 

einerseits, und den beiden Geraden x «= x t , x ===== x 2 andererseits be- 
grenzt wird. 

Nacbdem hiermit die Existenz der emdeutigen Funktion a(x , y) 
bewiesen ist, baben wir weiter zn zeigen, daB dieselbe von der 
Klasse C' ist. x ) 

Es seien (x, y) und (x + Ax, y + A y) zwei benachbarte Punkte 
von und a , resp. a + A a, die zugeborigen Werte von a(x, y), so 
daB also 

y cp(x, a), y + Ay «* cp(x + Ax, a + A a) 

Dann ist 

Ay *= <p(# + Ax, a + A a) — y(x , a) 
oder nacb der Taylor’schen Formel 

a) A* + y a (x, a) A a, 

wo 5; ^ # -f* 0 A# ; d = a + 0 Aa und 0 < 0 < 1. 

Wir erhalten also 

Aa= Ay . 

<?«(** Sj 

Nun besitzt die stetige Funktion <p a (# ; a) in dem abgeschlossenen 
Bereicb (13) ein positives Minimum m, und ebenso die Funktion 
\(p x (x, a)\ ein endlicbes Maximum G. Da (x, a) dem Bereicb (13) 
angebort, so ist daher 

1 1 ^ m 


woraus folgt, daB die Funktion a(x, y ) im Punkt x, y stetig ist. 

Wablen wir ferner Ay = 0 und lassen Ax gegen 0 konvergieren, 
so konvergiert nacb dem eben Bewies enen A a gegen 0, also kon- 
vergieren q o x (x, a) und cp a (x , a) gegen cp x (x, a) und <p a (x, a) 

Daber existiert die partielle Ableitung a x und es ist 


(<Px) 

(<Pa)’ 


(15) 


*) Fur den folgenden Beweis vgl G-enocchi-Peano, Differ enttalrechnung und 

Grundzuge der Integralrechnung (Leipzig* 1899), Nr 111; Jordan, Cours d' Analyse, 
I, Nr 91. Da# a(a?, y) von der Klasse O' ist, kann man auch direkt aus dem 
Satz uber implizite Funktionen entnehmen; siehe § 22, e) 
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wobei die Klammer () andeuten soli, daB das Argument a durch a(x } g) 
zu -ersetzen ist. 

Granz ebenso folgt, daB auch a y existiert und daB 



Aus diesen Ausdriicken fiir a x und a y folgt dann wegen (14) 
scblieBlich noch, daB die Funktion a(x, y) yon der Klasse C' ist in 
Endlich laBt sich eine Nachbarschaft (p) yon @ 0 angeben, welche 
ganz m enthalten ist. Denn jede der beiden stetigen Funktionen 

q>(x, a Q + k)-~ <p(x 7 a 0 ), 

und 

cp(x, a 0 ) — g>(x, a 0 ~ h) 

hat ein positives Minimum in [x t x 2 ] ; ist daher p der kleinere dieser 
beiden Minimalwerte, so ist die Nachbarscbaft (p) von © 0 ganz m cf k 
enthalten. 

Der Bereich besitzt also die drei charakteristischen Eigen- 
schaften eines den Bogen @ 0 umgebenden Feldes, was zu beweisen war. 

Da wir voraussetzen, daB der Bogen © 0 ganz im Innern des Be- 
reicbes 9b liegt, so konnen wir nach dem Satz iiber gleichmaBige 
Stetigkeit Jc stets so klein annehmen, daB das Feld ebenfalls ganz 
im Innern yon 9b liegt. Das soli in der Folge, wenn von einem den 
Bogen @ 0 umgebenden Feld die Rede ist, stets voransgesetzt werden. 1 ) 

d) Zusammemhang mit der Jaco bbsehen Bedingung: 

Wir konnen jetzt den folgenden Satz beweisen: 

Sind fur den Extremalenbogen 2 ) © 0 die Bedingungen 

JR(x) 4= 0 fur x 1 <; x x 2 y 

und A(&, xf) +0 fiir x ± < x <! (HI’) 

erfullt, $ o lafit sich der Bogen © 0 stets omt einem Feld von Extremalm 
umgeben . 

Zum Beispiel liefert die Extremalenschar durch emen auf der 
Fortsetzung yon © 0 iiber den Punkt P t binaus hinreichend nahe bei 
B x angenommenen Punkt P 0 ein solches Feld. 

Zum Beweis ist es nur notig, die Abszisse x 0 des Punktes P 0 so 
zu wahlen wie in § 12, a). Dann ist in der dortigen Bezeichnung 

A(#, x 0 ) 4= 0 in \x ± % 2 ] * 

Der Leser mSge von Me r direkt zu § 17 ubergehen. 

2 ) Vgl. p. 88, FuBnote 2 ). 
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3tellt dann die Grleicbung 

y = cp(x 7 a) 

die Scbar der Extremalen. durcb den Punkt P 0 dar, wobei der Wert 
% = a 0 wieder der Extremale ® 0 entsprechen soli, so besitzt nach 
§ 13, a) die Funktion cp die in § 16, c) vorausgesetzten Stetigkeits- 
ngenschaften, und iiberdies ist 

<Pa(*9 a o) + 0 m l>l^L 
well nacb § 13, Grleiehung (34) 

a o)^ CA(x ? x 0 ), 

svo C eine -von Null verschiedene Konstante bedeutet Somit erfiillt 
die Extremalenschar durch den Punkt P 0 alle Bedingungen des unter 
3 ) bewiesenen Satzes und bildet daher m der Tat em den Bogen @ 0 
nmgebendes Feld. 1 ) 

x ) Die JExtremalenschar durch den Punkt P 1 selbst bildet nur em uneigent- 
liches Feld tun den Bogen (g 0 , well hier cp a {x x , a 0 ) == 0 . Trotzdem laBt sich 
zeigen, daft (bei hmreichend kleinem Jc) durch jeden Punkt des Bereiches mit 
^usnahme des Punktes P x selbst, eme und nur eine Extremale der Schar 
*ezogen werden kann, fur welche | a — a 0 | Jc Denn im gegenwartigen Pall 
ist: g>(x x , ct) — ^ fur jedes a und daher cp a (x x , a)~0. JDaraus folgt, dafi, wenn 
svir definieren 

, v (cp a (x, d)/(x — x x ), wenn x=^x t 

%{x, a) = 

{ <Pax( x l i a ) i wenn ® = 

die Funktion a) stetig ist im Bereich- | a — a 0 | d {) und 

l(x, %) 4= 0 m [x x a? 2 ] auch fur x = x x , da nach § 13, Grleiehung (36 J, cp a x {x x , 0. 

Wir konnen daher Jc so klein wahlen, daJ3 a)=(=0 im Bereich- x 1 <\r <; 

| a — a 0 \<Z7c Daraus folgt aber, daB cp a (x, a) =j= 0 und daher ein konstantes 
Voizeichen hesitzt im Bereich- x x <^x : ^x^ 1 | a — a Q | <^7t>. Und numnehr kann 
man weiterschlieBen wie unter c). Es 1 st auch zu beachten, daB es im vor- 
liegenden Fall nicht moglich ist, eine Nachbarschaft (q) von d 0 m einzu- 
3chreiben, da die Breite des Streifens gegen Null konvergiert, wenn x sich 
dem Wert x x nahert Femer sind die inverse Funktion a{x> y) und das Ge- 
falle p(x,y) von der Klasse C' m auBer im Punkt (x x , y x ), wo sie unbestimmt 
sind Wenn sich jedoch der Punkt (#, y) dem Punkt (x x T y x ) langs einer ganz 
in gelegenen Kurve (£ von der Klasse C r nahert, so nahern sich beide 

Funktionen bestimmten endlichen Grenzen; die Grenze von a(#, y) ist der Para- 
meter a derjenigen Extremale der Schar, welche die Kurve © in (x x , y x ) be- 
rhhrt; die Grenze von p(#, y ) ist das Gefalle der Kurve (£ im Punkt (x xi y t ) 
Pberdies besitzen die absoluten Betrage beider Funktionen endliche obere Grenzen 
im Bereich <£ k mit AusschluB des Punktes P x . Diejenige von | ct(x, y) | ist Jc , 
diejemge von |jp(£C, y) | ist der Maximalwert von | (p x (x, a) \ im Bereich (18). 
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Umgebelirt: Wenn filr den Extremalenbogen @ 0 die Bedingung 
B(x) 4 s 0 fur x ± <^x<^ x 2 

erfiillt %st, und (£ 0 la ft sick mit einem Feld cf von Extremalen urn- 
geben, so 'ist 

A(x, xf) 4 = 0 fur x 1 < x x 2 . (TTP) 

Beweis: Es sei 1 ) 

y = cp(x, a) 

die Extremalenschar, welche das Feld of liefert, wobei 

Cp(x, a 0 ) 

wieder die Extremale (£ 0 darstellt. Da m unserer Definition des Peldes 
inbegriffen war, daB die inverse Fnnktion a(x, y ) von der Klasse O' 
sein sollte, so folgt durch Differentiation der Identitat (8) nach y , daB 

<Pa( X > a ) Ct ! / = ^ alS0 O) + 0 m 

also insbesondere, da @ 0 in of liegt, 

<P a (x, a Q ) 4=0 in . 

Nun folgt aber ganz wie in § 12, b), daB die Fnnktion <p a (x , a 0 ) 
der Jacob fschen Differentialgleicbung geniigt; wegen der Yoraus- 
setzung JR(x) 4 s 0 m [x 1 x 2 ] sind die allgemeinen Satze von §11, ms- 
besondere der Sturm’sche Satz, auf das Intervall \x x x 2 ~] anwendbar. 
Ware nun x' ± <^ so wiirde durch Anwendung des Sturm’schen 
Satzes auf die beiden linear unabhangigen Integrale (p a (%, tf 0 ) 

A(#, xf) folgen, daB <p a (x, a 0 ) zwischen x 1 und x 2 verschwinden 
miiBte, was einen Widerspruch involviert. Es folgt also in der Tat 

A(x j xf) 4= 0 fur x ± < x x 2 . 


§ 17. Der WeierstraB’sclie Eundamentalsatz. 

Nachdem im vorigen Paragraphen der Begnff eines Feldes von 
Extremalen entwiekelt worden ist, konnen wir nunmehr zum Beweise 
des WeierstraB’schenFundamentalsatzes tibergehen, welcber die Grrund- 
lage der modern en Yariationsrechnung bildet, und der von Weierstrass 
im Jahre 1879 entdeckt worden ist. Zum Beweis werden wir uns 


*) Hier hat gp(cc, a ) wieder erne allgememere Bedentung als in dem un- 
mittelbar vorangehenden Beweis. 



106 Dnttea Kapitel. Hinreichende Bedingungen. b d einfaetisfcen Klasse v. Aufgaben. 


der eleganten, von Hilbeet 1 ) herriihrenden Methode bedienen, welche 
unmittelbar an die Ent-wicklungen des vorigen Paragraphen anknxipft. 


a) Bie partielle Differentialgleichung fiir die Gefallfunktion. 

Wir kehren jetzt zu den Voraussetzungen and Bezeicbnungen von 
§ 16, a) zuruck und beweisen zunachst, dafi die Gefallfunktion p(x, y) 
des Feldes of einer partiellen Diffei entialgleichung erster Ordnung ge- 
nugt. Aus der Definitionsgleiehung (9) und den Formeln (15) und (15 a) 
erhait man fiir die partiellen Ableitungen der Funktion p(x, y): 


Px (SPxx) “f* (*Pxct)^x (*Pxx^ 


(jPxJ ( <Px > 
OPa) 


Py = i<Pxa)% = 


^SPxa i 
( <Pa ) ’ 


(161 


wobei die Klammer wieder andeuten soli, da£S in den Ableitungen von 
qi das Argument a durch die Funktion a(x, y) zu ersetzen ist. 

Aus (16) und (9) folgt 

Px+PP v = (<Pxx)- ( 17 ^ 

Nun geniigt aber die Funktion <p(x, a) als Funktion von x fiir 
jedes a der Euler’schen Differentialgleichung; also ist 

fxxfyy + <Pxfy'y + ty’x ~~ fy = 0 ’ C 18 ) 

wobei die Argumente der Ableitungen von f sind: x, cp(x, a), (p x {%, a). 
Ersetzt man m dieser in x und a identischen Gleichung a durch 
a.(x, y) und macht Gebrauch von (8), (9) und (17), so erhait man 
den Satz, dafi das Gefalle p(x, y) der folgenden partiellen Differetntial- 
gleichung erster Ordnung geniigt: 

(if +*Vri + K,J- W - o. ('« 

wobei die Klammer [ ] bedeutet, daJB in den eingeklamrnerten Funktionen 
von cd, y, y das Argument y durch y) zu ersetzen ist. 

Umgekehrt: Kennt man irgend eine Funktion p (x , y), welche in 
einem gewissen Bereich der x } y-Ebene eindeutig definiert und, von 


J ) Tgl Gottmger Nackrichten, 1900, p 253—297 und Archiv der 
Mathematik und Physik (3), Bd. I (1901), p 231; vgl.ferner Osgood's Dar- 
stellung loc cit., p 121; Hedrick, Bulletin of the American Mathematical 
Society (2), Bd. IX (1902), p. 11 und Goursat, loc. cit , Bd II (1905), p 617. 
WEiERSTRAss t ursprunglicken Beweis werden wir bei Behandlung des Problems 
in Paiameterdarstellung geben (§ 33); fur das x- Problem findet man denselben 
bei Osgood, loc. cit, p. 115 und Bodza, Lectures , § 20. 
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der Klasse G ist und der partiellen Differentialgleichung (19) gentigt, 
so gibt es stets eine Extremalenschar, fur welche diese Funktion p(x, y ) 
die Gefallfunktion ist ; namlich die durch das allgemeine Integral der 
D iffer ent i algl eickung 

^=p(x,y) { 20 ) 

dargestellte Schar. 

Bezeiclmet namlicli 

y = <p(x , a) 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung (20), so ist 

, <Px =J v(x,<p), (20a) 

also 

<P*x <P) +P y (x, <P)<P % - (20b) 

Ersetzt man nun in der partiellen Differentialgleichung (19) ; 
welche eine Identitat in %, y darstellt, y durch cp{x, a), so geht die- 
selbe unter Benutzung yon (20 a) und (20 b) ruckwarts in die Differential- 
gleicbung (18) uber ; welche zeigt, daB die Schar: y = q)(x, a) eine 
Extremalenschar ist. 

Beschrankt man jetzt x und a auf einen binreicbend kleinen 
Bereieh, so wird diese Schar ein Feld bilden, und die Gleichung (20) 
sagt aus 7 daB die Funktion p(% 7 y) die Gefallfunktion fur dieses 
Feld ist. 

b) Der Unabhangigkeitssatz : 

Ordnet man die Glieder der Differentialgleichung (19) folgender- 
maBen an 

Lfp’xl + {fy'y’\Px = [fy] ~ ([fy’yl + if y 'y'\Py)p , 

so siebt man, daB man dieselbe aucb scbreiben kann 

f-y'fJ- ( 19 ») 

Dieser wichtige Satz ist scbon 1868 yon Beltrami 1 ) entdeckt worden; 
er scbeint jedoch yon seiten der Variationsrechnung ganzlicb unbeachtet 2 ) 
geblieben zn sem und ist erst dreiBig Jabre spater yon Hilbert 3 ) 
wieder entdeckt und in seiner grundlegenden Bedeutung erkannt worden. 

x ) Beltrami, Sulla teoria delle linee geodetiche, It end del R» Istitnto 
Lombardo (2), Bd. I (1868), p 708 und Opere, Bd. I, p. 366. 

a ) Ich selbst bin durch Herrn Kneser auf die Beltrami’sche Arbeit auf- 
merksam gemacht worden 

8 ) Ygl. p. 106, FuBnote l ) 
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Die Grleichung (19 a) ist nichts anderes als die bekannte Integra- 
bilitatsbedingung fur den Differentialausdruck 

If— y'f^ dx + Vf v A d y- 

Bilden wir dalier jetzt mit Hilbeet 1 ) das Integral 

J l y>i j(x > yd + (y'-p( x > ydf,A x > y> yd) dx > ( 21 ) 

(£ 

entlang irgend emer ganz im Felde of verlaufenden Kurve © von der 
Elasse C\ von einem Punkt P 0 nacb einem Punkt P, so ist der Wert 
dieses Integrals unabJidngig 2 ) vom Integrationsweg © und nur von der 
Lage der beiden Endpunkte P 0 , P abhangig , ivenn unter p(x, y) die 
Gefdllfunktion des Feldes verstanden wird. 

Wir werden das Integral das „Hilbertf$che invariante Integral", 
den Satz selbst den „JBeltrami-Hzlberfschen UnabJidngig7ceztssat$“ 
nennen. 

Das Integral ist selbst ein Integral von der beim emfachsten 
Vanationsproblem betrachteten Art. Die Funktion unter dem Integral- 
zeichen ist aber von der ganz speziellen Form 

M(x, y) + y'N(x, y) , 

und dalier ist das Hilbert’sehe Integral em gewbhnliches Linienintegral 3 ) 
und laJ3t sick sckreiben 

J l y> & - pfy> ( * x ’ y> pd dx + fA x > y> & d v • ( 21 a ) 

Es hat daher, durch (21a) definiert ; nicht nur fur die bisker 
betrachteten, in der Form: y = y(x) darstellbaren Kurven eine Be- 
deutung, sondern allgemeiner fur Kurven m Parameterdarstellung von 
der in § 25, a) als , ; gewohnliche Kurven“ defimerten Klasse. Zugleich 

3 ) Hilbert (loc cit) geht den umgekehrten Weg Er setzt das Integral /g 
mit emer nnbestnnmten Funktion p(x, y ) an und fragt dann: Wie muB naan die 
Funktion p(x 3 y) waklen, damit der Wert des Integrals vom Integrationsweg (£ 

unabh&ngig wird? Er erhalt dann ruckwarts die Difterentialgleichungen (20) 
und (19) 

2 ) Vgl § 6, b). Die Bedmgungen fur die Anwendbarkeit des Satzes sind 
erfullt, denn da das Feld of ganz ini Bereich 01 liegt, so sind die Funktionen 
{f—y'f y ] und [f^\ m of nicht nur eindeutig definiert, sondern auch von der 
Klasse C\ und tberdies ist der Bereich of emfach zusammenhlingend 

3 ) Vgl. z B Picaru , Tratte , Bd I, Kap III; Burkhardt, JSmfuJirung %n 
dte Theone der anahjtiselien Funktionen (Leipzig, 1903), p 91. 
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folgt nach bekannten Satzen liber Linienintegrale, dafi das Integral J* 
bei Umkebrung des positiven Sinnes der Integrationsricbtung einfaeb 
sein Zeichen wechselt. 

Im Gregensatz zu dem ?? Hilbert’schen Integral^ werden wir nach 
Zeemelo und Hahn 1 ) unser Integral: P = f %x, y, y’)dx das „Grund- 

integral“ nennen, wo es wfinsebenswert ist, den Gegensatz beider 
bervorzuheben. 

Zusatz : Das Hillert’sche mvariante Integral J*, genommen 
zwischen zwei Punkten P 0) P derseTbm Feldextremale ist gleich dem 
Grundmtegral J, genommen von P 0 nach P entlang elm dieser Ex- 
tremale Gc, vorausgesetst, dafi x 0 < x. 

Denn wablen wir bei der Berechnung yon J* die Extremale @ 
als Integrationsweg, so ist nacb (9 a) entlang @ 

y' =p(x, i/); 

also fallt in dem Integranden von J* das zweite Glied fort, und es 
kommt 

J-*(P 0 P) = J ffi (P 0 P), (22) 

wobei der Integrationsweg ffir das Integral J* eine ganz beliebige, 
die beiden Punkte P 0 , P yer- ° 

bindende Kurve der Klasse C' 
ist, welcbe ganz im Felde of 
liegt. 2 ) 

c) Ausdruck der totalen 
Variation A J mittels der 
8-Fnnktion: 

Ans dem Unabbangigkeits- 
satz laBt sicb nun nacb Hilbert 
der Wei erst raB’scbe Satz fol- 
gendermaBen ableiten: 

Es sei 

6: ? ! = y(x), x ± ^x^x 3 

irgend erne ganz im Feld of gelegene Kurve der Klasse G', welcbe 
die lieiden Punkte P 1 und P 3 verbindet. Da die beiden Punkte P 1 



: ) Encyelopadte, II A, p 628 . 

2 ) Hier lafit sich. unmittelbar § 20 anschliefien. 
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und P 2 auf derselben Feldextremale liegen, namlicb auf der Ex- 
tremale so konnen wir den Zusatz zum Unabbangigkeitssatz an- 
wenden ; wonaeb 

(23) 

Daher konnen wir die totale Variation 

aiich scbreiben 
Nun ist aber 

*7jj y> f) dx , 

x x 

% 

J l = j{f(. x > y>p) + (s' -p)fy( x > y> p)\ dx > 

Xi 

wobei p{x y y)=p gesetzt ist. 

Somit erhalten wir 

X o 

y, y) — f{ x , ¥,p) — (s'~p)ffQ B > y,p)) dx - 

Fiihren wir jetzt die Weierstra ft sche 8- Function *) ein mittels 
der Definition 

Six, «/; p, p) = f(x, y, p) ~ f(x, y,p)-(p — p)f y , (so, y, p) , (24) 

wobei ti 7 y 7 jp 7 p als nnabliangige Variable zn betrachten sind, so er- 
balten wir den 

Fundamentalsat#*) : Wenn der Fxtremalenbogen s ) @ 0 mit einem 
Feld umgeben werden Joann 9 so Icifit sick die totale Variation 

fur jede mldssuge Kurve (S ; welche gam im Feld liegt , mittels der 
Weierstrafischen Formel 

J ) Vgl Zermelo, Dissertation p. 66. 

Von Weierstrass selbst fur das spezielle („uneigentliche u ) Feld von 
Extremalen durcli den Punkt J? t und fiir den Fall der Parameterdarstellung ge- 
geben (1879), vgl. § Jff.lJJDie Ausdehnung auf ein beliebiges Feld scheint zuerst 
von H. A Schwarz in Vorlesungen gegeben worden zu sein. 

3 ) Vgl. p 88, FuBnote 2 ). 
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A J y-, p, p)dx (25) 

X 1 

ausdrucken ; dabei ist (x, y) ein Punkt von ©, p das Gefalle von S im 
Punkt (Xj y) und p =p(x, y) das Gefalle der durch den Punkt (x 7 y) 
gehmden Extremale des Feldes im Punkt {x, y). 

Der WeierstraB’sclie Satz behalt seine Grtiltigkeit aucb. noeh fur 
das „uneigentliclie“ Feld oJJ. von Extremalen durcb. den Punkt Pi 1 ) 
(obgleich alsdann die Funktion p(x, y) im Punkt P 1 unbestimmt 
wird) ? sowie fur Kurven (5 der Klasse 2 ) D r . 

i 

§ 18. Ableitung weiterer notwendiger Bedingungen aus dem 
WeierstraB’schen Satz. 

Wir benutzen den WeierstraB’scben Satz zunachst zur Ab- 
leitung weiterer notwendiger Bedingungen. 


1 ) Denn scbreibt man das Hilbert’sche Integral 


J* - j'Mdx + Ndy , 


<s 


so baben nach p. 104, FuBnote *), Ende, die Funktionen \ M\ und \ N\ in endlicbe 
obere Grenzen G und U. Fuhrt man daher den Bogen als unabbangige Yariable 
ein und bezeicbnet mit l die Lange des Bogens (E, so folgt biexaus, zun&cbst fur 
eine Kurve (E, welche nicbt vom Punkte P 1 ausgebt: 

Ijj w 


Hieraus folgt nacb den ublichen Festsetzungen iiber uneigentlicbe bestimmte 
Integrate, dafi das Integral aucb nocb fur solcbe Kurven © einen bestimmten 
endlicben Wert bebalt, welcbe vom Punkt P x ausgeben, und dafi aucb fiir solcbe 
Kurven die TJngleicbung (26) besteben bleibt. Wir zieben jetzt vom Punkt P t 
nacb irgend einem Punkt P von o zwei Kurven (E, (E' der Klasse C' TJm zu 
zeigen, dafi J^> = <7^, zieben wir eine Gerade: # = # 1 -j-£, wo s eine kleine 
positive GrdBe ist; ibre Scbnittpunkte mit (E und S' seien Q und Q ' resp. Dann 
konnen wir scbreiben 


J*, -j+ = [J* (QQ'Pj- j* {QPj\ + [J’(Pi <30 - Q) - J*(.QQ'y\ ■ 

Die erste Klammer auf der recbten Seite ist Null, da bier der Hilbert’sche 
Unabbangigkeitssatz gilt; die zweite wird nacb (26) mit s unendlicb klein, also ist 

Jb = ji 

Hieraus folgt dann wie oben der WeierstraB’sche Satz. 

2 ) Ygl § 10, c) und § 6, p 36, FuBnote 8 ). 



112 Drittes KapiteL Hmrelchende Bedmgungen b d. emfachsten Klasse v Aufgaben. 


a) Die WeierstraB’sche Bedingung: 

Wir setzen voraus, daB fur unseren Extremalenbogen © 0 die 
Bedmgungen (IP) und (IIP) erfullt sind. Dann bildet die Scbar yon 
Extremalen durch den Punkt P t ein „uneigentliches“ Feld 1 ) <$, uni 
den Bogen @ 0 

Wir wahlen dann auf @ 0 zwiscben P x und P 2 einen Punkt 
P 3 (# 3; 2 / 3 ) und zieben durch P 3 erne Gerade 

y~y a -■z's)- 


P 4 sei derjenige Punkt dieser Geraden, dessen Abszisse x 4 *= x s — h, 
wo h eine kle*ne positive GroBe ist. Wahlen wir h hmreichend klem, 

so wird der Punkt P 4 



geht 
4 eine 
Extre-* 


Uig 10 


im Innern von 
liegen, und es 
daher durch P 
und nur eine 
male P x P 4 des Feldes. 
Wir variieren jetzt den 
Bogen © 0 , mdem wir 
den Bogen P x P 3 durch 
die gebrochene Kurye 
P 1 P 4 P 3 er setzen, wah- 
rend wir das Stuck 
P*P. 2 ungeiindert las-. 


- B 

sen. Dann ist nack 

dem WeierstraB’sehen Sate, der nach den am Ende von § 17, c) 
gemachten Bemerkungen auf den gegenwartigen Fall anwendbar ist 


AJ =j\(x, y ; p,y’)dx, 

genommen entlang der Kurye P t P 4 P 3 

Da aber der Bogen P 1 P 4 eine Extremate des Feldes ist, so ist 
entlang P 1 P 4; : y = $, und deshalb, wie aus der Definition (24) der 
8-Funktion folgt, der Integrand yon A J gleich Null. Daber reduziert 
sich der Ausdruck fiir A J auf 

X\ 

AJ=f%(x, y ; jo, p$) dx (27) 

Xi — 7i 

genommen entlang P 4 P 3 . 


*) Ygl § 16, d) und p 104, Fufinote *) 



§ 18 Ableitung weiterer notwendig. Bedingungen a d W eierstrab’schen Satz. 113 


Angenommen, es ware nun 

H x s>Vb', Pa,Ps)<°> 

wo das Gefalle von @ 0 im Punkt P 3 bedeutet; so liefie 

sich. eine gewisse Umgebung des Punktes ( [% s , y s ) angeben, in welcher 

8 (x, y\ p{x, y), p 3 ) < 0, 

wie aus der Stetigkeit der 8-Funktion als Punktion ihrer vier 
Argument© einergeits und der Stetigkeit you p{%, y) andererseits 
folgt. Daraus ergibt sich. aber, dafi der Integrand ron A J far 
hinreichend kleme Werte you h im Intervall [ 2 % — h, # 3 ] be- 
standig negatiY ist, also A J~< 0. Macht man schlieBlich nocb Yon 
dem Lemma iiber die Abrundung der Ecken (§ 14 ; c )) Grebrauch, so 
erhalt man den 

Fundament als at 2 IV: Fie vierte notwendige Bedingung fur 
die Fxistenz eines Mtnimums besteht darin , dafi 

8(x,y(x)-, y'(.oc),p)J> 0 (IV) 

fur 1 ) x t <fx<f.oc 3 und fur jeden endlichen Wert von p. 

Diese Bedingung ist von Weierstjrass im Jakre 1879 entdeckt 
worden 2 * * * ) und wird die Weierstrafi’sche JBedingmg genannt. 

Beispiel IX: (Siehe p. 95) 

/W 2 + s/' 8 - 

Entlang der Kurve @ 0 : 2 / == 0 ist 

y(x)-, $'(#), p) = p\ 1 + p) 

Der Ausdruck kann in jedem Punkt von (£ 0 sein Zeichen wechseln; Bedingung (IT) 
ist also nicht erfullt und (S 0 liefert kein starkes Minimum, wie wir schon m 
§ 15, d) auf elementarem Wege gezeigt haben 
Beispiel X. Das Integral 

1= j y'*(l + yydx 

x i 

zu einem Maximum Oder Minimum zu macben. 

Nach § 6, a), Beispiel VI, sind die Extremalen gerade Lmien; insbesondere 
ist also die Extremale @ 0 die Grerade durch die beiden gegebenen Punkte B x 

i) Zunachst fur o^OO* und aus Stetigkeitsgrunden auch fur x = x 1 

und x = oj 2 . 

s) Vgl p. 96, FuBnote l ). Fur den hier gegebenen Beweis vgl, Hedbick, 

Bulletin of the American Mathematical Society, Bd IX (1902), p. 14= 

Bolza, Y anationareclunang 8 
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und P 2 ; ikre Gleichung sei 

(£o y^mx-\-n. 

Dann ist 

JJ(a:) = 2(6m s + 6w+l) 

A ($J , UJj. ) UJ ■ " ■ ■ 

Sm& jetzt m l und m s die beiden Wurzeln der Gleickung 

6m 2 -|- 6m-f- 1 = 0, 


namlich 


■*)-- 


0 2113 # * * 


• 0 • 7887 . . 


B )> 0 , wenn on )> m 1 oder on < m s , 

P < 0 , wenn ooi 2 <i on m 1 . 

Im ersten Fall smd die drei ersten notwendigen Bedmgungen fur ein Minimum, 
m zweiten Fall fur ein Maximum erfullt 
Endlick ist 

S(a, 2 ?(£); 2 /'(*), p) = (y — «»)* [(£> + m + !)* + 2«hw + lj] . 
jN'uh ist die quadra tische Funktion von p in der eckigen Klammer bestandig 
positiv, wenn onion — {- 1) 1> 0 ; sie kann ikr Zeicken weckseln, wenn on(gn -f* 1) < 0; 
und sie reduziert sick auf ein vollstandiges Quadrat, wenn m(gn -f- 1) == 0 
Wir erkalten also das Resultat 

Wenn m^> 0 oder on <; — 1, so ist die Bedmgung (IV) erfullt, wenn — l <f on <^Q , 
so ist die Bedinguoig (IV) oiicht erfullt , und die Gei ade P 1 P 2 liefert sickei weder 
ein starkes Maximum nock ein starkes Minimum 

Das letztere Besultat laBt sick auck auf ganz elementarena Wege folgender- 


mafien beweisen* "Wenn — l<m<^0 7 so ist einerseits sicker der Wert yon 

«7^ o )> 0 ; andererseits konnen wir aber 

— (und zwar auf un endlick viele Weisen) 

3 — -i 2/ ^ -h <* P x und P s durch eine gebrockene Linie 

_ .5 veibinden, die aus geradlimgen Stucken 

® bestekt, welcke abweckselnd das Gefalle 0 

o und -1 besitzen (z. B P t P, S P 4 P 5 P 2 ), 

$( x )-q und diese gebrockene Lime ist m der 

Form y = f\x) darstellbar x ) (was nickt 

^ r t moglick ware, wenn on > 0 oder m< — 1). 

Flg 20 Fur eine solcke gebiockene Linie ist 

aber offenbar J = 0. ScklieBlich hat 
man nock von dem Lemma uber diskontinuierlicke Variationen Gebrauch zu 
machen (§ 14 , c)) 


■ 1 < on < 0 , 


*) Vgl. dazu 
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b) Beziebung zwiscben der WeierstraB’scben and der Legen- 
dre’scben Bedingang: 

Wendet man die Taylor’sche Formel auf die Different 

f( x > y,0?) — f(x, y,p) 

an, so erhalt man die folgende wichtige Relation 1 ) zwiscben der 
8-Funktion und der Funktion f , 

8(z, y, p,p) = g,p*), (28) 

wobei p* emen Mittelwert zwischen p und p bedeutet, also 

p*=p+ 0{p-p), 0 < 0 < 1 . 

Hieraus folgt der 

Zusat 0 I: Die Bedingung (IY) ist stets erfiillt , ivenn 

f y r y ,(x,y{x),p)^0 (II a ) 

far x ± <; x x 2 und fur jeden endlichen Wert von p. 

Ferner ergibt sich aus (28) 

-««(*>»> i-); (29) 

daraus folgt der 

Zusat z II: Die Legendre’sche 
Bedingung 

fy,A x > y ( - x )> y'(®)) !> ° in [% x 2 ] (ii) 

ist in der Weierstra fi’schen Bedingung 
enthalten. 

Die vorangebenden Resultate werden sehr 
gilt durcb die folgende von Zermelo *) her- 
rnhrende geometnsche Interpretation der %-Funk- 
tton veranscbaulicht: 

Es bezeichne f(p) die Funktion f(x,y,p) 
als Funktion von p allein betracbtet; wir 
konstruieren, bei festgehaltenen Werten von oc und y , die Kurve 

u = f(p) (30) 

und zieben die Tangente P 0 T im Punkt P 0 , dessen Abszisse p = y'; es seien P 

*) Diese Relation findet sicb zuerst bei Zermelo, Dissertation, p. 67; sie 
entspricht der Weierstrafi’schen Relation (125), Kap. V, zwiscben 8 und F 1 
im Fall der Parameterdarstellung. 

*) loc cit., p. 67. 



8 
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und Q die Schnittpunkte der G-eraden p=p respektive mit der Kurve (30) und 
der Tangente JP 0 T. 

Alsdann wird die GrSBe 

&{x,y, y', $) = f(p) — f{y) — (p — y')f(y 0 
daxgestellt durch den Yektor Q1 ? 1 nnd die Bedingung 

8(«» y; y\ p) > 0 (iv) 

bedentet geometnsch, dad die Kurve (30) ganz oberhdlb — oder tvemgstens mcht 
unterhalb — der Tangente P 0 T liegt 

Damit die Ungleichung (IV) stattfinde, ist daber: 

1. Notwendig, daB die Kurve (30) im Pnnkt p = y' ihre konvexe Seite 
nach unten kehrt, d h daB 

Dies ist aber unsere alte Bedingung (II) 

2. Hinreichend, daB die Kurve (30) uberall ihre konvexe Seite nach 

unten kehrt, d. b daB _ 

f"(p)> 0 

fur jedes p; das ist aber die obige Bedingung (Ha) 

Aber weder ist die erste Bedingung hinreicbend nocb die zweite notwendig. 

c) Unzulanglichkeit der Bedingungen (I), (II’), (III’), (IV’): 

Indem wir ? aknlich wie bei den friiberen Bedingungen, Ausnahme- 
falle bei Seite lassen, wollen wir voraussetzen, daB fur unsere Ex- 
tremale @ 0 die Bedingung (IV) m der etwas starkeren Form 

&{x,y{x) ] y\x),$)> 0 (IV’) 

fur: _ 

jp 4 = y(x) 

erfiillt ist. 

Wir wollen zunackst zeigen, daB auck die Bedingungen (I), (IF), 
(IIP) } (IV’) fur ein Minimum noch nicht hinreichend smd 

Dazu geniigt wieder ein einziges Beispiel ; in welckem die an- 
gegebenen Bedingungen erfiillt smd und trotzdem kein Minimum ein- 
tritt. Ein derartiges Beispiel ist das folgende: 

J B eispiel 1 ) XI Das Integral 

l 

J = p\ay '* — ±byy' 8 + 2 bxy r ^\dx 
o 

zu einem Minimum zu machen; dabei sollen a und b positive Konstanten sein 

x ) Vgl. Bolzx, Bulletin of tbe American Mathematical Society, 
Bd. IX, p. 9. Weitere Beispiele folgen unter d). 
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uad die beiden Endpunkte sollen die Koordinaten {x 1 , y t ) = (0,0), (« a , y 2 ) = (l, o) 
kaben. 

Die Euler’scke Differentialgleickung reduziert sick Her auf 

V fy'y' ^ ^ i 

WO 

fytyt — ^a — 2 4&2Z2/' 4 * S^bxy'* . 

Die einzige Extremale durck die beiden Punkte P 1 (0 , 0) und P 2 (1 , 0) ist 
die gerade Linie 

@0 y — 0 . 

Die Bedingung (II 1 ) ist erfullt, da 

fy'y’fa $(#), y{x))=z=2a>0 (IT) 

Die Schar von Extremalen dnrcli den Punkt 1 st das Busckel von Ge- 
raden durck den Punkt P 1 ; daber existiert kein zn P t konjugierter Punkt und 
(jn 1 ) ist erfullt. 

Perner ist 

y\ y\p) = (p — y'Y {(a — %byy + 6 bxy' % ) — 4bp(y — xy) -f %bxp * }; 
also entlang (£ 0 : 

8(oj, $(#); ^'(^),^)^^ 2 (« + 2&^p 2 )>0, (IV’) 

fur =4= 0 

Somit sind die Bedingungen (I), (J-T ) , (HT), (IV 1 ) erfiillt 
Trotzdem hefert der Bogen (£ 0 hem 
Minimum, fur das Integral J. Denn 
ersetzt man die Gerade P X P 2 durck die 
gebrockene Linie P 2 PP 2 und bezeicknet 
die Koordinaten von P mit k, so 

findet man fur die tot ale Variation A J 
leickt den Ausdruck 

A J= ft 2 1~ p- 4 . __ 4 . ^ 4 . 3 + (h\ 

wo (h) mit h gegen Null konvergiert 

Ist jetzt eine positive GroBe q beliebig vorgegeben, so w’akle man | k | < q 
und lasse h gegen Null konvergieren, wakrend h festgekalten wird Dann folgt, 
da 5>0, daB A/<0 fur alle kmreickend kleinen Werte von h. Indem man 
scklieBlick nook das Lemma uber die Abrundung der Ecken (§ 14, c)) anwendet, 
erkalt man das Resultat, daB die Gerade P 1 P 2 in der Tat kein starkes Minimum 
fur das Integral J liefert. 

d) Eine fiinfte notwendige Bedingung 1 ); 

Man erkalt eine weitere notwendige Bedingung durck eine Modifikation 
des unter a) benutzten Verfakrens, die durck das obige Beispiel nakegelegt wird. 


*) Vgl.BoLZA, Transactions of tke American Matkematical Society, 
Bd VII (1906), p 314. 
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Statt namlich, wie dort, die Gerade P 4 P S festzuhalten und P 4 auf derselben sich 
dem Punkte P s nahern zu lassen, drehen tvir jetzt die Gerade P 4 P s um den 
Punkt P 3 , so dafi sie sich der vertilalen Page nahert, wahrend der Ptmkfc P 4 sieh 
auf einer Geraden parallel der aj-Achse bewegt. Bezeichnen wir die Ordinate 
des Punktes P 4 mit* y 4 = y 3 — k, so heiBt dies analytisch, wir halten k fest und 
lassen 7i gegen Hull konvergieren. Bei diesem Grenzprozess hat die durch (27) 
ausgedrnckte totale Variation A J zwar nicht notwendig einen bestimmten Grenz- 
wert, aber sicher einen bestimmten „unteren Limes ul ), der endlich oder oo 
oder — oo sein kann. Pur em Minimum ist dann notwendig, daB dieser untere 
Limes )>0 fur alle hinreichend kl einen Werte von \h\. 

Ganz dieselben Schliisse kann man auch auf die Extremalenschar durch 
den Punkt P 2 und die Variation P 3 P 6 P 2 (siehe Pigur 19) anwenden Um die 
Resultate der beiden Prozesse in einer Pormel veremigen zu konnen, fuhren wir 
die Symbole ein: 

£ 1 = — 1 » *3 = + 1 

und bezeichnen fur i = 1, 2 nut p t (sc, y) das Gefalle im Punkt (x, y) derjemgen 
durch den Punkt (x> y ) gehenden Extremale, welche dem von den Extremalen 
durch den Punkt P 4 gebildeten Peld angehort Dann laBt sich die angegebene 
Bedingung schreiben 

i 

(x,y-, p t (cc,y), k^dt^>0 , (31) 

0 

wo 

% = %s + s z ht , y = y s + sjct . 


Die Uhgleichung muB gelten far % = 1 und % = 2 , wenn x x <( x 3 < x 2 ; fur 
i = 1 , wenn x s = ; fur i = 2 , wenn x s = x x , und zwar fur alle hinreichend 

kleinen Werte von \k\. 

Setzt man for die &-Funktion ihren Wert em und bezeichnet: 


S t (h, Jc , x s ) 


i 

= J h f(^ * + ***** y> + Stkt 'j) 


dt , 


(32) 


so nimmt die Bedingung (31) nach eimgen Vereinfachungen die Form an 2 ) 


^ j=!_ o 8 t (h, ft, as s ) — ft J~‘ > y s + 2 >» C«S, y% + * t ft*)) 


0. (V) 


1 ) Auch „Untere Unhestimmtheitsgrenze u , vgl A II 5. 
s ) Fur die weitere Ausfuhrung siehe das Zitat p 117, FuBnote x ). Oh diese 
Bedingung (eventuell nach Unterdruckung des Gleichheitszeichens) zusammen 
mit den fniheren Bedingungen (I), (II 1 ), (III 1 ), (IV 1 ) auch hinreichend ist, ist noch 
unentschieden. 
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Beispiel XI (sieke p 116): 

/*= ay- — Abyy' B + 2bxy' i 

Man nndet 

Sfl, l , x s ) = ^ z [2bl 2 x z — bl 2 eh + ah~] 

Wenn ^>0, so ist der untere Limes von S t gleick +oo, und (Y) ist 
erfullt , ist dagegen ^ = ^ = 0, in welckem Fall (Y) fur i » 2 erfiillt sem 
muB, so ist derselbe — oc, und (Y) ist nickt erfullt Dies ist der Grand, warum 
hier kem Minimum stattfindet, wenn das Intervall [ x t x . 2 J sick bis zum Punkt x = 0 
erstreckt 

Bei spiel XII 1 ) Das Integral 

J =J\y ,% — y'y'^dx , 

zu emem Minimum zu macken, wenn die beiden gegebenen Punkte P x , P 2 auf 
der #-Ackse liegen. 

Hier smd die Extxemalen im allgemeinen keine Geraden, wokl aber ist die 
spezielle Gerade 

G 0 y = 0 == y(x) 
eine Extremale. Man findet leicht 

fyfyi(sc^ y(x), y {, x )) == 2 
$(x, y(x); §'(x), p)==p*. 

Also smd die Bedingungen (II’), (UP), (IY’) erfullt, wenn x t und x 2 kin- 
reickend nake beieinander angenommen werden. Trotzdem liefert (£ 0 kem starkes 
Extremum Denn es ist 

x.2 r m -i 

Der untere Limes von S. ist also — oo fur i = 1 , 2 und fur jedes x A . 2 ) 

§ 19. Hinreicliende Bedingungen fur ein starkes Extremum. 

Wir setzen wie im vorigen Paragraphen voraus, daB die Ex- 
tremale @ 0 den Bedingungen (II 5 ) und (III 5 ) geniigt. Es sei 3 ) of irgend 
ein Feld von Extremalen um den Bogen @ 0; und 

*) Dasselbe rukrt von Caratheodory ker, vgl Archiy fur Matkematik 
und Pkysik (3), Bd X (1906), p. 185. 

2 ) Hierzu die Ubungsmifgaben Nr 33, 34 am Ende von Kap III 

8 ) DaB @ 0 mit einem Feld umgeben werden kann, folgt nack § 16, d) aus 
(II’) und (III’), wokei iikrigens auck § 12 , b), insbesondere die FuBnote x ) auf 
p. 73 sowie § 13, a) zu vergleicken smd Das Feld braucht aber nickt yon der 
speziellen dort benutzten Art zu sem. 
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(£: y = y(x) 7 x 1 cx<^x 2? 

irgend eine Kurye der Klasse C' , welche yon P t nac b P 2 gezogen ist 
und ganz im Bereicb oP liegt. Dann gilt fur die totale Variation: 
AJ=Jn — der WeierstraB’sche Fundamentalsatz (25). Hieraus 
lassen sieb nun auf verschiedene Arten lunreicliende Bedingungen fur 
em siarkes Minimum ableiten: 

a) Hinreiebende Bedingungen, ausgedriickt mittels der 8-Funktion ; 
Es bedeute wieder p(%, y ) das Grefalle der durch den Punkt ( x , y ) 
gehenden Extremale des Feldes, im Punkt ( oc , y ) Wenn dann 

8(#, y\ !> 0 (iv b ) 

fur jeden Punkt ( [x , y ) yon o P und fur jeden endlichen Wert yon p , 
so ist der Integrand yon A J sicker ;> 0 mi Intervall [%%], also 
AJ">0. Die Kurye © 0 liefert also nach unserer Definition 1 ) (§ 3, b)) 
ein (starkes) Minimum. 

Das Minimum ist jedock mckt notwendig em „eigentlicbes“ Mini- 
mum, es kann auch ein ,/un eigen tliches“ sein (§ 3, b)). 

Zu dem letzteren Punkt ist nun nock folgendes zu bemerken: 
Aus der Definition der Funktion p,p) folgt, daB dieselbe, als 

Funktion ikrer yier Argumente betrachtet, stets yerscbwindet, wenn 
p*=p] man sagt in diesem Fall nack Kneser, die 8 -Funktion yer- 
sehwinde in „ordentlicher“ Weise. Ist dagegen: %(x, y\ p, p) = 0, 
wakrend p^p, so sagt man, die 8 -Funktion yersckwinde fur das 
betracktete Wertsystem in )} au/ierordentUclier £: Weise. 

Wenn wir nun der Bedingung (IV b ) nock die Bedmgung bmzu- 
fiigen, daB die 8-Funktion im Felde of nur m ordentlicker Weise 
yerscbwinden soil, so laBt sick zeigen, daB alsdann das Minimum stets 
em eigentlicb.es ist. 

Denn wenn die Bedingung (IVb) erfullt ist, so kann nack be- 
kannten Satzen fiber bestimmte Integrale A J nur dann gleick Null 
sem, wenn entlang der ganzen Kurye (£ 

y), y) = 0; (33) 

und wenn die 8-Funktion im Feld nur in ordentlicker Weise yer- 

sckwindet, so ist dies nur in der Weise moglicb, daB in jedem 

Punkt (x, y ) yon ©: 

y y), (34) 

*) Man beachte, daB nach der Definition eines den Bogen (£ 0 umgebenden 
Feldes cf (§16, c)) eine Nachbarschaft (q) von (£ 0 existiert, welche in of ent- 
halten ist 
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d. b. wenn die Extremale des Feldes durch den Punkt (x, y) die 
Kurve 6 im Punkt (x, y) beriibrt. Dies kann jedoch nur dann fur 
jeden Punkt der Kurve © emtreten, wenn © mit @ 0 identisch ist. 
Denn 1 ) wird die das Feld of bildende Extremalenschar, wie friiher. mit 

y — <p{x, a) 

bezeichnet, so gilt naeb (8) m jedem Punkt von © die Gleichung 

y(x) = cp(x, a(x, y)), 

wobei a wieder die inverse Funktion des Feldes bedeutet. Differentiiert 
man diese Gleicbung nacb x, so kommt 

y( x ) = <Px( x > a ) + vJx, a ) da( d^ > 

oder nach (9), 

y -p(x, y) = <p a (x, fl) 

Nun ist aber nach. § 16, d), Ende ; (p a {x, a) + 0 in of. Ware daher 
(34) in jedem Punkt von (S erfullt, so miiBte sein 

da(cc,y) A 
dx ~" U > 

also &(%, y) = konst., d. h. aber S miiBte selbst eine Extremale des 
Feldes sein, und zwar miiBte K mit @ 0 identisch sein, da & durch den 
Punkt P 2 geht und @ 0 die einzige Extremale des Feldes ist, welche 
durch P 2 geht. 

Hieraus ergibt sich aber in der Terminologie von § 3, b) das 
Resultat: 

Wenn die Ungleichung 

8(X, y- p(x, y),p)> 0 (IV b’) 

• 

erfullt ist fur jeden Pimht (x y y) eines Feldes of um den Extremalen- 
iogen (£ 0 und fur jeden endlichen Wert ivelcher von $(x, y) verschieden 
ist , so hefert der Bogen @ 0 ein starves, eigenthches Minimum fiir das 
Integral J. 

Zuweilen kommt es vor, daB der Bereich 91, auf welchen die 
zulassigen Funktionen beschrankt sind, selbst ein Feld um den Bogen @ 0 
bildet; alsdann ist das Minimum nicht nur em relatives, sondern ein 
absolutes (§ 3, a)). 

*) Der Beweis riihrt von Kneser her, vgl. Lehrbuch, § 22; vgl. auch Osgood, 
loc. cit , p. 118 



1 22 Dnttes Kapitel. Hinreichen.de Bedingungen b. d. einfachsten Klasse y. Aufgaben 


Bet spiel X (siehe p. 113) 

/W 2 (l + 2/T* 

Die Schar von geraden Linien 

y = nix -f- a 

parallel der Geraden P X P 2 lxefert offenbar ein Feld uni P X P 2 , fur welches 

p(pc, y) = m 

Daher ist hier 

8(x, y ; p{x, y),p)^(p~m)*[(p + m + l)* + 2m(m + 1)] 

Wenn m^>0 Oder m < — 1, so ist also die Bedingnng (TW) eifullt Zu- 
samraenfassend erhalten wxr daher mit Eucksicht anf die Ergebnisse von p 114 
fur das gegenwartige Beispiel das Eesultat: 

1. Wenn 0 Oder m <C_ — 1, so liefert die Gerade P X P 2 ein starves, 
eigentliehes Minimum 1 ), nnd zwar nicht nur ein relatives, sondem ein absolutes , 
da das Feld hier die ganze ?/-Ebene ausfiillt 

2. Dies gilt auch noch fur m = 0 nnd m = — 1, da alsdann 0, 

wahrend fur jede andere zulassige Knrve 0. 

3 Wenn m 1 < m < 0 oder — 1 •< m < m 2 , so liefert P x P 2 zwar Icein starlces 
aber dock em schtcaches Minimum (nach § 15, b)); vgl. anch unten nnter c) 

4. Wenn m 2 < m < m 1 , so liefert P x P 2 em schivaches Maximum 

5. Wenn endlich m = oder m — m 2 , so liefert P x P 2 weder em Minimum 
noch em Maximum, und zioar nicht eirnnal em schivaches. Denn alsdann ist die 
zweite Variation identisch Null nnd die dntte von FTnll verschieden, da allgemein 
entlang einer Extremale far y = y-\-G> 


6 (m — m x ) (m — + 2 (2m + 1 )J*co' s dx -j- J^cn ri dx 


Wenn die Bedingnng (IV b) erfullt ist, so ist a fortiori auch (IV ; ) 
erfullt, da entlang © 0 : p(oc, y) = $'(#). DaB das Umgekehrte nicht 
richtig ist, folgt schon a priori aus dem in § 18, c) Bewiesenen. 

Wir wollen es zum UberfluB noch an Beispiel XI verifizieren. Die Geraden 
parallel der #-Achse bilden ein Feld c^, fur welches p{x, y) = 0. Daher ist 

y\ p{x , y),p)=p % (a — kbpy + 2bxp) . 


*) Man kann dies hbrigens anch mit ganz elementaren Mitteln beweisen, 
da die tetale Variation fur irgend eine znlassige Variation y = y -)- <o sich 
schreiben laht: 
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Piir die Extremale y = 0 ist dies zwar stets positiv, *wenn jb =j= 0 ; aber wie 
klein wir aucb Tz wahlen mogen, so konnen wir dock stets in Punkte finden, 

Mr welche bei passendem p , 8 < 0 . Wir brauehen nur p = - zu wablen und x 

x 

hinreichend klem zu nebmen. 

b) Hinreiehende Bedingungen, ausgedriiekt mittels der Punk- 
tion f y , y ,: 

Bei Anwendungen sind die hmreichenden Bedingungen, die sich 
auf diese Weise unnaittelbar aus dem WeierstraB’schen Fundamental- 
satz ergeben, lm allgemeinen ziemlich umsfcandlich In yielen Fallen 
reicbt man jedocb mit einer einfacheren, allerdings weniger allgemeinen 
Bedingnng aus, die wir in folgendem Satz formulieren: 

Fundamentalsatz V: Wenn die Extremale x ) © 0 den m P t 
konjagierten Punkt Pf nicht enthalt: 

x 2 < x; (IIP) 

und liber dies die Bedingung 

fy'y’iZ, V, P)>0 (IV) 

m jedem Punkt (x, y ) einer geuissen Nachbarschaft (p) von @ 0 fur 
yeden endlichen Wert von p erfullt ist, so hefert @ 0 ein starkes, eigent- 
liches Minimum fur das Integral 

y, y')dx. 

Denn nacb dem Satz iiber gleichmaBige Stetigkeit 2 ) konnen wir 
stets k so klein wahlen, daJB das Feld $ k7 mit dem wir alsdann denBogen 
© 0 nmgeben konnen, 3 ) ganz in der Nachbarschaft (p) yon S 0 ent- 
halten ist. Dann folgt aber aus der Voraussetzung (IV) auf Grrund 
der Relation (28) zwischen der 8-Funktion und der Funktion f y , yty 
dafi die Bedingung (IYV) im Bereich erftillt ist, woraus dann nach 
a) die Existenz des Mimmums folgt. 

Ein Problem, fur Welches 

ftftfi?, y,I>)= 1= 0 ( 35 ) 

in jedem Punkt ( x , y ) des Bereiches 91 fur jeden endlichen Wert 
yon p , wird nach Hilbert ein regular es Problem genannt. 4 ) Bei 

*) Ygl. p 88, FuBnote 2 ). 2 ) Ygl. A El 8. 

3 ) Man vergleiche die Bemerkungen im Eingang dieses Paragraphen und 
beachte, daB (IT) in (HF; entbalten ist. 

4 ) Ygl. dazu § 24, c). 



124 Drittes Kapitel. Hinreichende Bedingnngen b d einfaehsten Klasse v Aufgaben. 


einem regnlaren Problem braucht man sicb daher nur zu iiberzeugen, 
daB der Extremalenbogen P t P 2 den zu P t konjugierten Punkt nieht 
enfchalt, um sicher zu sein ; daB em starkes Extremum stattfindet. 
Beispiel XIII 1 ): 

f^G{x,y)V± + y'~*\ 


wo G(cn,y) eine Funktion von x und y ist, welcke in einem gewissen Bereich 
01 -von der Klasse G" ist. 

Hier ist 


fy'y'{X,y,p) = 


G{x,y) 

_ (yi+F ') 3 


Daher liefert jede Extremale © 0 , welcbe ganz im Innern von SI liegt, and welche 
den zu P 1 konjugierten Punkt mcht enthalt, ein starkes Minimum, vorausgesetzt 
daB G(x,y)^> 0 entlang @ 0 . Denn da G(x,y) in emer gewissen Umgebung 
von (S 0 stetig ist und positiv entlang @ 0 , so ist G(cc,y) nach § 21, b) auch nock 
positiv in einer gewissen Naehbarschaft (q) von @ 0 , und daher ist (H’b) erfullt. 

Fur G(x,y) =y folgt kieraus fux Beispiel T (siehe pp 1, 33, 72, 79), 
daB der Bogen P X P 2 der Kettenlinie 

2/ = “o Oh ~~ 

IX Q 

ein starkes Minimum fur das Integral 


I yV T+p^dos 

*i 

liefert, falls er den zu JP 1 konjugierten Punkt P/ nicht enthalt 2 ) 

Aus dem Beweis des letzten Satzes geht hervor, daB man dem 
Satz auch folgende, nach § 16, d) damit aquixalente Form geben kann: 

Wenn der Extremalenbogen © 0 mit einem Feld umgeben werden 
Jcann, und wenn uberdies die Pedingung (lib) erfullt ist, so liefert © 0 
ein starkes Minimum 

Haufig ist die Existenz eines speziellen Feldes um den Bogen @ 0 
geometrisch evident, wahrend die Bestimmung des konjugierten 
Punktes umstandlicher ist. In solchen Fallen ist die zweite Form 
des Satzes vorzuziehen. 

Beispiel VII (Siehe pp. 33, 99): Das Integral 

,-&ZEZL d . 

J y 




2 ) Wegen mecbanischer und optischer Deutungen dieses Problems vgl die 
TTbungsaufgaben Nr 9 und 17 zu Kap. V. 

2 ) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 2 — 12, 33 — 38 am En.de von Kap III. 
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zu emem Minimum zu machen. Dabei war der Bereieb 31 die obere Halbebene : 

y>^ • 

Die Extremalen waren Halbkreise, welcbe ibre Mittelpunkte auf der a?-Achse 
baben Bezeicbnet 

®o= y — Vl» 0 8 -(*-<F 

den speziellen Halbkreis, welcher durch die beiden Punkte P x , JP 2 geht, so bildet 
die Scbar der damit konzentriscben Halbkreise 

y = Ya* — (as — <*oF = V (®, O) 

ein Feld, am den Bogen @ 0 . tJberdies ist (DV) in der ganzen oberen Halbebene 
erfullt, da 

4 '‘" - v<VT+7*') , ' 

Der Halbkreis (£ 0 liefert also wirklicb ein starkes, eigentliches Minimum fur das 
Integral J , und zwar ist das Minimum ein absolutes , da das Held die ganze 
obere Halbebene ausfullt, also mit dem Bereich 31 identisch ist 

Anmerkung: Es muB ausdriicklich hervorgeboben werden, daB 
es nicht Jiinreichend ist, daB die Ungleicbung 

fy'y’{ X , V,P)> 0 

entlang der Extremalen @ 0 erfullt ist, oder anders gescbrieben, daB 

f y , y ,(x, y{x), Y)>0 (II a ’) 

fur x 1 <^x<^x 2 und fiir jedes endliche p. 

Dies zeigt unser Beispiel XI (Siebe p. 116): 

f= ay' 2 — kbyy' z -j- 2 bxy' 4 * 

Denn bier ist entlang der Extremalen 

= 2/ = 0 , 0^>^1, 

f y r y r(x,y(x),p)^2a-]r24:bxp 2 >0 

fur 0 x <[ 1 und fiir jedes endlicbe p . Trotzdem findet kein starkes Minimum 
statt, wie wir in § 18, c) geseben baben. 

Andererseits ist die Eedingung (IV) nicht notwendig fiir ein 
starkes Minimum, ja sogar nicht einmal die viel schwdchere Eedingung: 

fy>,/( X , y(Y, P) !> 0 (Ha) 

fiir x x ^x<^x 2 und fiir jedes endlicbe p. 

Dies zeigt Beispiel X (Siehe p 122) 

f=y'°-(l + y’y- 
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Hier ist 

fy r y’ { &>§&)'>P) zsss + 6 I> + 1); 

diese Funktion von p kann sowohl negative als positive Werte annehmen, nnd 
trotzdem findet, wie wir unter aj gesehen ha ben, ein starkes Minimum statt, 
wenn m <C. — 1 Oder ni ^ > 0 . 

c) Hinreichende Bedingungen fiir ein Extremum bei Gefallbe- 
schrankungen 1 ): 

Bei imserer Definition des Mimmums (§ 3 , b)) konnte das Getalle dei zu- 
lassigen hCurven lrgend welche endlichen Werte annehmen Man kann aber 
die Definition auch in der Weise modifizieren, daB man dem Gefalle gewisse 
Beschrankungen anferlegt Auch fni solche F&lle lassen sich aus dem Weier- 
straB’schen Fundamentalsatz hinreichende Bedingnngen ableiten. 

Hierher gehdrt vor allem der folgende, von Lindeberg 2 ) herruhxende Sa^z, 
fur dessen Beweis wir auf die Arbeit von Lindeberg verweisen* 

Bind fur die JExtremale (£ 0 die Bedingungen (IT) und (III 1 ) erfullt, und ist 

&(x,y{x), y(x)ip)> 0 (36) 

in dem Bereich _ 

Q<\p — ij'{x) |<V (37) 

wo r erne behebige endhche positive Grofie ist , so la ft sich erne positive Giofe i 
bestimmen, derart daft 

A J>0 

fm alle zidassigen Vanationen (£ des Bogens fur ivelcJie 

I y(%) — #(*010. I r(«) — f (®) I < r ' C 38 ) 

Zusatz I: Ans dem obigen Satz folgt nnmittelbar der schon fruher 
(§ 15, b)) bewiesene Satz, daB die Bedingnngen (I), (II’), (IH 1 ) fm em schwaches 
Minimum hinreichend sind. 

Denn znnachst folgt ans (IT), nach § 21, b) daB sich eine positive GroBe r 
bestimmen lafit, derart, daB 

fy'y'(X,lj(X),p)>0 

im Bereich 

x x <£C <> 2 , \$ — y(x) \ <Y? 

nnd nunmehr ergibt sich ans (28), daB fur eben diesen Wert r die Voraus- 
setznngen des Lmdeberg’schen Satzes erfullt sind. 

Zusatz II: Ist G eine beliebige positive GioBe, groBer als das Maximum M! 
von | if (sc) |, nnd werden alle mlassigen Kuroen der Bedmgung unterworfen , daft 

*) Ygl. hierzn auch Bei spiel VIII, p 34. 

2 ) Mathematische Annalen, Bd. L1X (1904), p. 334. Der Satz sagt 
wesentlich mehr aus, als daB der Bogen (£ 0 ein schwaches Minimum liefert; das 
Sauptgewicht liegt darauf, daB die obere Grenze fur | y\x) — y(x) ] in (38) 
identisch ist mit der in (37) vorkommenden GroBe r . 
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ihr Gefalle deni absolute n Wert nach <f G sem soil, so sind die Bedingungen (Ij, 
(II’j, (HP;, (IV’; far em starkes Minimum hinreichend. 

2um Beweis braucht man nur den obigen Satz mit i ' = G + M' anzuwenden. 

d) Tabelle der notwendigen und der hinreiebenden Bediugungeu: 

Zur bessern Ubersicbt stellen wir die versebiedenen Bedingungen, 
welcbe bei der Aufgabe, das Integral 

J=ff(sc, y, y) dx 
© 

bei festen Endpunkten zu einein Minimum zu macben (§ 3, b)), vor- 
gekommen sind, tabellariscb zusammen: 

1 W 

(Euler s Differentialgleichung, p. 24: Eigenscbaften ihres allgemeinen 
Integrals, p. 72). 

Die Kurve 

®o : y*~y(. x )> x x <^x^Xi, 

ist eme Extremale der Klasse O', welebe die beiden gegebenen 
Punkte P t und P 2 verbindet, und ganz im Innem des Bereiebes 91 


liegt (p. 54). 

2 - f, y y(.x, y(x), y(x))^0 in [xyx^ (II) 

( Legendre's Bedingung , p. 57). 

fy',/?, y(V),P) !> 0 (I la) 

in fttr jedes endlicbe p (p. 115). 

fyA x > V,P)S^> (Hb) 

fur jedes (%, y) m einer gewissen Nacbbarscbaffc von ® 0 und fur 
jedes endlicbe p (p. 123). 

3. 0*^0*' (HI) 

wo x/ der zu x, konjugierte Wert ist (Jacobi's Bedingung, p. 87 
und p. 70, FuBnote *). 

4. $(x, y(x)i y\x), p) ^ 0 (IV) 

in [jjj sj fur jedes endlicbe p =(= y(x) ■ ( Weierstrafi 1 Bedingung , 

p. 113). 

8(x, y, p(x, y), p) > 0 (IVb) 



128 Drittes Kapitel Hinreichende Bedingungen b. d einfachsten Klasse v Aufgaben. 


fur jedes (x, y) in einer gewissen Naeh.barsch.aft von @ 0 und fur 
jedes p^rp[x } y) (p. 120). 

5. Bedingung (V), p. 118. 

Die Unterdruekung des Gleichbeitszei chens in (II) bis (IV b ) wird 
durch. einen Apostroph angedeutet Die Bedmgungen (I) ; (II), (III) 
sind notwendig , die Bedingungen (I), (Il ? ), (III 5 ) sind Mnreichend fur 
ein schwaches Minimum . 

Die Bedingungen (I), (II), (III), (IV), (V) sind notwendig , die Be- 
dingungen (I), (IF), (IIP), (IVY) und ebenso die Bedmgungen (1), (II b ; ), 
(III 5 ) sind Mnreichend fiir ein starkes Minimum . 

Die Bedingung (III 5 ) lafit sich hierbei durch die Bedingung, daB 
@ 0 sich mit einem Feld von Extremalen umgeben laBt ersetzen 
(pp- 105, 124). 


§ 20 Znsammenliang des TJnabliangigkeitssatzes mit der 
Hamilton- Jacobi’schen Tlieorie und der Transversalentheorie. 1 ) 

Wir schdieBen bier nocb einige weitere Folgerungen aus dem 
Unabhangigkeitssatz an, die zwar fur die Aufstellung binreicbender 
Bedingungen fiir em Extremum des Integrals J bei festen End- 
punbten nicbt erforderlicb sind, die aber vom Standpunkte der Tbeorie 
der Differentialgleicbungen von groBtem Interesse sind Dem mebr 
formalen Cbarakter der Untersucbung entsprecbend verzichten wir 
jedocb daranf, an dieser Stelle eine strenge Detailbegr undung der 
Scbltisse zu geben, indem wir in dieser Beziebung auf die ausfiibr- 
licbe Bebandlung der Transversaientbeorie in Parameterdarstellung 
in Kap. VII und auf Kap. XII verweisen. 

a) Die Function W(x, y) und die Transversalen des Feldes 2 ): 

Wir kebren zu den Voraussetzungen und Bezeic bn ungen von § 17 
zuriick und denben uns in dem Hilbert’seben invariant en Integral 
J*(P 0 P) den Punkt P 0 (# 0 , y 0 ) festgehalten; den Punkt P(x ? y) da- 
gegen betracbten wir als £rei variabel im Feld oT. Fiir jeden Punkt 
des Feldes ist damn nacb dem TTnabhangigkeitssatz der Wert des 
Integrals (P 0 P) vom Integrations weg (S unabhangig, und durcb 


x ) Dieser Paragraph schlieBt sich unmittelbar an die Entwicklungen von 
§ 17, a) an. 

2 ) Ygl. Zermelo und Hahn, Encyklop&die II A, p. 628 und Hilbert, Zur 
Variationsrechnung , Gottmger Xachnchten, 1905, 2. Heft. 
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Angabe des Punktes P emdeutig bestimmt; er ist also eine ein- 

dentige Funktion von x , y 7 die wir mit W(x 7 y ) bezeicbnen: 

W (oc, y) = J* (P 0 P). (39) 


Nach bekannten Satzen liber Linienintegrale folgt dann, daB das 
Hilbert’sehe Integral J* 7 genommen zwiseben irgend zwei Punkten 
P 3; P 4 des Feldes entlang irgend einer ganz im Felde gelegenen 
Kurve, sich dureh die Fnnktion W(x 7 y) ausdriicken laBt, namlicb 

^3 4 ~ ^0 4 ^0 3 ~ ^ 0 ^ 4 ? 2 / 4 ) W (% Z7 Vs ) * ( 40 ) 

Ferner folgt 1 ) aus der Definition von W, daB 


-jx = /"(*» y> p) -vfy( x > y> p) 

dw , , , 

Jig = /✓(*> % J>) 


(41) 


wo p wieder die Gefallfunktion p(x 7 y) des Feldes of bedeutet. 

Wir betracbten jetzt die Kurvenscbar 

W(x 7 y ) = konst. (42) 

Da die Funktion W im Feld eindeutig definiert ist, so gebt durcb 
jeden Punkt des Feldes eine und nur eine Kurve dieser Scbar. 

Es sei 

W(x,y) = c 


irgend eine Knrve der Scbar (42). 

Sie moge mit % c bezeiebnet werden, nnd sei darstellbar 2 ) in der 
Form 

% c : y — y(x), 

so daB also 

W (oc, y(x) ) = c. (43) 

Die durch einen beliebigen Punkt 
P(x, y ) der Kurve % c gebende Feld- 
extremale © sei Fig 23 . 

<S: y = y(x). 

Dann ist im Scbnittpunkt P der beiden Kurven 



x ) Vgl z. B. Picard, Traite, Bd I, p 93. 

*) Hier ware bei einer strengen Begrimdung zu untexsuchen, unter welch en 
Bedingnngen dies der Fall ist. Es zeigt sich, daB man fur das Folgende voraus- 
setzen mufl, daB 

f(x, tp (re, a) , <p'(x, a)) 4 = 0 , f y '{pc, cp 0 x , a) , g>'(x, a)) 4 = 0 

fur jede Extremale des Feldes 
B o 1 z a , V anationsreclmmig 


9 
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y(x) = y(x) 

und femer nack der Definition der Gefallfunktion 

v(%, y) = y’(x). (44) 

Differentiieren wir jetzt die Identitat (43) nack x und maclien von 
den Gleickungen (41) Grebrauck, so erlialten wir 

f(?> y, p ) ~pfy{%, y, p) + yf,/x, y, p) = o ; 

wegen (44) konnen wir dies auck sckreiben 

f( x , v, y') + & — y') f,A x > v> y ') = 0 • ( 45 ) 

Hierin sind x, y die Koordinaten des Sckmttpunktes P ; y' ist das 
Grefalle der Feldextremale ©, Tj' dasjenige der Kurve X c . Die 
Gfleichung (45) ist aber nichts anderes als die sclion ir 7, b) em- 
gefnbrte Transversalitatsbedingung. Wir haben also das Resultat : 
Jede Kurve der Schar 

W(x , y) = konst (42) 

sclmeidet samtliche Extremalen des Feldes transversal 

Aus diesem Grande keifien die Kurven der Sckar (42) die 7 , Trans- 
versalen des Peldes u . 

Dem Zusatz von § 17, a) stelit sich nunmekr der folgende 
Satz an die Seite: 

I)as Hiller l sche invariante Integral J*, genommen zwiscken irgend 
mvei Punkten derseTben Transversalen ? ist glewh Null 

Denn nack (40) ist 

JU = W(x u y t ) - W(x 3 , y # ) «= C~ C - 0 

und dies ist gleiek Null, wenn P 3 undP 4 auf derselben Transversalen liegen. 

Hieraus ergibt sick eme neue Definition der Funktion W(x ? y). 
Zieken wir namlick die Trans ver sale % 0 durck den Punkt P 0; und 
sckneidet die Feldextremale © durck den Punkt P(x : y ) die 
Transversale 5£ 0 im Punkt Q , so wahlen wir bei der Berecknung der 
Funktion W(x,y) die aus dem Transversalenbogen P 0 Q und dem 
Extremalenbogen QP zusamm engesetzte Kurve P 0 QF als Integrations- 
weg fur das Hilbert’scke Integral J *. Dann ist 

W(x,y)~rtP 0 Q) + r(QP), 

und dies ist nack dem Zusatz von § 17, a) und nack -dem soeben 
bewiesenen Satz gleick 

W(x,y) = JAQP). 


(39a) 
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Die J unktion W(x, y) kann also auck definiert werden als der Wert 
des n Grundintegrals J u genonmien entlang der durch den Punkt P 
gehenden Feldextremalen © vom SehniUpimlct von © mit der Trans- 
versalen % 0 bis zum Punkt P. Hiermit ist gezeigt, daJB die Funktion 
W(x , y) mit dem „Feldintegral“ identisck ist, welckes m den Tkeorien 
von Weierstrass und Eneser eine so kervorragende, Rolle spielt 
(sieke unten § 33). 

Es seien jetzt ferner Z c , und % c „ zwei Transyersalen des Feldes, 
© und © ' zwei sie verbindende Extremalen des Feldes (sieke Fig. 25)! 



Fl S 24 Eig 25. 


Dann ist nack dem Enabkangigkeitssatz das Integral genonmien 
entlang der gescklossenen Kurve P'Q r Q"P"P' gleick Null. Nun ist 
aber nack dem eben bewiesenen Satz 

J*(P'Q r ) - 0, J*(Q"P r/ ) - 0 

und nack dem Zusatz yon § 17, a) 

J*(P"F) - - r(P'P") = ^ ^ ( (ff), 

Also folgt 

J~Qt'(P r P") = Q") . (46) 

Wir erhalten also den Kneser’schen Transversalensatz 1 ): 

Irgend zwei Transversalen des Feldes schneiden auf den ver- 
schiedenen Extremalen des Feldes Bogen aus , welche fur das Integral J 
denselben Wert lief&rn . 

BeisptelVlI (sieke pp. 33, 99) : f ~ — - V . Eg sollen zu dem aus der 

y 

Sckar konzentrischer Halbkreise um den Punkt (0,0) gebildeten Feld (vgl. p 99) 
die Transversalen bestmunt werden. Die Transversalitatsbedingung (45) reduziert 
sick auf 

i±£=o ; 
yV i + 2/'* 


x ) Vgl. Rneser, Lehrbuch , § 15, und unten § 40: 


9 * 
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„transversal u ist also hier mit ^orthogonal 15, identisch nnd daher miissen die 
Trans vers alen mit dem Geradenbuschel durch den Punkt (0 , 0) identisch sein. 
Wir wollen dies auch analytisch verifizieren Hach p 99 ist 

OG 

i>(»,2/) = — — • 

Die Grleichnngen (41) werden daher 

3W l dW^ £ 

dx f/x 2 + y 2 ^ 1 ^ 

woraus man dnrch Integration 1 ) erhalt 

w- lo e(f + l/i + (f)’') + o- 

Die Transversalen smd also 



d. h. die G-eraden durch den Punkt (0, 0) *) 


b) Die Hamilton’sche partielle Differentialgleichung: 

Wie scbon Beltrami (Ioc cit) bemerkt hat, ergibt sicb durch 
Elimination von p ans den beiden Gleichungen (41) erne partielle 
Differentialgleidmng erster Ordnung fur dte Funktion W: 


<2> 


( S' 


dw 

dx 9 


f)=»- 


(47) 


Ans der Ableitung derselben geht'hervor, da B die Funktion nur von f 9 
nicht aber von der Wahl des Feldes cf abhangig ist, wahrend die 
Funktion W(x,y) auch von oP abhangt. 

Beisptel XIII (Sieke p. 124): f= G(x, y)y^-\-y'^- 
Hier lauten die Gleichungen (41) 


dW __ G-( x, y) dW pG(x, y ) 

dx yi+p^ dy yr+F' 

Die partielle Differentialgleichung fur W lautet also 


l^\ 2 (dWV 

\dx) ^\dy) 


= & 3 (x, y ) . 


Aus dem eben bewiesenen Satz folgt, daB nicht jede beliebige 
Kurvenschar 

F(x, y ) = e 


x ) Ygl z. B. Picakd, Tratte, Bd I, p. 94 

2 ) Hierzu die Ubungscmfgaben , Hr. 24, 25, 26 am Ende von Kap. III. 
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Trans versalenschar fur ein gegebenes Variationsproblem sein kann 7 
sondern nur diejenigen, far welche die Funktion F der partiellen 
Differentialgleichung 

*(*>*!=< If )" 0 («•) 

geniigt. 

1st umgekehrt F(x, y) irgend eine Funktion , welche der partiellen 
Differentialgleichung (47 a) geniigt, so gibt es stets eine einparametrige 
Extremalenschar , welcher die gegebene Schar F(x, y) = c als Trans - 
versalenschar mgehort 

Denn die partieUe Differentialgleichung (47 a) ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB es eine Funktion p = V) 
gibt, welche gleichzeitig die beiden Grleichungen 

If =f(x,y,p) -J?fs(. x >y>!P)> If = fy( x > y,P) (41a) 

befriedigt Diese Funktion p(x, y) geniigt dann der partiellen 
Differentialgleichung (19), wie man sofort sieht, wenn man die erste 
der Grleichungen (41a) nach y , die zweite nach x differentiiert und 
die rechten Seiten der so erhaltenen Grleichungen emander gleichsetzt, 
was gestattet ist, da bei geeigneten Stetigkeitsannahmen F xy = F yx . 

Nunmehr bilden wir mit dieser Funktion pipe, y) die Differential- 
gleichung erster Ordnung 

( 48 ) 

Es bezeichne 

y = cp(x, a) (49) 

das allgemeine Integral derselben, so daB also 

<p x =p(.%, 9>) (50) 

fur jedes a. Durch Differentiation nach x folgt hieraus 

V«. = + PyP ■ ( 51 ) 

Ersetzt man jetzt in der partiellen Differentialgleichung (19) die 
Yariable y durch cp(x,a) und macht yon (50) und (51) Grebrauch, 
so erhalt man die Grleichung (18), welche aussagt, daB die Schar (49) 
eine Extremalenschar fur das durch die Funktion f(%, y, y) charak- 
terisierte Variationsproblem ist. 

Diese Schar wird dann, wenn x und a auf einen geeigneten Be- 
reich besehrankt werden, ein Feld bilden, und fur dieses Feld ist 
nach (50) die Funktion p(x, y) Grefallfunktion und die gegebene 
Schar F(x, y) = c nach (41a) die Transversalenschar. — 
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Die Elimination von p aus den beiden Gleiebungen (41) wird 
man naturgemaB in der Weise ausfiihren, daB man zunaelist die 
zweite Gleicbung nach p auflost nnd den gefnndenen Wert in die 
erste Gleicbung einsetzt. 

Bezeicknet daher allgem ein 

P = P(x,y,v) 

die durch Auflosung der Gleicbung 

fA x > y>p) = v ( 52 ) 

nacb p erbaltene Funktion, so daB also identiscb 

= ( 53 ) 

so folgt aus (41 2 ): 

JP(*> iO = P («> jj), ( 54 ) 

und man erbalt somit als Resultat der Elimination die partielle 
Differentialgleicbung 


dW 

dx 


-r(., («•> 

oder wen n man nacb der in der Hamilton’scben Tbeorie iiblichen 
Bezeicbnnngsweise die Funktion 


einfiihrt: 


H(x, y, v) ==vp(x, y, v ) — f(x, y, p(cc, y, v)) 


8 W 

dx 


+ H { x >y> l^) =, 0' 


(55) 

(56) 


Hiermit hangt nnmittelbar die Reduction der Euler 7 schen 
Differ entialgleichung auf ein sogenanntes „lcanonisches System** 1 ) zu- 
sammen. Ans der Definition der Funktion H folgt unter Benutzung 
der Identitat (53) 

Man ersetze jetzt die Euler’sche Differentialgleiehung durcb das da- 
unt aquivalente System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit den beiden unbekannten Funktionen y } «/': 

If- = y’> fy( x > y, y) - - d ^fA x > y,y') = °> 


*) Vgl. z B. Jordan, Cows d’ Analyse, Bd ITT, Nr. 256 — 260, 375 
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und fiihre dann statt y eine neue unbekannte Funktion v ein mittels 
der Grleickung 

woraus durch Auflosen folgt 

y' = *>(*> y,v), 

so er bal t man fur die . beiden Funktionen y, v das System von 
Differentialgleicbungen 

dy cEL i dv dS 

dx Sv ’ dx dy * ' ' 

das in der Tat in der kanoniscben Form ist. Die Beltrami’sebe 
partielle Differentialgleidmng fur die Funktion W, in der Form (56) 
gescbrieben, ist also mit der zu dem kanonisehen System (57) ge- 
horigen Kamilton’schen partiellen Dijferentialgleichung identiscb. 

c) Ableitung des allgemeinen Integrals der Hamilton’scben. 
partiellen Differentialgleidmng ans einem ersten Integral der 
Euler’scben Differentialgleidmng: 

Nadi der Hamilton-Jacobi’seben Tbeorie 1 * * * ) folgt aus dem letzten 
Resultat, daB die Integration der partiellen Differentialgleidmng (47) 
und die Integration der Euler’scben Differentialgleidmng aquivalente 
Probleme sind. Wir wollen dieses wiebtige Resultat nacli Beltrami 5 ) 
und Hilbert 8 ) direkt aus dem Unabhangigkeitssatz, ohne Zuhilfe- 
nabme der Hamilton- Jacobi’seben Tbeorie, beweisen. 

Wir nebmen znnacbst an, das allgememe Integral der Enler’scben 
Differentialgleidmng sei gefunden: 

y = g{x, a, p), 

und betraebten nun die einparametnge Extremalenscbar, die man er- 
balt, wenn man /3 einen festen Wert beilegt nnd nur den Parameter 
a yariiert. Bei geeigneter Beschrankung von x und a wird diese 
Scbar ein Feld bilden. Zu diesem Feld gehort dann eine bestimmte 
Gefallfunktion jo(x, y) und eine bestimmte Funktion W{x,y) 5 beide 
werden von der Konstanten /S abbangen, und die Gleicbungen (41) 


1) Vgl Encydopadie, II A, p. 343 (E v. Weber), und die dort gegebenen 

Literaturnachweise auf Hamilton und Jacobi. 

2 ) Loc. cit. p. S68. 

s ) VariaUonsrechnung £C } G-ottinger Hachricbten, 1905, und 

Mathematische Annalen, Bd. 62, p 350. 
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erscbeinen daber jetzt als Identitaten in x, y, /3 nnd konnen nacli j3 
differentiiert werden. Man erhalt so: 


d 2 W 

dxd§ 


fyy(x, V, P)Pl 


op 


o-w , ,dp 
cydp ~ ty'y'( x > y> & d§ 


( 58 ) 


Aus der Definition der Gefallfunktion berechnet man leicht 


cp g a o^-9.g xa 
9 u 


Darans folgt aber, dafi ~ nicbt identisch verschwmden kann ; da 

g{x y a } i 3) das allgexneme Integral 1 ) der Euler’s chen Differential- 
gleichung sein sollte Da uberdies aucb f y r y '(%, y, p) nicbt identisch 
verschwinden bann, wenn wir singnlare Vorkommnisse beiseite lassen, 
so ist 


d 2 w 

dydfi 


^ 0 . 


Hieraus folgt aber, daB die Funktion W{x,y] ]8) die Konslante /3 
nicbt additiv entbalten kann ; d. b. nicbt yon der Form 


vr 0 (s,y) + h(p) 

sein kann Die Funktion W(x, y\ /?) + y ist also m der Termmologie 
yon Lagrange ein v vollstcmdiges“ Integral 2 ) der parti ellen Differential- 
gleicbnng (47). Hieraus ergibt sicb dann nacb der Tlieone der 
partiellen Differentialgleicbungen erster Ordnung 2 ) auf folgende Weise 
das „allgemeine“ Integral der partiellen Differentialgleichung (47): 1st 
AQ3) eme willkiirlicbe Funktion yon ft, so ist aucb 

+ ( 59 ) 

em Integral von (47). Bestimmt man jetzt fi als Funktion yon x } y 
aus der Gleicbnng 

w p (x, r ,(i) + w)-o, ( 60 ) 

nnd setzt den gefnndenen Wert 


P — &(«, y) 

in den Ausdruck (59) ein, so erhalt man eme Funktion von x und y, 
welche ehenfalls der partiellen Differentialgleichung (47) geniigt. Die 
so erhaltene Losung wird dann nach Lag-range die allgememe Losung 


*) Vgl § 12, b), Gleichung (26) 

3 ) Ygl z B. Gotjrsat, Legons sur V integration des equations aux derive es 
parttelles du premier ordre (Paris 1891), p. 87. 



§ 20. Die Hamilton- Jacobi’sebe Theoiie. 


137 


yon (4/) genannt ? weil sie von der willkiirlicbeu Fu nk tion JL ab- 
bangt. 

Zur Herldtung der Funktion W(x, y- /3) ist es iibrigens nicht 
einmal notig, das allgemeine Integral der Euler’schen Differential- 
gleiclrang zu kennen; es geniigt, 'wenn ein erstes Integral 1 ) 

n (x, y, y') = j3 (61) 

bekannt ist. Die Auflosung Ton (61) nach y moge ergeben 


y' P)- 


(62) 


Bei festgehaltenem /I ist dann p(x,y, §) die Gefallfunktion fiir die- 
jenige Extremalenschar, die man durcb Integration der Eifferential- 
gleicbung erster Ordnung (62) erhalt. Um die Funktion W(x, y, (S) 
zu erbalten, braucbt man aber diese Integration gar nicht auszufiihren, 
da man dazu nur die Funktion p(x, y- /3) notig hat, und zwar erhalt 
man nach dem TJnabhangigkeitssatz die Funktion W(x, y- ft) durch 
Ausfuhrung von zwei Quadraturen. 2 ) 


Beispiel: 

Da die Funktion f die Variable x nicht explizite enthalt, so laBt sick, nach 
§ 6, a) sofort ein erstes Integral der Euler’schen Differentialgleichnng angeben, 
namlicb 


f—y'fi 


g(y) 


Daraus ergibt sich 


und Meraus. 


y yr+y^ 
V&bb- E- 




§ 


j>(«. y;P), 


f( x i y . P) —pfyip, y,p) = /3, f y ,(x, y, p ) =y<?%) — /2 s ' . 

Also ist 

W(pc, y ; ft) -f- y = fix + J V~G*(y) — P^dy + y . 

Vo 


Dies ist in der Tat ein vollst&ndiges Integral der zum Problem gehorigen 
Hamilton’sehen partiellen Differentialgleichung 



*) Tgl Encyclopddie HA, p. 196 (Pajnlev£) 

*) ^gl. z* B. Serret, Differential- und Integralrechmmg , Bd. H, p 305. 



138 Drittes KapiteL Hinreichende Bedingung , en b. d einfachsten Klasse y Auf^aben. 

d) Ableitung des allgemeinen Integrals der Euler’schen Diffe- 
rentialgleielmng ans einem vollstandigen Integral der Hamilton’schen 
partiellen Differentialgleichung : 

Hat man umgekehrt auf lrgend einem Weg ein Integral W(x,y^ (?) 
der partiellen Differentialgleichung (47) gefunden, welches eine nicht 
additiye willkiirliche Konstante (3 enthalt, nnd ist 


d~W 

dydfi 


* 0, 


( 63 ) 


so erhalt man das allgememe Integral der Euler’ schen Differential 
gleichung , indem man die G-leichung 


cW 

dp " a 


(64) 


nach y auflost . 

Zum Beweis schlieBt man zunachst genau wie unter h), daB es 
eme Funktion p gibt, welche gleiclizeitig den beiden Gleichungen (41) 
geniigt, nur mit dem IJnterschied, daB jetzt diese Funktion p ebenso 
wie die Funktion W Ton dem Parameter j3 abhangt. Man kann daher 
die beiden Grlei chungen (41) nach ( differentiieren und erhalt so die 
beiden Gleichungen (58). Ans denselben folgt aber, daB fur jede 
beliebige Funktion y yon x die Gleichung gilt 


A dW 

dx dp 


— (jf /0) fy'y'( X > y> l) * 


Wenn nun insbesondere die Funktion y der Gleichung (64) genugt, 
so ist die linke Seite und daher auch die rechte Seite der letzten 
Gleichung gleich Null. Da aber wegen der Yoraussetzung (63) der 

Faktor /\„!§ nicht identisch verschwmden kann, so folgt, daB die 
1 y v op 

Funktion y dann stets auch der Differentialgleichung 


P) 

genii gt, uud daraus schlieBt man ganz wie unter b), daB sie dann 
aueh der Euler’sehen Differentialgleichung geniigen muB. Da die 
dureh Auf lo s ung yon (64) erhaltene Funktion y aber zwei un- 
abhangige willkurliche Konstante enthalt, so muB sie das allgemeine 
integral der Euler’sehen Differentialgleichung sein. 

Zugleich folgt nach b), daB bei festgehaltenem , die Gleichung: 
W(x, y, /3) = konst, die Transversalensehar zu der Extrexnalenschar: 
W r .(x, y, /3) — konst, darstellt. 
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Es lafit sick weiter noch der folgende Satz 1 ) beweisen: 

Xennt man irgend ein vollstandiges Integral W(x, «/;/?) + y der 
partieUen Differentialgleichung (47), so Jcann man stets, ohne Ausfuhrung 
einer weiteren Integration eine Losung w(x, y ) v on ( 47 ) bestimmen, 
welche enticing einer beliebig vorgegebenen Kurve 

d: x = x(t), y*=y{r) 

verschwindet, das heiBt also geometriseh, man kann stets eine Trans- 
Yersalenschar bestimmen, welche die Kurve (f enthalt. 

Man erhalt die verlangte Losung w(x, y) nach DabbOuy: folgender- 
xnafien: Man berechne % aus der Grleichung 

W x (x, y, P) x’ + W v (x, yp)y'=*0 

als Funktion von ft und substiiuiere den gefundenen Wert t — r(§) 
in die Funktion W(x, y, /3). Definiert man dann 

= — W(x, y) p) 

setzt mit dieser Funktion A(/8) die Grleichung (60) an, und bestimmt 
darans = h(% } y) als Funktion you x, y, so ist 

w{x y y) = W(x ; y- 6) + 2(B) 

die gesuckte Losung der partiellen Differentialgleichung (47). 

In dem besonderen Fall, wo die Kurve S in emeu Punkt P 0 (x 0 ,y Q ) 
degeneriert, wo also 

x(r) = x 0 , y(r)=y t) 

Yereinfacht sich die Hegel dahin, da6 

l (/}) == W(x 0; «/ 0 ; ft) 

zu nehmen ist. In diesem Fall gehen die samtlichen Extremalen der 
Schar, deren zugebonge Transyersalenschar durch: w(x 7 y ) == konst, 
dargestellt wird, durch den Punkt P 0 . 

JB e isp iel: f — "j/l + . 

Die Hamilton’sche partielle Differentialgleichung lautet Mer 



Ihr geniigt offenbar die Funktion 

W(%, y; /?) == x sin f? — y cos $ ; 

*) Fiir den Beweis verweisen wir auf Darboux, Theorie des surfaces 3 Bd. II, 
p. 447. 
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daraus ergibt sich das allgemeine Integral der Enler'schen Dilferentialgleichung 
in der Form 

W i tcc, y ; §) = x cos p -f“ V s ^ n § = a ♦ 

Die Geradenschar * 

x sin p — y cos p = konst. 

ist in der Tat transversal (d k hier orthogonal) zur Extremalenschai * 

a? cos (3 -|- 2/ sia P = konst. 

"Wir -wollen diejenige Losnng der partiellen Differentialgleichung bestimmen , 
welcbe entlang dem Kreise 

§: x~ R cos r , ?/= JR sinr — ^C-r) 

verschwindet Dazu haben wir nacb der obigen Regel die Gleichung 

— R cos (r — p) = 0 

nacb. t anfzulosen: 

Es ist dann 

X(P) = — JR jjnn (3 cos (/3 + y) — cos (J sin (^ ± -|-)J = ± ^ 5 


sodann baben wir die Gleichung 

W y (%, y\ |?) ~f* % (P) = # cos p + y sin § = 0 
nacb p anfzulosen nnd die gefnndenen Werte 


smp-- 


COS p = + - 


■ ]/a ; 2 + y 2 "' ’ Yx s -j- y ! ' 

in die Fnnktion TF(#, j/; j3) -f- £(/3) emzusetzen. Wir erbalten so bei passender 
Wabl der Yorzeicben die gesuchte Losnng: 

w(x, y) — ± (y# 2 “{— 2/ 2 ^ — JS) • 

Scbrnmpft der Kreis anf seinen Mittelpunkt znsammen (JR = 0) , so wird 

w (x, y) = + Yx 2 4 - 2 / 2 ^ . 

Das letztere Resultat eigibt sicb auch nacb der obigen Regel, indem man 


X(P)=~-W(0,0;P)~0 

setzt. 

e) Die Methode von Car atheo dory znr Bekandlnng vonVariations- 
problemeu: 

Wir kniipfen an die vorangebenden Entwicklungen nock einen 
knrzen Bericht iiber die Metbode, die nenerdings Oaratheodory x ) 
fiir die Bekandlung von Yariationsproblemen gegeben bat. 

*) „Uber diskontmuierhche Losungen in der VariaUonsrechnung** , Dissertation 

(Gottingen, 1904), p 65, und Gottinger Nachrichten 1905, p. 1 
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Wir betraebten mit Caratheoeoby eine beliebige, naeh dem 
Parameter aufgeloste Eurvenscbar 

F(x, y) = konst. (65) 

und greifen zwei benacbbarte Kurven der Scbar beraus 


F(x, y ) = a (66) 

und 

F(x, y) = y + dy . ( 67 ) 

Durcb einen belie bigen Punkt P(x, y) der Kurve (66) zieben wir 
ein Linienelement PQ bis zu dessen Scbnittpunkt Q(x + dx, y + dy) 
mit der Kurve ( 67 ). Der Wert des 
Integrals 

F=Jf(x, y,y')dx 

<E 

genommen entlang dem Lmienelement 
PQ ist dann bis auf Grlieder koberer 
Ordnung gegeben durcb 1 ) 

J(PQ)~f(x, y, p) dx ~ 

/"(a;, y, pjdjt, 

F x (x, y )+pF r (x,y)> 

wenn p das Grefalle des Elementes PQ im Punkt P bezeicbnet. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, p so zu bestimmen, daB dieser 
angenaberte Wert des Integrals J{PQ ) em Minimum wird. Dazu muB 

JL /L_ = 0 Z t—^0 

dp F x +pF y u > dp 3 F x + pF y > u 

sein, oder, wenn wir die Differentiation ausfiibren 

FJy'-{f-pQF y = 0 ( 69 ) 



fyy^ 0- (TO) 

F 

Da das Grefalle der Kurve (66) im Punkt P durcb — —■ gegeben ist ? 

so zeigt der Vergleicb mit (45) ; daB diejenige Ftclitung , fur welche 
das Segment PQ fur das Integral J(PQ) den Tdeinsten Wert liefert , 
von der Kurve (66) %m Punld P transversal geschnitten wird . 

Durcb Auflosung der Gleicbung (69) erhalt man den gesucbten 
Wert des Gefalles p als Funktion von x, y; wir bezeicbnen die- 


selbe mit 


p=p(x,y). 


*) Das Zeichen soli bier bedeuten: annabemd gleicb. 
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Setzt man diesen Wert von p in (68) ein, so erkalt man den Mini- 
malwert M von J(BQ) als Funktion von oc,y. Im allgemeinen wird 
sick dieser Minimalwert M von Punkt zu Punkt andern ; wenn wir 
den Punkt P die Kurve (66) durcklaufen lassen. Es soil nun die 
Funktion F(%> y) so bestimmt werden, daB der Minimalwert M ent- 
lang jeder Kurve der Schar (65) einen konstanten, nur von a ab- 
kangigen Wert kat. Eine Kurvensckar, welcke diese Eigentximlickkeit 
hat, nennt Caratheodory eine Schar geoddhsch liquid istanter Kurven . 
Bei einer solcken Schar kann man den Parameter p stets so wahlen, 
daB der konstante Wert des Mimmalwerts M gleiek dp wird Als- 
dann ist 


F x + pFy 


(71) 


wobei fur p die Funktion p(x, y ) einzusetzen ist. Durch Elimination 
von p aus den beiden Gleickungen (69) und (71) erhalt man eine 
partielle Differentialgleickung fur die Funktion F(x, y), welche die 
notwendige und kinreickende Bedingung fur die Aquidistanz ausdriickt. 
Diese partielle Differentialgleickung ist aber mit der Beltrami 5 schen 
Differentialgleickung (47) identisch ; wenn man W statt F schreibt. 
Denn man kann die in Frage stehende Elimination von p m der 
Weise ausfiikren, daB man zunaekst die beiden Gleickungen (69) und 
(71) nack F x , F y auflost, was 

Fs-f-Pfm F y = fy 02 ) 

ergibt ; und dann aus diesen p elimimert. Der Vergleich mit den 
Gleichungen (41) zeigt dann die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Die partielle Differentialgleichung (47) ist also die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafur, daft die Kurven der Schar W(x, y) Konst 
geodatisch dquidistcmt sind. 

Wir kekren jetzt wieder zn einer beliebigen Kurvensckar (65) 
zuriick, und stellen uns die Aufgabe, in der allgememsten Weise 
eme Kurve 

y = y(x) 


zu bestimmen, welcke die Eigensckaft kat ; daB in jedem ikrer Punkte 
das Gefalle der Kurve mit dem oben bestimmten Wert von p iiber- 
einstimmt, welcker fur J(PQ) den kleinsten Wert liefert. Es muB 
dann entlang der Kurve £ 

*dy .A /r»Q\ 
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sein. Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung (die mit 
derjenigen Differentialgleichung identisch ist, die man aus (69) erhalt, 

wenn man p durch ersetzt), ist eme Kurvenschar 

y = <p(x, a ) ; (74) 

jede Kurve derselben wird dann von jeder Kurve der gegebenen 
Schar (65) transversal gesehmtten. 

Wenn nun insbesondere die Kurven der Schar (65) geodatisch 
aquidistant sind, so ist die sugehorige Schar (74) eine Extremalenschar 
fur das Integral J. Denn alsdann gelten die Gleiehungen (72), aus 
denen man genau so welter schlieBt wie unter b) bei der Losung der 
Auf'gabe, zu emer gegebenen Losung W der partiellen Differential- 
gleichung (47) die zugehorige Extremalenschar zu bestimmen. 



ilbnngsaufgaben zu den drei ersten Kapiteln. 

(Sclrwierigere Aufgaben srnd durcli emeu Stern gekennzeichnet ) 


1. Obere und untere Grenze, lesp absolutes Maximum uud Minimum der 
folgenden Funktionen fur die angegebenen Interyalle zu bestimmen (§ 2). 

sin 2x , sin Zx sm4^ , \ 


a) s(x) - — 2 sm x 


[0, 7t], 


[ — 3T, + 5F] , 


m 


■ oo <#< + oo 


in in [-*.+*]> in 

CO 

c) in [0,1]. 

0 

d) 3# 4 — 16 # 3 + 18 a’ 2 -f- 2 m [—1,4]. 

Die notwendigen und die hmreichenden Bedingungen fur ein starkes, 
respektiye scbwacbes, Extremum des Integrals 


% 

J = / f (x, y, y) dx 

iti 

fur die folgenden Funktionen f aufzustellen , sowie die Konstantenbestimmung 
und die Konstruktion von Extremalenfeldern zu diskutieren* 


2 

3 

4. 


5. 


f=xy z — Zyy'*. 
f=i:(y' s — y 2 ')‘ 
f= ay 2 -j- 2 hyy -f- cy t% 
a, & , e konstant. 

l/r+Y^, y^>0. 

f^yVi — y' 3 '', 
y;>°, \y'\<t x • 


(A. Mayer). 


6 
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(Wegen der GefaUbeschranknng vgl. Beispiel YHT, p. 34; wegen der geo - 
metriscben Deutung vgl. Nr. 35). 


7. 

An dentung 


m 

f = (® s + yv yv+y 

Pubre Polarkoordinaten ein. 


s\ 


(Euler, Erdmann.) 
Spezielle Falle 


m = — 2, 1, —4, —3. 


8 + 

( W: EIERSTRAS S .) 

Die Koordmaten der Endpunkte seien: ( — 1, «), (-)_ i ? &). 

Spezialfall • 

1 = 0 . 


9. f = 
Extremalen* 

10 . 

Extremalen: 

11 *. 


>y - 


x — y>0, y’>0 


x — y’ 

(ax-\- P)(ccy-\- P)-\- 1 = 0. 

VC y >o. 

32/*l/T+7 B 
(x-ay- + y*^(3* 

f=y r yT+y^ , yy 0 . 


(Guldberg ) 


(Stromquist.) 


(Euler.) 

Wird die Funktion g?(w) durch die Differentialgleicbung : cp"= rcp^ 1 '- 1 und 
die Anfangsbedingungen : cp (0) = 1 , cp\0) = 0 definiert , so sind die Extremalen 
(aufler fur r = 0) : 


Diskutiere die Gestalt der Extremalen, wobei die Dalle. r>l, 0<V<(1, 0 

zu unterscbeiden sind. Untersuche die Periodizitatseigensehaften der Extremalen, 
wenn r rational. Diskutiere die Konstantenbestimmung. 


i2*. f=2/ r yi-y 2 ', a/> o, 

Abnlicbe Resultate wie in der vorigen Aufgabe. 

13. Das Hamilton’scbe Prinzip 1 ) auf die Bewegung eines materiellen 
Punktes anzuwenden, welcher gezwungen ist, sich auf einer gegebenen Kurve: 

«=g>(2), y=^(a), z = x(4) 

zu bewegen. Anwendung auf das ebene Pendel. 


*) Ygl Kap. XI. 

Bolza, Vanationerechuung. 


10 



146 


iibungaaufgaben zu den drei ersten Kapiteln 

14. Dieselbe Aufgabe fur den Fall, da6 die gegebene Kurve siob nach 
einem gegebenen Gesetz bewegt. 

a; = g3 (2, «), 2/=='>l ) (2. t), Z—Xiht)- 

15. Alle Fnnktionen f(x, y, y'j von der Form 

/= L(x, y)y* + M{x, y)y'» + N(x, y)y' i 

zu bestimmen, fur welch e die Extremalen Gerade sind (§ 6, c)) 

Lbsnng: 

i=r 4J M^-^’x+Y^ 

+ i F 0I 

wobei r 0 , Y 2 drei willkiirliehe ganze Fnnktionen von y allein smd, deren 
Grad durcb den Index angegeben wird. 


35 a. Dieselbe Aufgabe fiix 

^ L(x , y)-\-M(x, y)y + N(x, y)y' * 

(i+yT 

Lbsung (fur n=^Q, 1, -J) 

L^ax + b, M = — (n — l)ay + c, N=nax + d 


16*. Alle Fnnktionen f(x, y, y') zu bestimmen, fur welche die Extremalen 
Kreise mit dem Mittelpunkt anf der x- Acb.se sind (§ 6, c)). 

(Stromquist.) 

17. Alle Fnnktionen f(x, y , y') zu bestimmen, fur -welcbe „transversal u mit 
,,orthogonal u identisch ist 

Losnng. 

f=*G(x, y)VT+7*'' . 

(Hedrick.) 


18. Unter der Annahme, daB die Konstantenbestimmnng bei gegebenen 
Endpunkten P t nnd P 2 (vrenigstens bei Beschrankuug von P x nnd P 2 anf ge- 
wisse Bereiche) eindentig ist, ist das Integral J, genommen entlang der Ex- 
tremale von nacb P 2 , eine eindeutige Fnnktion der Eoordmaten x x , y x \ x 2 , y 2 
dieser Pnnkte, die wir mit J(pc u y^ x 2y y 2 ) bezeichnen nnd das Extremalen ~ 
integral zwischen P x itnd P 2 nennen 

Das Extremalenintegral zn berecbnen fur 


r+ 7 *' 

f=Vy( i-?~ 2 ) v 


yr+?^ 

' y 
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19. Zu beweisen, daB die partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals 
folgende Werte baben: 


cJ 

CX 1 

dJ 


- [/■(» 1 . 2/ll 2/x') — Vl , 2 /j')], 


2=7 






= — fyiVn Vi, 2/i) • 
■■ fy'&i , 2/s , 2/s') > 


(75) 


wobei 2 / s ' das (Jefalle der Extremale P t P a in P lt r esp P 2 bedenten. 

(HaMTT.TOX.) 

20 Hinreichende Bedingungen fur ein starkes Extremum des Integrals 

j f(x, y) dx 

mittels der ersten und zweiten Variation abzuleiten, wenn beide Endpunkte auf 
gegebenen G-eraden x=x t , respektive x = x s beweglich sind. 

Losung: 

fy ~ 0 , fyy 0 . 

Andeutung: Benutze die Taylor’sche Formel mit Bestglied 
Beispiele 

f= (6 ax ~y~)y - 


f= (6 ax — 3 a? 2 — y 3 ) (2 ax — x 2 — f xy + y 2 ) . 


(Euler ) 
(Euler.) 


21. Mit Hilfe der zweiten Variation zn beweisen, daB die Gerade 
das Integral 

j y*dx 


zu einem starken Minimum mackt 


(Bromwich ) 


22. Mit Hilfe von Hr. 21 den folgenden Satz von Osgood zu beweisen. 
Es sei f(x) von der Klasse C' im Interval! [a&] und es sei 


Alsdann ist 


a < l < b , und | f(V) — f(a) | = L > 0 

i 


S 


f r (x) 2 dx^> - ^ 


b — a 


23. Enthalt f die Variable y nicht explizite, so kann man die Extremale Q£ 0 
stets mit einem Feld umgeben Haber ist bier die Bedingung H’b binreicbend 
fur ein starkes Extremum. (Osgood.) 


10 
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24 Pur die Aufgabe iTr. 2 die Transversalenschar zu dem von der Schar 
paialleler Geraden 

y = a 

gebildeten Feld zu bestimmen (§ 20, a)) 

25 Pur Beispiel X die Transversalenschar des axis dem Geradenbiischel durch 
den Eoordmatenanfang bestehenden Feldes zu bestimmen (§ 20, a)). 

26 Pur Beispiel V3H die Transversalenschar des auf p 99] betrachteten 
Feldes zu bestimmen (§ 20, a)). 


mcht alle in der allgemeinen Theorie gemachten Voraussetzungen erfullt sind; 
insbesondere verschwindet fyty> im Integrationsintervall Es soli besonders die 
Extremalenschai durch den Punkt P x und lbxe Enveloppe nntersncht werden: 

27* 

f=x y* + i2y*, 



Y, y») — (— — i) . 

(# 2 7 3/a) = (*+ ^ + *) - 

(Hilbert.) 

28*. 

/* as= 2 / /2 cos 2 a?, 

. tz - 

^ 1 < Y < #2 


29* 

f =* x*y'*-\- $y' s ■ 

, ^ <( 0 < # 2 . 

(Erdmann.) 

ao*. 

f=*xy i+y ,N , 

t&L ^ *^2 * 


31*. 

/- 

a/' 4 



Yi 2/i) == (®» 0) , 

(« 2 , 2 / 2 ) “ C 1 - 0) * 

(Hilbert ) 

32*. 

/•= a:^2/' 8 



(a? t , y t ) = ( — 1 , — 1) , (# 2 1 Vs) (+ 1 » + 1 ) * 

S3 511 , Die Bedingungeu (IT) uud (T) fur das Integral 

J- 


r A— a? + yy'+ (i — ^cc)y fi )dx 

J (M=Y¥ 


zu diskutieren, wobei 2 / t = 0, ^ — O sein soli (§ 18, d)). 
LSsung: 


^>0, 

34*. Dieselbe Aufgabe fur 


-^<2. 


*2 


[(y + l) + xy' + (2y + Qy' 2 ] da! 


yr+y 


' 2 \ 


(Hilbert.) 
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Losung- 

~ 1 X 1 < <! 1 - 

Wenn x t — — 1, so muB uberdies sein 

Wenn rc 2 = — 1, so muB uberdies ^>4- sein. 

G-ewisse isoperimetriscbe Aufgaben mit vanabeln Endpnnkten lassen 
sich mittels eines scbon von Euler angewandten Kunstgriffes auf Aufgaben 
ohne Nebenbedingungen und mit festen Endpnnkten reduzieren. Dieser Art ist 
die folgende Aufgabe: 


35. Unter alien Kurven von gegebener Lange jr, welcbe Yom Koordinaten- 
anfang P x ( 0,0) dnrch die obere Halbebene (y > 0) nach einem. nicbt vor- 
geschriebenen Punkt P 2 (# 2 , 0) der positiven #-Achse gezogen werden konnen, 
diejenige zu bestimmen , welcbe mit der #-Acbse den groBten Flacbeninbalt 
einscblieBt 

Der Euler’scbe Kunstgriff bestebt bier darin, daB man auf alien znlassigen 
Kurven die Bogenlange s, gemessen vom Punkt P x bis zu dem variabeln Punkt 
P als unabhangige Variable einfubrt, die 

zulassigen Kurven also scbreibt F g 


X = X(S), y = y(s). 

Der Punkt P(#, y) bescbxeibt dann die 
Kurve von P x bis zum Endpunkt P 2 , 
wenn s von 0 bis Z waehst: 



Fig. 27. 


0^s<Z. 


Das die Bogenlange bedeutet, miissen die Funktionen x(s), y(s) der Differential- 
gleicbung geniigen 

x'* -f y ,% = 1 . (76) 


Hiernacb formulieren wir jetzt die Aufgabe folgendermafien analytiscb: 
Unter alien Funktionenpaaren #(s), y(s) von der Klasse G\ welcbe der 
Differentialgleichung (76) und uberdies den Bedingungen 

tf(0)=0, 2 /( 0 ) = 0; x(T) > 0 , y(T) = 0 , 

y ( s ) > 0 fux 0<s<Z, x' > 0 *) 
geniigen, diejenige zu bestimmen, welcbe das Integral 



zu einem Maximum macbt. 

Wir baben also ein Vanationsproblem mit zwei unbekannten Funktionen 
und einer Differentialgleichung als Nebenbedmgung , also ein Problem derart, 


*) Es laBt sicb zeigen, daB dies keine Bescbrankung der Allgemeinbeit 
involviert. 
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wie sie schon in § 1 erwahnt worden sind. In nnserem Fall ergibt sich aber 
ans der speziellen Form des Integranden, dafi sich die Anfgabe auf den ein- 
fachsten Fall ohne Nebenbedingungen rednzieren laBt. Wir konnen namlich 
x mittels (76) eliminieren und erhalten dann folgende, mit der vorigen aqui- 
valente Aufgabe* Unter alien Funktionen der Klasse C' 

y = y{s), o <><?> 

welche den Anfangsbedingnngen 

2/(0) = 0, y(J)*= 0 

der Gebietseinschrankung 

y (s) > 0 fur 0O<Z 
und der GefaHbeschrankung *) 

dy 
\ds 

geniigen, diejenige zu bestimmen, welche das Integral 

0 

zu einem Maximum macht Dies ist ein Problem vom einfacbsten Typus ohne 
Nebenbedingungen 2 ) 

Nachdem man das Problem in der $, 2/ -Ebene gelost hat, berechnet man 
die Funktion x(s) mittels (76) und kehrt so schlieBlich zur y- Ebene zuruck 
Als Losung erhalt man emen Halbkreis in der a?, ^/-Ebene. 

Die folgenden Aufgaben sind mit derselben Methode zu losen. Bei der 
Anwendung derselben hat man jedoch die groBte Yorsicht zu beobachten, weil 
beim tTbergang yon der ursprunglichen y - Ebene in die neue Ebene haufig 
die eigentumlichsten Beschrankungen der zulassigen Kurven eingefuhrt werden 

36* Unter alien Kurven, die m der oberen Halbebene (y^> 0) von emem 
gegebenen Punkt P x nach einem mcht vorgeschnebenen Punkt P 2 der Geraden 
y == y % gezogen werden konnen , und welche zusammen mit den Ordinaten der 
Punkte P x , P 2 und dem dazwischenliegenden Segment der #~Aehse einen 

gegebenen Flachemnhalt A einscblieBen , diejenige zu bestimmen, welche die 
kleinste Lange hat (Euler) 

*) Ygl. wegen derselben p. 34 

9 ) Es ist hier ganz wesentlich, daB die Abszisse x % nicht gegeben ist 
Denn ware # 2 gegeben, so ware nunmehr noch die Bedingung hinzuzufiigen, 

i 

ds = x , , 
o 

und man hatte wieder em isoperimetrisches Problem. 
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Andeutung: Fiilire als unabha] 

em (siebe Fig 28). 

Losnng: Em Kreisbogen mit 
dem Mittelpunkt auf der rc-Acbse 

37*. Es smcl zwei vom Koor- 
dinatenanfang 0 ausgebende Geraden 
OM nnd OJYgegeben und auf OM ein 
Punkt P x Unter alien Kurven, welcbe 
von P t nacb der Geiaden ON gezogen 
werden konnen, und welche mit den 
beiden Geraden einen Sektor von ge- 
gebenem Flacbenmbalt emscblieBen, 
die Kurve klemster Lange zu be- 
stimmen (Euler ) 

38 ■" Analog© Aufgabe, wenn derEnd- 
punkt JP 2 statt auf der Geraden ON auf 
einem gegebenen Kreis r ==r t mit dem 
Mittelpunkt 0 beweglicb ist. (Euler ) 


unabhan gige Y ariable 


Flacheninbalt 



Mittelpunkt 0 beweglicb ist. (Euler ) / 

39*. Einen Rotationskorper von ge- / 

gebener Oberflacbe und moglicbst grofiem p j 

Yolumen zu konstruieren, dessen Ober- S /\ 

fLache die Rotationsacbse genau zweimal / 

trifft. (Kneser.) / Ny p 

Die Aufgabe laBt sicb auf das Bei- / / A 

sjptel VIII reduzieren. Die gesucbte Ro- / / \ > 

tationsMcbe ist eme Kugel / / \ 

40. Aus einem gegebenen Quantum / 

bomogener, nacb dem Newt on’scben Gesetz / / P x 

anziebender Materie einen Rotationskorper I / 

zu bilden, dessen Oberflacbe die Rotations- / / 

acbse genau in zwei Punkten trifft, und / / s' 
welcber auf einen materiellen Punkt, der / / 
sicb in einem dieser beiden Treffpunkte be- \Lf 
findet, eine moglicbst groBe Anziebung 

ausiibt. (Gauss, Kneser, N. R. Wilson.) 3?lg ‘ 29 

Die Gleicbung der Meridiankurve der 
gesucbten Rotationsflacbe lautet in Polarkoordinaten 

r 2 ss a 2 cos 6 . 

41. Die erste notwendige Bedingung fur ein Extremum des Integrals 


r =fi y„, Vx i ■ ■ ■, Vn)< 


anfzustellen (§ 8). 
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Losung: 


df d of 
dy t dx dyf 


* = 2 > • m n 


(77) 


42 Die kurzeste Linie zwischen zwei Punkten im Raum zu be- 
stimmen. 

48. Die erste notwendige Bedingung fur ein Extremum des 
Integrals 


J 



aufzustellen : 

a) Wenn die Endpunkte und die Tangentenricbtungen in denselben vor- 
gescbrieben sind, 

b) Wenn nur die Endpunkte vorgescbrieben smd 


Losung: 


df d df d 2 df 

dy dx dy' dx 2 3y" 


(78) 


Wenn f die Variabeln x und y nicht enthalt, so lassen sich zwei Integrationen 
sofort ausfuliren und man erhalt 

f~y" ^" ==a + b y'- ( 79 ) 

(Euler.) 

Im Pall b) kommen noch die Grenzgleichungen 

1L 

dy" 

hinzu (§ 7, a)) 

44*. In einer Ebene zwischen zwei gegebenen Punkten A und B eine 
Kurve zu zieben, welche zusammen mit den Uadien AA\ BB' der Kr umm ungs- 
kreise in A, reap. JB, und dem Bogen A! B' der Evolute den Meinsten Flachen- 
raum einschliefit. Das Gefalle der Kurve m A und B ist vorgeschrieben. 

(Euler.) 

Losung: Die Extremalen sind Zykloiden. 

Andeutung: Macke von (79) Gebrauch, setze 

2c cos 7, & = 2c sin y, 

und mache alsdann die Substitution 

y' = cotg (| — y) . 

Diskussion der Konstantenbestimmung. Diskutiere den Fall, wo nur die End- 
punkte gegeben sind. 


= 0, 


df 

dy' 


= o 


( 80 ) 
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45. Die erste notwendige Bedingung fur ein Minimum des Integrals 


aufzustellen 



a: A 


Losung: 


df 

dy 


AIL * A 1 1L 

dx dy' ‘ dx 2 dy" 




d n if 
~dx n dy (n) = 


Andeutung: Wende die Lagrange’sche partielle Integration 
holt an. 


(81) 

(Euler.) 

wieder- 


46 ^ Unter welchen Bedingungen ist die Funktion 

y , y\ • , y {n) ) 

bei beliebiger Wahl der Funktion y die vollstandige Ableitung emer Funktion 

9 («, 2/, y\ . . . , 2/< w ~i>) 

nacb a;? (§ 6, b)) ^ ; 

Ant wort Es ist notwendig und hinxeichend , daB identisch in x v 

,(2 «). 5 




) 2/ 


3/ a/ 

dy dx dy'dx* dy" 


; dx n dy w ~ 


( JntegrabiHtatsbedingung“) (Euler, Lexell ) 

47 ^ Ea sei JT eine in [a^J stetige Funktion und es sei 


*1 

fur alle Funktionen rj, welehe in a? 2 ] von der Klasse C (72) sind und samt ibren 
n — 1 ersten Ableitungen in x 1 und # 2 verscbwinden. Alsdann ist N erne ganze 
Punktion n l ten Grades (§ 5, c)). (Zekmelo.) 



Viertes Kapitel. 1 ) 

Hilfssatze liber reelle Funktionen reeller Yariabeln. 

Teils als Nachtrag zu den bishengen Kapiteln, bauptsachlich 
aber als Yorbereitung fur die schwierigeren Untersucbungen der 
folgenden, stellen wir un gegenwartigen Kapitel eme Reiiie von Satzen 
liber reelle Funktionen reeller Yariabeln zusammen, die fiir eine arith- 
metluscli strenge Begrundung der Variationsrecbnung niclit zu ent- 
beiren sind Es bandelt sick dabei im wesentlicben um gewisse 
Existenztbeoreme iiber lmplizite Funktionen und iiber Systeme von 
Differentialgleichungen, die gewohnlicb nur fur die XJmgebung eines 
Punktes bewiesen werden, wahrend man sie in der Yariationsrechnung 
fur die IJmgebung einer ganzen Kurxe notig bat. 


§ 21. UTber die Umgebung einer Punktmenge. 

Wir "werden sagen, ein Punkt x n ') liege m der Um- 

gebung (ff) einer im x 1} . . , # U -B,aum defimerten Punktmenge GL, 
wenn er in der Umgebung (q) wenigstens eines Punktes von GL 
liegt, d. h. also, wenn es mmdestens emen Punkt A(a l7 . . a n ) von 
GL gibt, derart, dab 

\<~%\<Q ( 1 ) 

Die Gesamtbeit derjenigen Punkte, welcbe m der Umgebung ($) 
der Menge GL hegen, bezeicbnen wir mit (q)® und nennen sie „die 
Umgebung (q) der Menge GL“. 


x ) Wir empfeklen dem Leser dieses Kapitel zunackst zu uberschlagen und 
erst spater nack Bedarf darauf zuruckzugreifen. 
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Man zeigt leickt ; daB jeder Punkt von ($)$ zugleick ein innerer 1 ) 
Punkt von (q)^ ist; femer, daB (6)^ stets in (q)^ entkalten ist 2 ) ; 
wenn 6 < q . 

Dagegen werden wir sagen der Punkt P(x t r , . liege in 

der v geschlossenen Umgebung [q] der Menge €L a , in Zeicken: m [q]® 7 
wenn es mindestens emen Punkt A(a 1? . . . ? a n ) von €L gibt, fxir 
welcken 

■■■>'{<- a n \£Q ■ ( la ) 

Ist (SL besckrankt und abgescklossen 3 ), so xst auck die Menge [£>]$ 
besckrankt und abgescklossen. 

Unter Benutzung dieser Termxnologie beweisen wir nun zunackst 
folgende Hilfssatze: 

a) Lemma I: 

Ist 3b eine beschrdnkte , abgescMossene Punldmenge, ivelche gam 
im Innem einer anderen Menge 0L hegt, so lafit sich q so Mein 
w ahlen, da/3 die Umgebung (q)$ gam in 6L enthatien ist 

Wir wenden zum Beweis eme m der Tkeorie der Punktmengen 
haufig benntzte SchluBweise 4 ) an, von der wir nocb wiederbolt Ge- 
brauck zu macken baben werden: 

Angenommen, wie klern wir auck q waklen mogen, so gabe es 
immer nock mindestens einen Punkt von {$)$, welcker nickt zu €L 
gekort Dann waklen wir eine abnekmende Folge von positiven 
GrroBen nxit der Grenze Null: 

P2 ^ * * * ^ g v ^ ^ 

Lq 9 - 0 . ( 2 ) 

V = 00 

In (Q r )$ gibt es nach Annakme mindestens emeu Punkt 
PJx*, . . x' n ), welcker nicht zu 6L gehort; nack der Definition von 
(Q v )st laBt sick dem Punkt P T mindestens em Punkt B V Q>1, . &’) 

•von di> zuordnen, so daB 

\xl-i:\<Q v , «— 1 ( 3 ) 


1) Vgl. A I 7 

s ) Auch die Umkehrung dazu gilt, vorausgesetzt daB es Punkte des 
(£c)-Raumes gibt, welch e auBerkalb (SC liegen, und daB q kinreickend klein 
gew&hlt ist. 

®) Ygl A I 2 und 6. 

*) Ygl z. B. Jordan, Gouts d’ Analyse, I, Nr. 30. 
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Wir betrachten jetzt die Folge \JB V ) Hat dieselbe unendlieh 
viele verscbiedene Punkte, so besitzt sie mindestens einen Haufungs- 
punkt 1 ) H{\, . . Ji n ) , da sie als Teilmenge Ton bescbrankt ist. 
Wir kfinnp/n dann stets aus der Folge f S v } eme unendliche Folge 
{B v J ? wo v i+1 > v z , herausgreifen derart daB 2 ) 

LB V = H (4) 

l 2= 00 1 

Enthalt dagegen die Menge {JB V } nur eme endlicbe Anzahl ver- 
scbiedener Punkte, so kommt mindestens einer derselben unendlicb 
oft vor* wir konnen also m diesem Fall eme unendlicke Folge 
berausgreifen, so daB 

— 3 ; 

v i 7 

daher gilt aueh hier (4). 

In beiden Fallen folgt aus (2) und (3), daB aucb 

LP r = II. (4a) 

i = co 2 

Der Punkt 3 gehort stets zu 3b. Im zweiten Fall ist dies unmittel- 
bar klar, im ersten Fall folgt zunacbst, daB 3 als Haufungspunkt you 
{ JB V } a fortiori auch Haufungspunkt der Menge 3b ist, in welcher 
j_B r } entbalten ist. Da aber die Menge 3b abgeschlossen ist, so 
enthalt sie den Punkt 3 

Hiermit sind wir aber bei einem Widerspruch angelangt; denn 
als Punkt von 3b ist 3 ein innerer Punkt von £t, es gehoren also 
alle Punkte in einer gewissen Umgebung von 3 zu £C; andererseits 
gibt es nacb (4a) in jeder Umgebung yon 3 Punkte, welcbe nicbt 
zu 6t geboren, namlicb die Punkte P v fur binreicbend grofieWerte von i 

Daraus folgt, daB unsere Annabme falseh war, und damit ist 
der Satz bewiesen. 

Da jeder Punkt von zugleicb em innerer Punkt von 
ist, so folgt uberdies, daB (q)$ gam im Innern von (SC entbalten ist. 

Ist ferner: 0 < a < so ist a fortiori aucb [d]® ganz im Innern 
von &i entbalten. 

Ein stetiger Kurvenbogen 

,n, 


*) Nach A I 5 

s ) Vgl A I 4. Die Gleiehung (4) be dent et naturlich 

LK‘ 


l s= oo 


a = 1 , 2, . n 



§ 21. liber die Umgebung 1 einer Ptmktmenge. 


157 


ist eine beschrankte, abgeschlossene Punktmenge x ) im x 1? ^-Raum. 
Liegt daber ein solcber Bogen ganz im Innern eines Bereiches SC, 
so gibt es stets eme Umgebung (q) der Kurve S, welche ganz in SC 
liegt. In dieser Form baben wir scbon haufig von dem Satz Gre- 
braucb gemaebt. 

b) Lemma II (Erweiterter Vorzeiehensatz 2 jj: 

Ist die Funktion f(x l7 . x n ) stetig in B ) einem Bereich SC und 
positiv in einer beschrankten 7 abgesehlossenen 7 ganz im Innem von SC 
gelegenen PunJctmenge S ; so la jit sich g so Mein wahlen , daft f{x l7 .. x n ) 
auch noch in der ganzen Umgebung (p)g positiv ist. 

Beweis: Ist G lrgencl ein Punbt von Q, so ist f positiv m C 
und da C ein mnerer Punkt des Bereicbes SC ist, in welchem f stetig 
ist, so lafit sicb eine gewisse Umgebung von C angeben, in welcher f 
aucb nocb positiv 4 ) ist. Bezeichnet also 6b die Gresamtbeit der- 
jemgen Punkte von SC, in welchen f positiv ist, so ist die Menge © 
nicbt nur in 6b enthalten, sondern sie liegt auch ganz im Innern 
von 6b. Daher konnen wir Lemma I auf die beiden Mengen 6b und 
© anwenden und erbalten unmittelbar den obigen Satz. 

Ist z. B. die Funktion f(x\ a 17 . . a n ) stetig im Bereich 

X x <x<X 27 \a % — a % °\<d, i = l,2, . n 

und ist 

f(?\ <h°> ■ a n)> 0 , 

ftir 

x x x <* x 2 , 

wo X x < x X7 x 2 < X 2 , so lafit sicb Jc so klein wahlen, dafi 

fO; <0 > 0 

in dem ganzen Bereicb 

x x — k < x < x 2 + k, | a t — aP | < k, i = 1,2,.., n. 

Denn dieser Bereicb ist identiscb mit der Umgebung (K) der be- 
schrankten, abgescblossenen Menge 

X t ^x^x 2 , = a t °, £ = 1 , 2, . . . 7 n 7 

in welcber f positiv ist. 


*) Nach A YU 1 

2 ) Der Satz ist eine Erweiterung des Satzes von A HI 2. 
*) Ygl. A III 1 und 3. 

4 ) Nach A HE 2. 
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Zusatz: Das obige Lemma bleibt ricbtig, wenn darin das Wort 
„positiv“ beidemale durcb „von Null verscMederi { ersetzt wird. 

Denn wird nur vorausgesetzt, daB 

f(? V • •; x „) + 0 in (2 

so bezeickne S' (resp. S") die Gesamtbeit derjenigen Punkte von S, 
in welcben f positiv (resp. negativ) xst. Alsdann ist jede der beiden 
Mengen S' ; S" bescbrankt und abgeseblossen Ersteres ist unmittelbar 
klar; um letzteres zu zeigen, sei NQi^ . hj ein Haufungspunkt 
von S'; dann kann man aus S' em unendliebe Folge 1 ) von Punkten 
P v (x x£) berausgreifen, so daB 

LP r = N 

V — 

Ans der Stetigkeit von f folgt dann, daB 
f(] h ,...,h n ) = Lf(xl, 

V = oo 

Nun ist aber der Punkt JS als Haufungspunkt von S' a fortiori zu- 
gleich Haufungspunkt von S, und da S abgeseblossen ist, so ist H 
in S entbalten; es ist also nacb Yoraussetzung 

f(K •• , ?O + 0; 

daber bleibt nur die Moglicbkeit, daB f(h v . . , h n ) positiv. Der 
Punkt H gebort also zu S', und daber ist S' abgeseblossen; das 
gleicbe gilt von S" 

Wir konnen also nacb Lemma II zwei positive GroBen p' ; p" 
angeben, so daB 

fO: i» • V X n) > 0 in (9%' 

f(*t> ■ ■ ; X n) < 0 in 0"V'- 

Bezeicbnet daber p die kleinere der beiden GroBen p', p", so folgt 
leicbt, daB 

f( x v •••,*«) + 0 in (<?)<?• 

§ 22. Ein Satz liber emdeutige Abbildung u.nd seine Anwendungen. 
Es bandelt sicb nm die Auflosung der n Gleicbnngen 

Vi = /■,(« V • » * - 1 , 2 , . . ( 5 ) 

nacb Wir formulieren zunaebst den Satz, wie er in den 


l ) Ygl. A I 4 
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Lehrbiicbern gegeben zu werden pflegt, und kniipfen daran die Er- 
weiterung, die wir fur die Zweeke der Variationsreebnung notig 
baben. 


a) Der Satz iiber die Inversion eines Funktionensy stems fiir die 
Umgebiing eines Pnnktes: 


Dabei wird die Auflosung des Gleichungssystems (5) unter 
folgenden Annabmen betraehtet: 

A) Die Funktionen f z (x v . . x n ) sind von der Klasse G' m 
erner gewissen Umgebung ( d ) eines Punktes x 1 == a t , . . x n = a n . 

B) Die Funktional determinate 


A Ol> - • V X n) = 


d(x J, 


fn l 

*«) 


ist an der Stelle ( a ) von Null verschieden. 
Setzt man dann 

/!(«!» • • <0 = 


so laBt sicb naeb Annabme einer binreicbend kleinen positiven GrroBe 
8 < d eme zweite positive GrroBe e derart bestimmen, daB die 
Gleichnngen (5) fiir jedes Wertsystem y v . . . ? y n , fiir welcbes 

|y, — M<«> *-i, 2, 

eine und nur eme Losung % v * * % n besitzen, fur welcbe 

\x t — a t \<8, i= 1,2, ..,n. 

Bezeicbnen wir diese Losung, die natiirlicb von y l9 y%, . . y n ab- 
bangt, mit 

x z = A(y» *0 > i=l,2, . . n , 


so sind die Funktionen ijj l eindeutig definiert und von der Klasse G' 
im Bereicb: ! | < a, und die partiellen Ableitungen von ?p l 

werden nacb den gewobnlicben Differentiationsregeln fiir implizite 
Funktionen erbalten. Der Satz ist em spezieller Fall des DinFscben 
Satzes iiber implizite Funktionen 1 ). 


*) Fur den Beweis des letzteren verweisen wir auf Deni, Analisi infim- 
tesimale (Litt), Bd I, p. 163; Peano, Differentidlrechnung , Nr. 110 — 117; 
C. Jordan, Cours d’ Analyse, I, Nr 91, 92; Osgood, Lehrbuch der Funktionen - 
theorie , Bd. I, p. 47 — 57. 
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b) Der erweiterte Satz iiber die Inversion eines Funktionen- 
systems 1 ): 

Wir betracbten jefczt die Auflosung des G-leichungssystems 


tft = f % (Pu •••»*«)» n, (5) 

und zugleicb die durch. diese Gleichungen vermittelte Abbildung des 
(^)-Raumes auf den (^)-Raum unter den folgenden allgemeineren 
Y oraussetzungen : 

A) Die Funktionen f t (x v ...,x n ) sind von der Klasse C' in 
einem Bereich 00. 

B) <2 ist eine beschrankte, abgeschlossene Punktmenge im Innern 
von 00. 

C) Z-wei verschiedenen Punkten (x') } (x rf ) von (2 uerden durch die 
Transformation (5) ailemal zwei versclmdene Punkte (y') ? (y") zu- 
geordnet 

D) Die Funktionaldeterminante 


A(^, . . x n ) a 


^(^1) • •( x n) 


isi von Null verschieden in & 

Alsdann Id fit sick eme positive Grofie q so Mein wahlen , dafi die 
Transformation (5) eine ein-eindeutige Beziehung zwischen der TJm- 
gebung (p)@ und deren JBild oil im ( y)-Raum definiert, Oder anders 
ausgedruckt , dafi fur jedes (y) m die Gleichungen (5) eme und nur 
eine Losung in (p)@ besitzen. 

Beweis: Zunacbst konnen wir nach § 21, a) eine positive Grofie 
d so Hein wahlen, dafi die Umgebung (d) e ganz im Innern von 00 
liegt. Alsdann wahlen wir eine abnehmende Folge positiver GroBen 
mit der Grenze Null: 


d > Q x > q 2 > * • • Q v > • • • > 0 

Lq v *= o 

1 = oo 


( 6 ) 


und nehmen an, es gabe fur jeden Wert des Index v in der Urn- 
gebung mindestens ein Paar verschiedener Punkte 

Pv(% It; ■ • #»*) j Pv (% lv, * • •; %nv) y 

deren Bilder im (^)-RanrQ zusammenfallen. Wir wollen zeigen, 

*) Siehe Bolza, Mathematische Annalen, Bd. 63 (1906), p. 247 ; rgl. auch. 
Bolza, Lectures, § 34, wo ein spezieller Fall des Satzes bewiesen wird 
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daB diese Annahme zu einem Widersprucb mit unseren Yoraus- 
setzungen fubrt. 

Zu diesem Zweek bemerken wir zunaebst, daB nacb der Definition 
der Umgebung eiuer Punktmenge den Punkten P[, P" sieb zwei 
Punkte von © zuordnen las sen: 


derart daB x ) 


n X&> ■■■> Kr) » Kl&> 


CD 


L. 


— i'„ < Q , , i « " — £/' ; < £>„ , 

und betraebten nunmebr die Folge von Punkten 
# v — 1, 2 ; . . ., in inf. 

im 2^-dimensionalen Raurn der Variabeln S'; 

Dieselbe ist entbalten in der durcb die Bedingungen 

{K> ■■■>$:) <2; (it, -•-,C) m <2 

defimerten Menge 2). Letztere Menge ist bescbrankt; also ist es 
aucb die Menge { Z v } . Daraus folgt nacb der in § 21, a) benutzten 
Metbode, daB ein Punkt 7*/; h", . . ., 7&J') und eine zugeborige 

Teilfolge J von existieren (wo wieder der- 

ail daB 

K> ■ ■ •> K)> 


oder, was dasselbe ist, 

l n: -j r. 


l n" = H", 


wenn wir mit JET und i?" die Punkte 


n' = (K K)> 

im (a:) -Raum bezeicbnen. 

Die Menge 2) ist iiberdies abgescblossen, wie leicbt zu zeigen 
ist; daraus sehlieBt man wie in § 21, a), daB der Punkt ( h ^ . . , AJ; 
A*', . . . , h") zu 2) gebort, d. b. daB die beiden Punkte S', S" zur 
Menge © gehoren. Endlieb folgt aus (6) und (7), daB aucb 

lp;~h', lp; = at. (8) 


*) Bern Index % sind stets die Werte 1,2,.. , n zu geben 
Bo las a, Vanationsreclinimg 11 
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jSTun laBt sicli aber z eigen, dab die beiden Punkte H', B n zusammen- 
fallen miissen. Denn nacb der Definition der Punkte P\ P" isf 


also wenn wir 


O = - • v O) 


• • •> <; <» • > O •••><)- f,«. 


defimeren, 


* * •) x nv) ~~ 



Aus (8) folgt daher unter Beriicksichtigung der Stetigkeit dei 
Funktion F, daB 

■ • •> <v • • •> <;) - F( X< ■ S’ *■" • ■■■’ K) - °- 

also, da wir es nur mit reellen GroBen zu tun baben, 

-,K). 


Das heiBt aber: Die Bilder der beiden Punkte H' ? 3" fallen zusammen, 
nnd daber miissen die beiden Punkte selbst nacb Yoraussetzimg C) 
zusammenfallen, da sie beide zur Menge <2 geboren Wir schreiben 


3 ' - 3 " - 3 ] 

also ist 

LJP; =H, L P" = E. (9) 

/»=« r /t = so 


Somit folgt aus der emgangs gemacbten Annabme, da/3 es emen 
Pxmld H der Menge (2 gibt , derart da/3 in jeder Nahe von H Paare 
verschtedener Punkte existieren, deren Bilder im (y) -Baum zusammen - 
fallen. 

Dies fubrt nun aber umnittelbar zu einem Widerspruch nut 
anseren Yoraussetzungen. Denn einerseits sind fur den Punkt 3 die 
Yoraussetzungen des Satzes Ton § 22, a) erfiillt; bezeichnet also K 
das Bild des Punktes 3 im fy) - Raum , so lassen sicb nacb a) zwei 
positiye Grofien S und £ angeben, derart daB die Gleicbungen (5) 
fur jedes Wertsystem (y) in der Umgebung (e) des Punktes K eine 
und nur erne Losung m der Umgebung (d) des Punktes H 
besitzen. 

Andererseits folgt aber aus den Gleichungen (9) und aus der 
Stetigkeit der Funktionen f t} daB 
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wenn Q den gemeinsamen Bildpunkt Yon Pi und P" bezeichnet. 
Wir konnen daber naeh (9) den Index g so groB wahlen, daB Pi und P v " 
in die Umgebung (d) des Pnnktes S, und gleichzeitig Q v in die 
Umgebung f s') des Punktes K fallt, was einen Widersprucb mit dem 
Yorangegangenen involviert, da fiir (y) = Q r ^ die Gleicbungen (5) die 
beiden verscbiedenen Losungen (x) = Pi u und Pi' besitzen. 

Daber rnuB die Annahme ; von der wir ausgegangen sind, falscb 
sein; es muB also mindestens einen Wert v = m geben, derart dafi 
zwei verscbiedenen Punkten der Umgebung {g m )e durch die Trans- 
formation (5) allemal zwei verscbiedene Punkte des (j/)-Raumes zu- 
geordnet werden. Sobald wir also g g m wahlen, ist die durcb (5) 
definierte Beziehung zwiscben (p)@ und eine ein-eindeutige, Q. E. D. 

c) Eigenscbaften des Bereicbes und der inversen Funktionen: 

Wird g der zuletzt angegebenen Bedingung gemaB gewablt, so 
haben die Gleichungen (5) fiir jedes der Menge angehorige Wert- 
sjstem y v . y n eine nnd nur eme Losung x v . . , x n in der Um- 
gebung (p)g. Diese Werte der x sind daber in eindeutig de- 
finierte Funktionen von y v . y n , die wir mit 

x i = A(yi> ■ ■, y n ) (io) 

bezeicbnen. Es soil gezeigt werden 

Zusatz 1: Unter den Voraussetzungm A) bis D) la fit sick g so 
Mem wahlen , dafi jeder Punkt der Menge of ? ein innerer Punkt von 
ist, und dafi uber dies die inversen FunMionen ty t (y x , . . y n ) in cfi Q von 
der Klasse C' sind . 

Zum Beweis wablen wir g g m ) so klein, daB 

A(x v . . x„) + 0 in ( q ) @> (11) 

was nacb § 21, b) auf Grund unserer Yoraussetzungen A), B), D) 
moglicb ist. Alsdann sei (x) irgend ein Punkt von (q)q, und (y'\ 
sein Bild im (^)-Raum. Nacb einer friiberen Bemerkung ist der 
Punkt (V) zugleicb ein innerer Punkt von (p)@; wir konnen also 
eine positive GrofJe d so klein wahlen, daB die ganze Umgebung (d) 
von (pc') aucb nocb in (g)@ liegt. In dieser Umgebung (d) sind dann 
die Funktionen f % von der Klasse C r \ femer ist 

A(^ i; x n ) 4= 0 . 

Wir konnen also nacb dem gewobnlichen Inversionssatz (§ 22, a)) 
zwei positive GroBen d < d und e angeben, derart daB fur jeden 

ll* 
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Punkt (y) in der Umgebung (a) des Punbtes ( y ) die Grleichungen (5) 
eine und nur eine Losung (x) m der Umgebung (d) des Punktes (V) 
besitzen, und daB gleichzeitig* die inversen Funktionen V n ) 

in der Umgebung (s) von Q y ') von der Klasse C' sind. 

Jeder Punkt (y) m der Umgebung (a) des Punktes («/') ist daher 
das Bild ernes Punktes (x) des Bereiches (p)@ und gehort daher zur 
Menge Das heiBt aber, jeder Punkt der Menge ist ein innerer 
Punkt von ofU und zugleich folgt, daB 4> t (y u . y n ) in oil von der 
Klasse G r ist. 

In dem speziellen Fall, wo der Bereich (p)g zusammen- 
hangend ist, ist auch ^ zusammenhangend 1 ); in diesem Fall ist 
daher der Bereich c>^ exn Kontinuum 2 ). 

Aus dem eben bewiesenen Zusatz ergibt sich unmittelbar der 
folgende 

Zusatz II: Bezeiehnet 8 das dmcli die Transformation (5) defti- 
mertc Bild der Menge S im (y)-Baum, so Idftt sich unter den Voraus- 
setzungen A) bis D) neben der Grofte q eine ziveite positive Grofte 6 
bestimmen , der art, daft die Gleiclmngen (5) fur jedes (y) in der Um- 
gebung (o)g eine und nur eine Losung (x) in der Umgebung (p)@ besitzen. 

Denn da & beschrankt und abgeschlossen ist, so ist auch 8 be- 
schrankt und abgeschlossen 3 ), und nach dem eben Bewiesenen liegt 
8 ganz im Innern von Also konnen wir nach § 21, a) a so 
klem wahlen, daB die Umgebung (<y)g ganz m o^, entbalten ist, wo- 
mit unsere Behauptung bewiesen ist 

d) Der allgemeine Satz von der Existenz eines Feldes: 

Es sei jetzt eme ^-parametrige Schar von Kurven im (n -j- 1)- 
dimensionalen Raum der Yariabeln x v x 2 , . . , x n+1 gegeben 

x } = cp } (t, a v a„), 3 = 1, 2, . . n + 1 , (12) 

welche folgende Bedingungen erfullt: 

A) Die Funktionen cp t , <p 2? . cp nJrl smd als Funktionen ihrer 
n -(- 1 Argument© von der Klasse O' m emem Bereich 

T 1 <t<T 2 , K ~~ a?\<d, i=l,2,...,n. (12a) 

B) Die spezielle Kurve 

®o : x , = Vjit, a i°> • 0 » i== 1, 2, + 1, 

*) Nach Jordan, Corns d’ Analyse, I, Nr, 64. 

*) Vgl A I 9 . 

s ) Nach A VII l. 
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( wobei I 1 <C t v t 2 < T 2 ) } bat Jceine mehrfachen JPnnkte, d. h* zwei ver- 
scbiedenen Werten yon t im Intervall [t x t 2 ] entsprechen stets zwei 
verscbiedene Punkte der Kurye S 0 . 

C) Die FunTdionaldeterminante 


A(t, a v . . , a„) = 


£(yn i ■ 


tm JYwZZ verschieden entlang E 0? d. h. 


•» «*) 


A(^ a x ° ; . . a w °) 4= 0 in [^f 2 ] . (13) 

Alsdann lassen sich die positiven Grofien h, Jc v . k n so Mein wdhlen , 
daft die Gleichungen (12) eine ein-eindeutige Beziehang zioischen dem 
Bereich 


<9C: t x —h<t<t 2 +h, \ a% — a*\^li %> i = 1, 2, . . u 


and (lessen Bild oP im (: x)-Baam defmieren, and daft gleichzeitig 


A(t } a 17 . . y & n ) 4= 0 

im ganzen JBereich CL. 

Das Bild of’ des Bereiches 


(14) 


CU: t 1 — h<t<t 2 + hy I — a t °\< l\, i=* 1,2, . .,n, 


bildet dann ein Kontinuum, and die durch AufVosung der Gleichungen 
(12) erhaltenen inversen Funldionen 


t t(x x? . . * 7 + 

a x = a t (x X7 . ‘ ; x n+ 1 ) 

- a »Ol> * * ** + l) 


(15) 


sind im Bereich of von der Klasse C\ 

Der Satz ist ein spezieller Fall nnseres erweiterten Inversions- 
satzes. Der dort mit (2 bezeiebneten Punktmenge entspricht bier 
die Menge 

(2 2 t X ^t^t 2 y a % = CiPy i = 1 , 2y . . yUy 


welcbe in der Tat besebrankt nnd abgescblossen ist und ganz im 
Innern yon (12a) liegt. Der Satz ergibt sicb dann unmittelbar, wenn 
man noeb beaebtet, dab die Umgebung (p)@ hier nichts anderes ist 
als der Bereicb 

t ± - Q < t < t 2 + Qy \a % — a?\<Qy i = 1, 2, . . n. 

Man bat dann nur h 7 k t , . * k n <. Q zu wablen. 
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Zusat 0 : In dem speziellen Fall > wo die Koordinaten der Kurven - 
pimkte sick als emdeutige Funktionen einer dieser Koordinaten aas- 
driicken lassen , ist die Bedmgung B) stets erfUllt und kann dalier weg - 
gelassen werden. 

Denn lautet z B. die letzte der Grleickungen (12) 


so entsprecken zwei verschiedenen Werten von t stets verscliiedene 
Werte von x 7l+1J also sicker auck zwei versehiedene Kurvenpunkte 
Man beackte noch, daB in diesem Fall 


A (f, a v a n ) = 


d(a u 


i y») . 

•) «n) 


e) Der erweiterte Satz Tiber implizite Funktionen: 

Bei dem Satz 1 ) liter implizite Funktionen in seiner ge- 
wohnlichen Form handelt es si oh urn die Auflosung ernes Grleichungs- 
systems 

■ ■> Vi, ■ , Vn) = * — 1, 2, . . n. (16) 

Dabei wird vorausgesetzt, es sei eine spezielle Losung von (16): 

% ^ y x =l) 1? • • • ; ( 1 ^) 

bekannt, in deren Umgebung die Funktionen von der Klasse C ' 
sind. Ferner wird angenommen ; daB an der Stelle (17) die Funktional- 
determinante 

Qlfvfy * i O 
XT „ , „ dOti* Vsi * y#) 

von -Null verschieden ist. 

Alsdann lassen sick die Grleichungen (16) in der Umgebung der 
Stelle (17) eindeutig nack y v . . y n auflosen, das keiBt: Zu jedem 
kinreickend kleinen positiven e gibt es eine zweite positive GrroBe S 
derart, daB fur jedes Wertsystem % 2 , . . a m , welches den Un- 
gleickungen 

' X 1 a i I < ^ 7 I X 2 ““ a 2 ! ^ d 3 * • ; \ x rn a ?,i I < 8 

geniigt, die Grleickungen (16) ein und nur ein Losungssystem y v . . y rl 
besitzen, welckes den Ungleickungen 

I Vl ~ h I V* — h I < £ > * * I Vh K I < « 

genugt. 


*) Vgl. die Zitate auf p 159, FuBnote l ) 



§ 22 Ein Satz uber eindeufcige Abbildung und seine Anwendungen 167 


tjber dies sind die hierdurch eindeutig definierten impliziten 
Funktionen: y l -= ir t ( x i> * • x m) m der Umgebnng der Stelle 
x t = a v . von der Klasse O'. 

Aueb dieser Satz lafit sich von der Umgebnng einer einzelnen 
Stelle auf die Umgebung einer Punktmenge ausdebnen. Dabei sollen 
folgende Voraussetzungen gemacbt werden: 

A) Die Funktionen f x sind von der Klasse (f in einem Bereich 
<£L des (x, ^)-Raumes. 

B) Die Gleichungen (16) werden befriedigt durch die Koordinaten 
x, y der Punkte einer beschrdnkten, dbgeschlossenen Menge Q, welcbe 
ganz im Innern von €L liegt. 

0) Sind (x, y) nnd (%", y") zwei versehiedene Punkte von so 
ist allemal auch (x) 4= (x") v ). 

D) Die Funlrfionaldeterminante 

HA, 

v ( 2/1 •» * * * -» y ft) 

ist von Null verscbieden in ©. 

Bezeichnet alsdann % die ;; Projektion“ von S in den (^)-Raum 
so lassen sick zwei positive GroBen q und a angeben, derart daB es 
#it jedem (x) in der Umgebung (d)^ eine und nur eine Losung (y) des 

Gleichungssysiems (16) gibt, fur ivelche (x, y) in der Umgebung (p)@ 
liegt, und da/3 die durch Auflosung der Gleichungen (16) erhaltenen 
impliziten Funktionen 

y t *= x n) ; i *= 1, 2, . n, (18) 

im Sereich (&)$$ von der Klasse C f sind. 

Dabei ist unter der Projektion ernes Punktes x(, . . x' m , y/> . . y* 
in den (^)-Raum der Punkt: x t =* x(, . == < verstanden. 

Zum Beweis betraehten wir zunachst die Auflosung des Gleichungs- 
systems 

Ufr = Xj t i ~ flip'll * * *; * * *? Vn) 

(h = 1, 2, . . m; i = 1 7 2, . . n) 



nach. Xi, . . x m , y^, , . y n * 

Auf dieses Gleichungssystein konnen wir den Zusatz LL zu dem 
erweiterten Inversionssatz (§ 22, c)) anwenden. Man erhalt dann 
unter Berueksicbtigung der speziellen Form des Systems (19) das 

i) Wir konnen diese Bedingung auch so ausdxucken: Innerhalb der Menge 
€ sind die Gleichungen ( 16 ) eindeutig nach y ± , y n auflSsbar. 
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ftesultat: Es gibt zwei positive GroBen p und 6 clerart, daB di 
Gleichungen (19) fur jedes (x v . . . 7 x m ) in nnd fur jede 


+ U * * 

, u m+n , fiir welches 

K+.l < G > 

ein und nur ein Losungs 

system 

y. = ■ ■ 

; U m + V * 

* * 7 +• n) 7 


(*'- 1 

,2, 3 0 



besitzen, fur welches der Punkt ( x 7 y) in (p)<© liegt. 

Setzt man schlieBlidb u mJrt = 0, so erhalt naan den obigen Sab 
Wir werden den Inhalt dieses Satzes kurz dahm zusammenfassen, da 
unter den Voraussetzungen A) bis D) die Gleichungen (16) sieh v 
der Umgebung der PunJctmenge (2 eindeutig nach y 1? . y n auflose, 
lassen 1 ). 

23. Existenztheoreme fiir System© von gewohnlielien Differentia 

gleiehungen. 2 ) 

Wir betrachten in diesem Paragraphen ein System von n Diffie 
rentialgleichungen erster Ordnung: 

Tt ■" f*& *»» • •» l: = 1 > 2 ’ ■ > 11 > ( 20 

unter folgenden Voraussetzungen: 

A) Die reellen Funktionen f k (t 7 x 17 x 27 . , 7 x n ) sind eindeutij 
definiert und stetig in einem Bereich 00 im Baum der reellen Vari 
abeln t 7 x v x 27 . . . ? x n . 

B) Die partiellen Ableitungen der f k nach x v x 2} . . ; x n 

'* dx % 

existieren und sind stetig im Innern desselben Bereiches 00. 

J ) Zugleicb folgt noch, daB (c?)^ m enthalten ist, und daraus folgi 

daB stets c<^q 1 da esPunkte des (x) - Baum es gibt, die auBerhalb % liegen (vg 
p. 155, Fufinote 2 ). Daraus ergibt sicb weiter, daB jede in (<r)^ gelegene LQsun 
des Systems (16) zugleich dem System (18) genugt und umgekehrt. 

2 ) Ygl. fur das folgende das Eeferat von PainleviS, Encyclopedic, II A 
p. 190 — 200, und die zusammenfassende Darstellung von Bliss, (Annals o 
Matbemati cs, (2) Bd YI (1905), p 49 — 68), dem icb mieb m der Bezeicknun, 
und der Formulierung der Satze angeschlossen babe. 



§ 23. Existenztlieoreme fur Systeme toil Differentialgleichungen. 169' 

C) Der Punkt A(r, j^, . . liegt ini Inner n des Be- 
reich.es (SC. 

Den BereicL 6C nennen wir den „Stetiglititsbereich des Systems (20)“. 
Es soil eine Losung des Systems (20) bestimmt werden, welche den 
Anfangsbedingungen 

x k (r) = % h9 Jt — 1, 2, . . . 7 n , (21) 

geniigt. 

a) Bestimmuiig eines Elementes der Losung: 

Da der Punkt A itn Innern von (SC liegt ? so laBt sicL eme 
positive GroBe q so bestimmen, daB aucb die gescblossene Umgebung- 
[p] des Punktes A , d. L. der dnrcL die TJngleicbnngen 

definierte Bereich, ganz im Innern von 0L liegt. In dem ab- 
gescblossenen BereicL [p] erreicLt jede der stetigen Punktionen 

f k (t 7 % v % 2 , . . x n )[ einen endlicben Maximalwert* sei M der groBte 

derselben, und sei l die kleinere der beiden GroBen: p ; 

Alsdann gibt 1 ) es ein Funlctionensystem (eine „Knrve cc ) 

-*»(*)> h—1 , 2 , ( 22 ) 

welches fur das Intervall: j t — x l eindeutig definiert ist und in 
demselben folgende Eigenschaften besitzt : 

1 . Die Funktionen x k {t) sind stetig und differentiierbar. 

2 Sie geniigen dm TJngleichimgen: 

V*) - §*j <!? ( 23 ) 

3. Sie geniigen dem System von Differentialgleichungen 

x s , x„). (20) 

4. Sie geniigen den Anfangsbedingungen 

**(*) = £*• ( 21 ) 

Eine Polge dieser * Eigenschaften ist, daB aueh die Ableitnngen 
x k '(t) in demselben Intervall stetig sind. 

Da die gefandene Losung vorlaufig nur fur eine gewisse Um- 
gebung von t — % definiert ist, so nennen wir sie ein . ) Element ££ der 

x ) Zuerst von Cauchy "bewiesen, vgl. Picard, Traite\ Bd. II (1905), p. 322 — 330, 
340 — 345; Gtoursat, Gouts d’ Analyse, Bd II, p. 369 — 371, 376 — 382. 
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durcb die Differentialgleichungen (20) und die Anfangsbedingungen 
(21) definierten Kurve. 

Zusatz 1 ): 1st <SC 0 eine bescbrankte, abgescHossene Menge im 
Innern von so laBfc sich eine positive GrroBe l 0 angeben ; so daB 

die Losung dnrcli irgend einen Punkt (v, von €L 0 

mmdestens im Intervall t — r j <! l 0 existiert und im Innern von 0L 
liegt. Denn wir konnen dann nach § 21, a) eine gescblossene Um- 
gebung [£ 0 ]<t 7 angeben, welcbe ganz im Innem von <9C liegt. 1st 
Jf 0 der groBte der Maximalwerte der Funktionen ! f k < in f£o]<S£ 0 ? so 

l 0 die kleinere der beiden GroBen p 0 ., 
b) Die Peano’scbe Ungleiciuiig: 

Es sex 35 ein Bereicb im Gebiet der Variabeln t, x v x n9 

in welchem die Funktionen f k (f, x v . . xj stetig sind und der 
Lipschitz’schen Bedingung genugen, d. L es soli eine positive GroBe 
K geben, derart daB fur irgend zwei Punkte von 35 mit derselben 
^Koordinate: 

und t 9 x k9 .. 9 x”, 

die TTngleicbungen gelten 

n 

I fk{t> ’ * • ' 1 X n) f l(^3 X 1 ’ * 3 ) I < I X i ~~~ X i I , . ^24) 

(k == 1 , 2, , . n) 

Ferner seien 

(*- 1 , 2 , .. ») 

zwei fur dasselbe Intervall: 3 definierte Losungen 2 ) des 

Systems (20), welcbe ganz im Bereicb 95 liegen, 

Setzt man ‘ dann 

U k (t) = ^(0 #*( 0 7 

so ist 

= /»(*> *•) - /i(*> *1» • • •» *•) » 

*) Ygl, Bliss, loc cit,, p. 53. 

2 ) Dies involviert die Differentnerb arkeit (und daher a fortiori die Stetig- 
keit) von x k {t) nnd x k {t) in [up], was in der Folge stets in demWort „L5sung u 
inbegrrffen sein soli. 
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also wegen (24) 


I diif. 

I dt \ 


< 


* 2 \ 


(25) 


Beacktet man, da6 fur die yordere Denvierte 1 ) you \u k die Un- 
gleickung gilt 

I dut j == d\u kx — duj, | 

I dt ^ dt dt ! > 

so folgt kieraus 

d J£\ Ui \ 

~ Kn^\ u t < — ^ — < Kn j u t , 

l t 


woraus man durck Integration zwiscken den Grenzen t 0 und t die 
folgende von Peano 2 ) kerrukrende Ungleickung erkalt: 

n n 

2 1 J: ‘ (*) ~ ®.(0 \<e nX ^ \ x ( (t 0 ) - *«&) ] , (26) 

<=i /=i 

fur 


wenn t Q irgend einen Wert you t im Interval! [ap] bedeutet. 


c) Einzigkeit der Losung: 

Wir kekren jetzt wieder zu den Annakmen und Bezeieknungen 
ron § 23 ; a) zuriiek. Es sei 

l: X k = X k (t), *— 1 

Lrgend eine fur ein gewisses Intervall [aft] definierte Losung des 
Systems (20), welcke ganz im Innern des Bereickes (SC liegt 3 ). 

Dann konnen wir nack § 21 ; a) eine positive GroBe <5 so klein 
tvaklen, daB auck die gescklossene Nackbarsekaft [<?] der Kurve 
1. k. der durek die Ungleickungen 

*—1,2, 

Jefinierte Bereick ganz im Innern von (SC liegt. 


*) Ygl Buss, loc. cit., p. 54, Fufinote; vgl auch. A IV 1. 

2 ) Vgl. Houvelles Annales (3), Bd. XI (1892), p. 79 und Atti di Torino, 
3d. XXXin (1897), p 9. 

8 ) Das soli LeiBen: fur jedes t im Intervall [a/?] liegt der Punkt 
r, %i(t), . . x n (t) nn Innern von <2L . 
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Ferner sei 

E : ~ %'k (P) i <f ft > k = l, 2, . . n, 

eine zweite ebenfalls fur das Interval! [a /3] definierte Losung von 
(20), welcbe ganz in [tf] liegt Dann folgt aus der Stetigkeit der 
Funktionen f k l } dafi im Bereicb [ 6 ] die Lipsehitz’scbe Bedingung- 
erfullt ist. 1 ) Wir diirfen also auf die beiden Losungen E und E die 
Peano’sche Ungleickung (26) anwenden. 

Hieraus folgt sofort: Wenn die beiden Losungen E und E sicb 
in einein Punkt scbneiden, d. b. wenn es einen dem Intervall [ccfij 
angeborigen Wert t 0 gibt, fiir welcben 

z= %k(jo) } 1 = 1, 2, . . u , 

so ist 

% k (t)=zx k (t) im ganzen Intervall [ctft]. 

Wir konnen aber die Voraussetzungen dieses Satzes nocb ab- 
schwachen: Wir wollen von der zweiten Losung E mcbt mehr vor- 
aussetzen, daB sie in der Nachbarscbaffc [<?] liegt, sondern nur, dafi. 
sie im Innern von 0L liegt und daB sie mit der ersten Losung E 
einen Punkt f 0 gemein bat. Daraus folgt wegen der Stetigkeit der 
Funktionen x k (f) und x k (t), daB wir ein den Punkt t 0 enthaltendes 
Teilintervall [if t"] von [aft] angeben konnen, so daB 

» I *»(0 - * 4 (0 1 < 0 (27) 

fur 

Sei a ^ a die untere Grenze fur die Werte von if und ft 
die obere Grenze fiir die Werte von t", fiir welche dies stattfindet- 
Dann gilt (27) zunachst fur 

a <t< /S', 

und wegen der Stetigkeit von x k (j) und x k (t\ auch noch fiir t = a 
und t ft. 

Fur das Intervall jV/3'] konnen wir also den obigen Satz an- 
wenden, und es ist daber 

**00 = 2*00, in [a f\, 
also msbesondere auch fiir t = cf und t = ft. 

*) Vgl. z B. Bliss, loc. cit , p 50, FuBnote Man kann fur K jede GroBe- 
wahlen, die groBer ist als der groBte der Maxim alwerte der Funktionen I f‘ z \ im 
Bereicb [<r]. 5 
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Ware nun a > a, so wlirde, wegen x h (d) — x k (a) = 0 ; die Un- 
gleicbung (27) aucb nocb in einern Interval! [a — d, u] gelten und 
a ware nicht die untere Grrenze der t'\ es mufi also cc = a sein, und 
ebenso /3'=/3. Wir haben also den Satz gewonnen: 

Es seien: 

X L = X l(t) > 

©: x k = x h (f) , a<.t<:P 

zwei fur dassdbe Intervall [a (3] definierte Losungm des Systems (20), 
ivelche 

1 ganz im Innem von GL liegen 

2. einen Punkt gemeinsam haben: 

x i(Q = **&>); *- 1 , 2 , . . ,n, 

« < *o < P ; 

alsdann sind beide Losungen im ganzen Intervall [ccfi] identisch: 

X S) = X M, ft — fur cc^t^p. 

d) Fortsetzung des durcli den Pnnkt A gebenden Elementes 1 ): 

Wir kehren jetzt wieder zu der in a) betracbteten, durch den 
Punkt A (r , | l7 . . gebenden Losung (22) zuriicb, welcbe zu- 
nachst nur fur das Intervall: j t — 1 1 l definiert war. Wir konnen 
dieselbe auf folgende Weise fiber ibren ursprunglicben Definitions- 
bereicb hinaus fortsetzen: Wir setzen r + 1 «= /3 X ; da der Punkt 
«i(Ai ^ (/J x ) , . . % n (P t )) wegen der TJngleicbung (23) im Innem des 
Bereiches (SC liegt 7 so konnen wir nach a) eine in einem gewissen 
Intervall: 1 1 — definierte Losung von (20) konstruieren, welcbe 

durcb den Punkt Q t bindurcbgebt und ganz im Innern des Bereicbes 
(9 C liegt. In dem den beiden Intervallen: \t — x | l und j t — j ^ l t 
gemeinsamen Bereicb mussen daber nacb c) beide Losungen identiscb 
sein, da sie beide durcb den Punkt Q 1 geben. Der Definitions- 
bereicb der zweiten Losung reicbt aber urn das Stuck [/3 1? & + If] 
liber den der ersten binaus. Wir nennen daber die zweite Losung 
eine , r Fortsetzung a der ersten, und bezeicbnen sie durcb dieselben 
Bucbstaben: x k = x k (t) Diesen Prozefi konnen wir nun beliebig oft 
wiederholen, indem wir weitere Elemente mit den Mittelpunkten 

*) Vgl. V. Escherich, Wiener Bericbte, Bd. GVII, Abt. Ha (1898), p. 12, 
und Bliss, 1. c p. 52. 
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— Al ^1J A 3 As ^2; • » • 

hmzufugen. Andererseits konnen wir eine analoge Reihe yon Fort- 
setzungen nack der negatiyen Seite kin kilden mit den Mittelpunkten 

CC^ === X 1 j === CC-^ * y CC g ■ Clg ^2 y • 

Da die GroBen A,. v wachsen, so nakern sie sick far v = oo 
einer bestimmten Greuze j$ A , die endlich oder + oo sein kann; 
ebenso nakern sich die cc v einer Grenze cc A7 welcke endlick oder oo 
sein kann. 

Wir erkalten daker durck den angegebenen ProzeB eine durck 
den Punkt A gekende Losung £^ ; welcke fur das offene Intervall 

**<*<?* 

definiert ist, mid im Innern des Bereickes GL liegt. 

Nack Bliss gilt der Satz: 

Wenn bei Annakerung der Variabeln t an den Wert a A (resp. 
der entsprechende Punkt der Kurve E^ sich einer bestimmten 
endlicken Grenzlage P A (resp. QJ nahert 1 ), so muB der Punkt P A 
(resp. Q a ) auf der Begrenzung des Bereiches €L liegen. 

Hieraus folgt: 1st 

®o : x i ** x k(f) > r i < ^ t 2 

irgend eine ganz im Innern von Qi gelegene Losung des Systems 
(20), und ist A(x, £ x , | 2 , . , SJ irgend ein Punkt yon S 0J so ist 

a A < P A > t 2 

und E 0 ist ein Stuck der Kurve £^. 

Hieran knupfen wir nock folgende prinzipiell wicktige Be- 
merkung: 

Die bei dem FortsetzungsprozeB gebrauchten GroBen h h’ h • • * 
sind innerhalb gewisser Grenzen willkiirlick. Mit Hilfe des eben an- 
gegebenen Satzes lafit sick jedock leickt zeigen, daB die Grenzwerte 
a und (3 A1 sowie die Kurve E, yon der Wakl dieser GroBen un- 
abhangig und somit durch den Punkt A eindeutig bestimmt smd. 


*) Dies tntt nach Bliss (loc. cit. p 52) stets ein, wenn SC beschrankt 

und abgeschlossen ist 
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§ 24 . Abhangigkeit der Losung eines Systems von gewohnlichem 
Differentialgleichimgen von den Anfangswerten und verwandte 

Fragen. 

Wir geben m diesem Paragraphen zunachst ein Referat fiber die 
wichtigsten Satze fiber die Abhangigkeit der Losung eines Systems 
von gewohnliehen Differentialgieiehungen von den Anfangswerten nnd 
entwickeln dann einige sicb daran anschliefiende Satze, die fur die 
Variationsrechnung von besonderer Wicbtigkeit sind. 


a) Abhangigkeit der Losung von den Anfangswerten: 1 ) 

Die durch einen Punkt A(t, £ 1? § n ) im Innem von (90 

gebende Losung 

<*<P A 

bangt von der Lage des Punktes A ab ? d h. x k if) ist eine Funktion 
nicbt nur von t, sondern aucb von in • • •; wir bezeicbnen 
dieselbe mit g> k (t] r, | 2; . % n ) und sckreiben unsere Losung: 

: x k = cp k (t ; T, £ 1; • • •; ?n) > u a P a (28) 

Die Funktion en < p k besitzen die folgenden Eigenschaften : 

1. Die Funktionen cp k sind eindeutige und stetige Funktionen ihrer 
n + 2 Argumente in dem Bereich 

A(t, im Innern von &L, a A < t < 

und der Punkt: (t, <p ir > . <p n ) liegt im Innern des Bereiches (90 r 
wenn der Punkt ( t ; t ? | 1; . . , | w ) in liegt. 

2. Sie geniigen den Anfangsbedingungen 

9>*(*i T ; 6i, • • ■, y = It ( 29 > 

* 

identisch fur jedes (t 9 % 19 . . | OT ) im Innem von (90. 


x ) Vgl Nicoletti, Acc. R. dei Lincei, 1895, p. 316; Pic^o&d, in Darboux’s 
Theorie des surfaces , Bd. IV (1896), p. 363; Bendixson, Bull. Soc Math, 
de France^ Bd XXIV (1896), p 220; Peaa t o, Atti di Torino, Bd. XXXHl 
(1897), p. 9; v. Escherich, Wiener Berichte, Bd. CVII, Abt. Ila (1898), 
p. 1198, und Bd. CVIH (1899), p. 622; Painlev^, Bull. Soc, Math, de France,. 
Bd. 27 (1899), p. 152; Bliss, loc cit. p 55. 
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3. Die parUellen Ableiiungen 

CVj. SjPz, g 2 qP j = C _^} 

dt 7 ct 7 d£ z ’ dtdt dtdt 7 dtd ^ d^dt 7 

(i = 1, 2,..., n ) 

existieren und sind stetig im Bereich 

4. Jedes der n + 1 Funktionensysteme 


#<P i 

Is? 

ls» 

dr ’ 

dt 7 

’ ' 7 dt 

Scp 1 

dcp 2 

0<Pn 

31’ 

d£ ? >' 

n; 




^ 1 ; 2 ? 

ist erne Losung des Systems Imearer homogener Differentidlglekhungen: 

n 

<Pi> 9>U- > <Pn)z t , (* — 1, 2, . • n) (30) 


dt 


mit den Anfangswerten 


woraus folgt 


s?* j 

dr j 




5. Die Fmiktionaldeterminante 


wenn i 

= Ti 

wenn i 

4= A- 

(?) 

•> y, 

cep?. 

^2; * • *> %n) ~fl]T 

■ • •! <Pj __ 

Hi 

' * *’ %n) 

1 1’ 


(31) 

(32) 

(33) 


ist im ganzen BereicFe 9J JNieR verschieden. 1 ) 


*) Ist das System von linearen Differ entialgleichungen gegeben: 


d Jl 

dt 


-3 

i — i 


2ft A i 


& — 1, 2, . . ,, n , 


wo die q ki Fnnktionen von t sind, die in einem Intervall [t 0 t t ] stetig sind,‘ 
und sind* 

* * • i fEtf? i 


0 1, 2, ■ -i M y 
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Wir kniipfen hieran noch die folgen.de Eemerkung: Die 
Gleiehungen (28) stellen, wenn man den GroBen (r, % v . . gj alle 
moglichen Wertsysteme ini Innern von <£L gibt, alle im Innern von 
€L gelegenen Losungen_ des Systems (20) dar, aber jede Losung un- 
endlicli oft. Denn ist A irgend ein Punkt der Kurye Gg, so ist die 
Kurve Dj nach § 23, c) und d) mit 6^ identisch. Dm alle yer- 
schiedenen Losungen zn erhalten, ist es daher nicht notig, den GroBen 
(t, gj alle angegebenen Wertsysteme beizulegen; es genugt 

vielmehr, wenn man deni % einen festen numerischen Wert 1 ) beilegt, 
und bio ft die Gr often g 1; t 2 , . . variieren laftt. Ist namlich 
A 0 ( T °) ii°> ■ ■ ■> in 0 ) ein Punkt im Innern von 0L. und A 1 (r\ g, 1 , . . ., gf) 
irgend ein Punkt in hinreicbender Nahe von A 0J so kann man stets 
die GroBen g 2 , . . g n so bestimmen, daB die Losung 

— 9a O'; A In • • •, IJ, 7, == 1, 2, . . m, 

in weleher t den Wert t° hat, dureh den Punkt A t geht 
Man hat dazu das System yon n Gleichungen 

v*(.A A A £>, • ij - i,.\ 

nach g 1? . . , | B zu losen. Das ist aber naeh dem Satz uber implizite 
Funktionen (§ 22, e)) stets moglich: denn fiir 


irgend n Losungen, so hat die Determinante 

A = |ay| , j, k — 1, 2, . n 

nach Ja.cobi ( WerJce , Bd IV, p. 403) den Wert 

t 

J(Qi i + ft>2+ Qnn) dt 

A = Ce'° , (34) 

■wo G eine Konatante ist. Da die Funktionen q k/ stetig sind m [t^], so folgt 
hieraus: Es ist entweder A~0 im ganzen Intervall wenn namlich (7=0, 

oder aber A =4=0 im ganzen Intervall wenn namlich 0=4=0 Im ersten 

Fall sind die Losungen linear abhangig, im zweiten Fall unabhangig. 

Wendet man diesen Satz auf das System (30) an, und beachtet, dafS 
wegen (31) 

A(r; t, y = 1 

fur jedes (r, . . , £ n ) im Innern won <90, so folgt der Satz Hr. 5 unmittelbar. 

*) Ob ein fester Wert von r genugt, um alle partikularen Losungen zu 
erhalten, hangt freilich von der Gestalt des Bereiches <9C ab. Im allgemeinen 
wird es notig sein, den Bereich &L in verschiedene Teilbereiche zu zerlegen, 
und fur jeden derselben dem r einen bestimmten konstanten Wert zu geben. 

Bolza, Vanationsreclmung. 12 
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M-M t l 
*■“ »i ; =2 


to t i 

=2 > * * '? 


c o 

-/i 


werden die Gleiebungen befriecligt durch das Wertsystem: 


= £i°, fe - t. 


0 

'2 ? 


* *; %n § 


0 

■n * 


Und die Funktionaldetermmante A(r°; r°, £ t °, . . ., § w °) ist =j= 0. 

In diesem Sinn stellen die Gleichungen (28), wenn man dem r 
emeu festen Wert erteilt und die GroBen | 2 , . . § n als variable 
Integrationskonstanten betrachtet, das allgemeine Integral des Differential- 
gleichungssystems (20) dar. 

Statt dessen kann man aber auch ebensogut einer der GroBen g 
einen festen Wert erteilen, z. B. | setzen, und als unabbangige 

Parameter der allgemeinen Losung die GroBen r; | 1; , | J + 1? . g w 

betrachten, wenn nur die Bedingung 


erfiillt isk 

Denn mit Hilfe der Gleichung (33) kann man die FunktionaB 
determinante A nacli elementaren Determinantensatzen auf die Form 
bringen 


— A(f;T,t„ £»)£(*, ii. 


y 


_ Vi ’ 


^ • i i ■> ^ i 




6J 


(35) 


Wenn daher die obige Ungleicbung erfiillt ist, so kann man die 
vorige SchluBweise obne weiteres auf den Fall anwenden, wo man 
£, = §/ setzt nnd die GroBen tt, g 1? . . £ J+V . . g n variiert 

Znsatzl 1 ): Macbt man die stark ere V oraussetzung, daB die samt- 
liohen partiellen Ableitnngen der Funktionen f t bis zur n — l ten 
Ordnung (inkl ) im Bereicb €L existieren nnd stetig sind, und ebenso 
samtlicbe partielle Ableitungen bis zur n ten Ordnung mit Ausnabme 
der n ten Ableitungen nach t allein, so sind die Funktionen cp k yon 
der Klasse G M im Bereicb. 

Zusatz IP): Smd die Funktionen f t analytische Funktionen der 
Yariabeln t, x 19 . .,x n und regular an der Stelle T 0 , £i°, ■ , £*°, SO 

smd auch die Funktionen cp k (t] r, | 17 . §„) analytische Funktionen 

ihrer n + 2 Argumente nnd regular an der Stelle 

t = r 0 ,x = t 0> £, = g, 0 , . . , S, — | B °. 


] ) Ygl. Bliss, loc eit., p. 67. 


*) Ygl JSncyJclopadie, II A, p. 202, 
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b) Einbettung einer partikularen Losung in eine n- faoh un- 
endliche Sckar von Losungen: 

Wir beweisen jetzt noch den folgenden fur unsere Zwecke be- 
sonders wichtigen Satz: 1 ) 

Es sei 

®o : x k = hO) , 7, =1 ,2,...,n 

eine Losung des Systems (20), icelche ganz %m Inner n des Be- 
rt iches 00 liegt 

Ferner sei r 0 irgend ein spezieller Wert von t ini Intervall \t x t 2 \ 
mid es iterde: x k (r 0 ) = £ A ° gesetzt. 

Alsdann lafit sich eine positive Grofie d angeben, der art daft fur 
jedes den Ungleichx ingen 

I* — iii — 6*° <!<*, k = l,2,...,n (Btij 

geniigende Wertsystem r, die Losung 

x k ~ <Pi 0^5 r j £i> • • •> % n )> ft = 1 , 2, . . .,n (28) 

des Systems (20) im ganzen Intervall [t t 4] existiert, von der 
Klasse O' ist und uberdies ganz ini Innern des Bereiches 00 liegt 
Fur x = x Q , = gj 0 , — % n ° fallt die Losung (28) mit 6 0 

zusanimen: 

T o; *i°; * * £ % °) “ x k(f) IA AI* 

Zum Beweis wahlen wir zunachst eine positive Grofie 6 so Mein, 
dafi die geschlossene Nachbarschaft [<>] des Bogens © 0 , d. la. der 
Bereich 

M : *!<*<**, i %-£*(*) 1 = 1,2, 

ebenfalls noch. ganz im Innern von 00 liegt, was nach § 21, a) stets 
moglich ist. In diesem Bereich [ 6 ] sind die Funktionen f h stetig 
nnd gentigen der Lips chi tz’schen Bedingnng (24) mit einem ge- 
wissen Wert der Konstanten K ; letzteres beweist man mit Hilfe des 
Mittelwertsatzes angewandt auf die Differenzen 

fjt, x i, ■ ■ ; O - AO, «l", • •, x n) ■ 


*) Einen analogen Satz fur analytische Differentialgleichungen gibt JECsteser, 
Lehrbuch , § 27. Fur nicht-analytische Differential gieichungen ist der Satz auf 
anderem Wege zuerst bewiesen worden von Lunn , Dissertation (Chicago, 1904) 
Fur den hier gegebenen Beweis vgl. Bolza, Transactions of the American 
Mathematical Society, Bd VII (1906), p. 464. 


12 
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Wir ordnen nunmehr jedem Punkt t , x 17 x 2? . . x n des Bereiches 

t x <!! * <C h 9 ~~ 00 < x k < + 00 ? & « 1, 2 , . . n (37) 

einen Punkt t, x 17 x v von [or] zu mittels der Definition 

x x 9 wenn: s t (f) — 6^x t <^ x z (t) + 

\{t) + wenn: x % > + 6, 

x t (t) — 6 , wenn: x t < x t (t) ~ 6 , 

und definieren dann die Funktionen f k (t, x v . x n ) fiir den Bereieh 
(37) durch die Gleichungen *) 

fhQ'y ®±> • * %n) “ /i(^? ^1; * * •; ^/<) • 

Die Funktionen haben folgende Eigensehaften: 

A) Sie sind stetig 1 m Bereieh (37); denn man findet 

fk(f 4“ 1 f } 4” • v 'X'n 4“ ^n) /*(^ * *? *^n) “ 

= W + h > x x + Jc u ..,x n + k n ) ~ f k (t, x v . . , 

wobei fur hinreichend kleine Werte von | h J und | Jc t 7 . | k n | entweder 

k 4 = 7c. oder 7c % == x t (t 4“ h) — x % (t) 



x ) Der Leser mag den Beweis zunaehst fiir den Fall n » 1 durchfuhren, 
wobei man sicb der folgenden geometrischen Deutung bedienen kann : Smd t, x 
rechtwinklige Koordinaten in einer i, 35 -Ebene und y eine dritte Ordinate senk- 

recht zur £, #-Ebene, so konnen wir die Fiache. 



V = f<t, no) ( 38 ) 

folgendermafien aus der Fiache 

y = f(t, x) ( 39 ) 

ableiten- Wir schneiden aus der Fiache (39) 
dasjenige Stuck 2 heraus, dessen Projektion 
auf die ic-Ebene der Bereieh [<y] 1 st* Yon 
jedem Punkt desjenigen Ban des von 2, dessen 
Projektion die Kurre 

x=^x(t) -\-6, * 2 


]Flg * 80 * 1 st, ziehen wir eine Gerade parallel zur 

a?-Acbse in positiver Richtung ins Unendliche. 
Ebenso ziehen wir von jedem Punkt des 
gegeniiberliegenden Randes von 2 eine Gerade parallel der #-Aehse in nega- 
tiver Richtung ins Unendliche. Die beiden so konstruierten Zylinderflachen zu- 
sammen mit dem Stuck 2 bilden dann die Fiache (38) 
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B) Sie geniigen in demselben Bereieh der Lips chit Ziehen Be- 
dingung; denn 

/ a (^; X 1 7 ’ * *’ x n ) /*& 7 ’ * X n ) ~ 


und 


- IW, h’> • - •> */> - fi(*, - ■ , V) < X2 1 




C) Sie sind endlich im Bereieh (37) ■ denn ist G der groBte der 
Maximalwerte der Funktionen | f k | in [e], so ist 


; X n) < G (40) 

in (37). 

Hieraus folgt aber: Ist nnd ist | 1; . , % n ein ganz 

beliebiges Wertsystem, so besitzt das System von Differential- 
gleichungen 


dx^ 

dt 


= A(t> * i , • 


• • 7 O > ^ ^ > - ! • 


,n, (41) 


eine nnd nur eme Losung 


*Pk(f] x 7 * • v %n) 7 


(42) 


welehe durch den Punkt A(r, | OT ) hindurchgeht, nnd diese 

Losung existiert im ganzen Interval ll [Z x tfj. 

Denn ist b eine beliebige positive GroBe, so sind die Funk- 
tionen f‘ k stetig nnd geniigen der Lipschitz’schen Bedingung m 
dem Bereieh __ 

* 1>2, 

Bezeiehnet daher -M den groBten der Maximalwerte der Fnnktionen 
| f h j in diesem Bereieh, nnd l die klemere der beiden GroBen t 2 — t, 
b/M } so existiert die durch den Punkt A gehende Losung (42) nach 
Cauchy 1 ) mindestens im Intervall: t ^ t ^ x + l. Nun ist aber 
M ^ G; wahlt man daher: 6 > (£ 2 — t) G, so ist 5/itf > Z 2 " T nnd 
daher Z = # 2 — t. Die Losung (42) existiert also mindestens im Inter- 
vall [t Ganz in derselben Weise zeigt man, daB sie anch im 
Intervall \t x x] existiert und somit auch im ganzen Intervall \t x t%\ 
Ist ferner r 0 , §/, . . % n ° irgend ein zweiter Punkt des Bereiches 
(37), so gilt nach § 23, b) die Peano J sche Ungleichnng (26) und 


*) Ygl. z. B. Goursat, Corns d’ Analyse, Bd. IT, pp. $69, 377 
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daher ist a fortiori fur jedes t m [f x f 2 ]: 

i <Px(t; *, tv , y - &(*; r 0 , y, I B °) | 

< e* !r ‘ t -*o'^j £ t (* 0 ; r, g„ . - U — £,(*„; r 0 , g* 0 , 


• - £ tt ) - 1 . 

7 ' ! 


Nun 1 ) ist aber emerseits nacb (29) 

£,(*; T ; Sd - ') U - &(r 0 ; r o) Si® • • •) In') == s, - y 
und andererseits 

&(*; Su • • ) y ~ 9»(*«; % > tv , u = 



also nach (40) 

• j y <Pi( r ai T ; tn ■ •; y I 5 & lr — s\. 

Da uberdies: j t — t Q \ <^t 2 — t 17 so erbalt man schlieBlich. die Un- 
gleiclmng 

i 5 r ; li; * * *; £77) 9k (^5 r 07 £i°j • *; §/) [ 

< e »K(t*-h) [nG\T~T 0i j g t — | t »j j . (4a) 

l 

Hieraus folgt: Wenn d die kleinere der beiden GrroBen 
e - me#*- h) Q e- *x(*% - h) $ 

2nG 7 2n 

bedeutet, und wir wablen 

\r-~r t i<*d, 1 = 1,2, ,.,n, (44) 

so 1 st 

!&(*> *, It) ■ V y - 9t(f; r 0) §1°) •) y), < * (45) 

fiir jedes t in \t ± t 2 ]- 

Nun folgt aber weiter aus der Definition der Funktionen /(, daB 
jede Losung des Systems (41), welche ganz in [ 0 ] liegt, zugleich dem 
System (20) genugi und umgekebrti Hieraus ergibt sicb zunachst, 
daB die Lostmg 

£ 0 : 00 k « #*(£), < ^ < 4 

von (20) zugleicli dem System (41) gentigt. 


x ) Bftr die folgeii.de Umfomning vgl Bliss, loc, cifc. p 62. 



183 


§ 24. Abhangigkeit der Losung von den Anfangswerten 

Wahlen wir daher den Punkt (r 0 , ^ msbesondere auf 

der Kurve © 07 so daB also 

““ #l( r o); (46} 

so gilt nach § 23, c) und d) die Doppelidentitat 

a iL r o) ~ *Pl{H T 0> §1°? * • ? i»°) = *Pl(t j T o; ^1°7 * > ?n°J* 

Zugleich sagt alsdann die Ungleichnng (45) aus ; daB unter der Voraus- 
setzung (44) die Losung (42) von (41) ganz in [<?] liegt. Daher muB 
dieselbe nach der eben gemaehten Bemerkung anch deni System (20) 
genugen, und da sie dureh den Punkt (%, g 15 . . | B ) geht ; so ist sie 

mit der dureh das Symbol 

x l - <Pi('; S i, • • v O ( 28 ) 

definierten Losung' von (20) identisch. Somit existiert auch die 
letztere mindestens lm ganzen Intervall tf 2 ] ; vorausgesetzt daB die 
Ungleiehungen (44) erfullt sind Damit ist aber unser Satz bewiesen 

Zusatz: Die Losung (28) existiert sogar sicher noeh m einem 
etwas*weiteren Intervall. Benn da die Losung S 0 ganz ini Inner n 
des Bereiches <9L liegen sollte, so laBt sie sieh nach § 23 ; d) auf 
ein etwas wei teres Intervall 

t x — e x t<Z f s + e 2 

fortsetzen, wo e 13 e 2 zwei hinreichend kleme positive GfroBen sind. 
Und nun kann man in dem vorangegangenen Beweis das Intervall 
[A e i > 4 + ^] 4as Intervall # 2 ] substituieren und erhalt das 
Resultai, daB die Losung (28) fur jedes den Bedingungen (44) ge- 
nugende Wertsystem r, | l7 £ 2? . . 7 h n aucb noch in dem weiteren 
Intervall \t t — e u t % + e 2 ] existiert, wobei wir noch besonders hervor- 
heben, daB e l7 e 2 von r, | 1; . . | w unabhangig sind. 

Wahlt man insbesondere % = t 0 und setzt 

9^(4 §1; • * *? ^ $&(4 * * ; §») (4 ^ ) 

so stellen die Grleichungen ; 

eine y^-fach unendliche Schar von Losungen (das sogenannte „allge- 
meme Integral^) des Systems (20) dar, welche die gegebene Losung 
<S 0 enthalt, namlich fur % % = ^ Die Funktionen 

dg k d $h d *9k d *9i 
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existieren nnd sind stetig 1 m Bereich 

^d, (48; 

und die Funktionaldetermmante 

2{(h,<hj ■ <g,) 

4’in -•>!„) 

ist im Bereich (48; von Null verschieden. 


c) Auwendimg der allgemeinen Existenztheoreme auf die Theorie 
der Extremalen: 

Wir fiihren zunachst die Euler’sche Differentialglei chung 

4 - L t f = 4 - 4/x - y'ty'y - y'fyy = 0 (49) 


auf ein System you zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zu- 
rtick, indem wir sie in der Form schreiben: 




(50) 


Nach nnseren Voraussetzungen iiber die Funktion fix, y, y) (Vgl. 
§ 3, a)) sind die rechten Seiten dieser beiden Grleichungen you der 
Klasse G f in dem durch die Bedingungen 


(X, y) in 91; — OO < y < + oo; f y , tJ ,(x, y, y) -f 0 

jut 

eharakterisierten Bereich 6i im Grebiet der Yanabeln x 7 y, y . 

Aus § 23 ; a) und c) folgt daher: 

1st P 0 (x 0 , y Q ) irgencl em PunH m Innern von 91 und y Q ' = tg 9 0 
das Gefdlle irgend einer durch den Punlct P 0 gehenden, nicht mit der 
y-Achse parallelen Richtung , fur tcelclie die Ungleichung 

fy'i/( x o; Hof ifo) + 0 (51) 

erfiillt ist, so Idfit sich durch den Runlet P 0 in der Richtung 0 Q eine 
und nur eine Extremale von der Klasse C r ziehen. 

Wir haben schon friiher (§ 19 ; b)) em Problem der Variations - 
rechnung Yon dem in den drei ersten Kapiteln betrachteten Typus 
regular genannt, falls die Ungleichung 

W^,l/J) + 0 (52) 

fiir jeden Punkt des Bereiches 9\ und fur jeden endlichen Wert von p 
erfiillt ist. Bei einem regularen Problem kann man also yon jedem 
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Punkt im Innem des Bereiches SI nach jeder Riehtung, die nieht 
mit der y -Ach.se parallel ist, eine und nur eme Extremale ziehen. 
Aus dem Satz von § 24, b) Ende folgt ferner: 

1st 

@o : y = $(%)> 

irgend em ganz im Innern von SI gelegener Extremalenbogen der 
Klasse C\ fur welchen die Bedingung 

f,/A x > y'W) 4= 0 in [x 1 (58) 

erfullt ist, so laBfc sicli derselbe in eme doppelt unendliche Schar von 
Extremalen 

y = g(%, cc, fl) 

„embetten“, welche den gegebenen Bogen @ 0 enthalt, mid welche die 
in § 12, b) aufgezahlten Eigenscbaften besitzt, wobei noch zn bemerken 
ist, dafi die dort bebauptete Existenz und Stetigkeit von g" daraus 
folgt, daB mcbt nur die partiellen Ableitungen H y und H y , sondern 
auch, — und dies geht iiber die Yoraussetzungen der allgemeinen 
Theorie binaus — , H x existiert und stetig ist m 0C. 

Die linearen Differentialgleiebungen (30) reduzieren sicb auf die 
Jacob i’sche Differentialgleicbung, 

d) Ansdebming des Einbettungssatzes anf ein System von Dif- 
ferentialgleidmngen, das nicbt in der Normalform gegeben ist: 

Es sei das System von n Differentialgleiebungen gegeben 

■^k(fy ^ 1 ? 7 * * 7 ^n7 ^1 7 ^2 y * - *> ) ~ 0 (pty 

(&= 1, 2, . . n ) , 

wobei die Funktionen F x in einem Bereiche 6h des t, x l9 . . x n1 x' n - 

-Raumes von der Klasse C' sind. Ferner sei 

®o : 7r = 1, 2, . . 

eine Losung des Systems (54) von folgenden Eigenscbaften: 

1. Die Funktionen x k (t) sind von der Klasse C' m emem Inter- 
vall \t x f 2 ] . 

2. Fiir jedes t im Intervall liegt das Wertsystem 

QLi (f) } . , . 

im Innern des Bereiches 
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3. Setzt man in der Funktionaldeterminante 
djFt'F, , . ,F„) 

d'W %«, , &n) 

X) “ Xj^ = h — \ } 2 J . . , 

SO ist die so entstehende Fnnktion von t von Null verscbieden 
in 4] 

Alsdann gelten fiir die durcli den Punkt (t, % ly . ; gehende 

Losung 

T Ji> ")Q; fr—1,2, 

des Systems (54) dieselben Folgerungen, wie in § 24, b) fur die 
gleiclibezeichnete Losung von (20) 

Zum Beweis wenden wir auf das Grleichungssystem (54) den 
erweiterten Satz uber implizite Funktionen von § 22, e) an. Der dort 
init S bezeicbneten Punktmenge entspricht hier die Menge: 

S 0 ' : x h = Xj.it) , Xi = x K (i) , t t <; t <; r 

Qc= 1,2, .. .,n), 

weicbe in der Tat nach A VII 1 bescbrankt und abgeschlossen ist 
und ganz im Innem des Bereiches £B liegt Sind ferner 

( t , %i, ■ ■ ■, x n , x 1 , . . , x n ) und (t , x x , . x n , x x , . , x n ) 
zwei verscbiedene Punkte von £ 0 ', so muB notwendig t 4= t sein, es 
ist also dann aucb allemal 

(t, x x , . , x}) =b (t , x 1} . x n ) ; 

somit ist auch Bedingung C) des Satzes erfuiit, und ebenso D) wegen 
unserer dritten Voraussetzung. 

Daher lassen sicb. die Gleichungen (54) im Sinne von § 22, e) 
in der Umgebung der Punktmenge © 0 ' eindeutig naeb x/, . x,' 

auflosen : 

x l — fh}> X l> ■ • } X n)> k *= 1; 2, . . n, (55) 

und die Funktionen f R sind in einer gewissen Umgebung Qi von 6 0 
eindeutig definiert und von der Klasse C’. 

Nnnmehr ergibt sick der Beweis unserer Behauptung, indem man 
den unter b) bewiesenen Satz auf das Normalsystem (55) anwendet 

e) Anwendnng auf Systeme von Differ entialgleickungen, weleke 
konstante Parameter entkalten: 

Es sei ein System von n Differentialgleicbungen gegeben, welche 
r Parameter X x , . . ., l r enthalten: 
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\ x i? • • *? % ly . . Z n ] l l: . . X r ) = 0 (56) 

(ft = 1, 2, . 

wobei die Funktionen liack samtlichen Argumenten in einem Be- 
reicli £B von der Klasse O' sind. 

Fur ein spezielles Wertsystem der A, X A = X k °, sei eine Losung 
von (56) bekannt: 

x } *= x L (f ) , ft = 1, 2, . . y n 7 

von folgenden Eigenschaften: 

1. die Funktionen x\(t) sind von der Klasse O' in \t t Q. 

2. Fur jedes t m liegt das Wertsystem 

*i ^ h- V 

(ft = 1 , 2, . . .,r; ft *= 1 , 2, w) 

im Innern von £B 

3 Setzt man m der Funktionaldeteruiinante 


S(.F t , ■ , jy 

- 4 (0 ? = 4' (0 ; 4 = V» 

so 1st die so entstekende Funktion von t von Null versckieden 
m [^ 2 ] 

Endlick sei r 0 irgend ein Wert von t im Intervall f 2 ] und 

4(*«) = 4°- 

Alsdann gibt es eme Losung von (56): 

= <4 <4 ix, • • i; • • •> 44 * = 4 4 • • > » (57) 

von folgender Beschaffenlieit: 

1. Die Funktionen Cr k (tj l x , . . i r ) sind samt den Ab- 

a<y. ac? a<?. a 2 ff, a 2 <?. 

leitungen w , m f, dtn stetig m einem Bereich 

i h z h 

k-ei<t<t 3 +e 2 , 14-4° ^d, 14-Vi <d. 

2. Es ist 


<4(4 k°, ■ ■ V, 4°> • • •, 4°) = 4(4 m [441- 


(58) 


3. Fur t = r 0 ist 


C^O J ^17 * * V ft'r) ^X 


fur alle: 


(59) 
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Zxim Beweis ist es nur notig zu bemerken, daB das System ( 56 ) 
System ^ K ° nStanZ der Gr56en K mit dem f< % enden erweiterten 
z 1} . . x n , xi, . . x n '- x n+1 , . . X n+r ) = 0 ] 

(56 a) 


dx , 

n + Ii 

dt 


= 0 


mit den Anfangsbedingungen 


j 


h n + % 


( r o) — 


'Equivalent ist 

Wendet man auf dies erweiterte System den unter d) gegebenen 
oatz an und setzt 

T o> ii, • • t„; h, ■ • •> K) — &i(t] • • •, S„; h, ■ ■ ■, *■,), 

so baben die Funktionen G k die oben ausgesprocbenen Eigensehaften 

Emen for Anwendungen wichtigen Zusatz erbalt man, wenn man 
spezied = |,° setzt. 



Fiinftes Kapitel. 

Die Weierstrafi’sche Theorie der emfaehsten Klasse von 
Problemen in Parameterdarstellung. 

§ 25. Formulierung der Aufgabe. 

In den. vorangegangenen Kapiteln baben wir uns durcbweg auf 
Kurven bescbrankt, bei welcben sicb y als eindeutige Funktion Ton 
x darstellen lafit, bei welcben also jede znr y-Acbse parallels Gerade 
die Kurve bocbstens in einem Punkt scbneidet; uberdies baben wir 
vorausgesetzt, da6 die Kurve keine zur y-Acbse parallele Tangente 
besitzt. Wir werden uns jetzt von dieser Bescbrankung befreien, in- 
dent wir in Zuknnft samtlicbe zu betracbtende Kurven "in Parameter- 
darstellung 1 ) annehmen. 

a) Allgemeine Bemerkungen iiber Kurven in Parameterdarstellung : 2 ) 

Eine stetige Kurve (£ wird defimert durch. ein System von zwei 
Gleichungen 

x = x(t), y = y(t), (1) 

wobei x(t) und y(t) Funktionen der unabhangigen Variable t (des 
sogenannten ^Parameters") sind, welche lm Intervall \t x f 2 ] eindeutig 
und stetig sind. Jedem Wert von t lm Intervall \t x £ 2 ] wird durch. 
die Gleichungen (1) ein Punkt P der Kurve zugeordnet, den wir 

x ) Die Bebandlung der Probleme der Variationsrechnung in Parameter- 
darstellung riihrt von Weierstrass her ( Vorlesungen , schon 1865); sie bedeutet, 
besonders far geometrische Aufgaben, einen ■wiclitigen Fortschritt. da die Be- 
schrankung anf Kurven, die in der Form: y = y(x) darstellbar sind, eine er- 
schopfende Bebandlnng geometrischer Aufgaben im allgemeinen unmoglich 
macht. 

2 ) Vgl. hierzu Jordan, Gouts d } Analyse, I, Nr 96—113, und Osgood, Lehr - 
buck der Furiktionentheorie , Bd. I, p 122. 
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einfacb den Punkt t nennen. Durcli die Gleicbungen (1) wird dalier 
nicbt nur eine gewisse Punktmenge in der x, y- Ebene definiert, sondern 
zugleieh eine bestimmte Orclnung dieser Punkte festgelegt: ist t' < t'\ 
so gebt der Punkt P(f) dem Punkt P"(t") voran, in Zeicben P'— < P". 
Wabrend t von t x bis t 2 wachst, bescbreibt 1 ) der Punkt (x,y) die 
Kurve in einem bestimmten Sinn , von lbrem Anfangspunkt zu ibreni 
Endpunkt; ersteren bezeicbnen wir mit P v letzteren mit P 2 , woftir 
wir baufig aucb blob 1 und 2 schreiben werden Wenn wir von 
einer zwei Punkte A und B verbindenden Kurve reden, so soil 
darnit stets eine von dem zuerst genannten Punkt (A) nach dem zu- 
letzt genannten Punkt (B) gezogene Kurve gemeint sein 
Macben wir die „Parametertransformation u 

t -*(*) ( 2 ) 

wo %(r) eine stetige Punktion von t ist, welclie bestandig wacbst 
von t x bis t 2f wahrend t von t x bis r 3 zunimmt, so verwandeln sicb 
die Gleicbungen (1) in 

* = %))»!( ?), y — y(xVi) = V(r), ('la) 

Umgekebrt geben die Gleicbungen (la) wieder m die Gleicbungen (1) 

uber durcli die zu (2) inverse 2 ) Transformation 

r = 6(f) (2a) 

Die Gleichungen (la) stellen wieder erne Kurve, (£', dar. Die beiden 
Kurven © und S' besteben mcbt nur aus denselben Punkten, sonderi^ 
diese Punkte sind aucb in beiden in derselben Weise geordnet. Aus 
diesem Grunde konimen wir iiberein, die beiden durcb (1) und (la) 
definierten Kurven als identiscb zu betracbten, und umgekebrt sollen 
zwei stetige Kurven ancb nur dann als identiscb betracbtet werden, 
wenn sie dnrcb eine Parametertransformation von der angegebenen 
Eigenscbaffc in einander transformiert werden konnen 

In dem speziellen Fall, wenn die Funktion x(f) bestandig wacbst, 
wabrend t von t t bis t 2 zunirumt, laBt sicb die Gleicbung x = x(f) 
eindeutig nacb t auflosen 2 ) nnd die inverse Funktion 

<— u*) 

*) Weeentlich verscbieden von clieser Auf fas sung der Kurve als Baku eines 
sich bewegenden Punktes ( v Bahnkurve , path-curve 41 E H. Moore) ist die Auf- 
tassung der Kurve als eines geometrischen Ortes (^O)tskurve, locus-curve 44 ), bei 
welcher die Kurve durcb eine Gleichung zwischen den Koordmaten x, y definiert 
wird, und wobei von der Ordnung der Punkte abgesehen wird 
2 ) Vgl A III 5. 
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liefert eine zulassige Parametertransformation; wir erbalten daker die 
Kurve (1) dargestellt m der Form 


y = g(%)' 

Ebenso ist — x em zulassiger Parameter, wenn die Funktion 
x(t) bestandig abnimmt. 

Bei spiel: Der lm ersten Quadranten gelegene Bogen des Kreises uni den 
Nullpunkt mit dem Radius a wird als Ortskurve defimert dureh die Be- 
dmgungen 

x* + y*=*a*, ^!> 0 7 0 , 


dagegen als Bahnkurve, wenn er im entgegengesetzten Sinn des Uhrzeigers 
durchlaufen wird, z B. durch 


x — a cos t , y = a sin t , 


Oder auch dureh die Gleichungen 


( l -* 2 

1 + r 2 ’ 


V 


*2 at 




die aus der ersten Darstellung dureh die Parametertransformation 


t — 2 Arctg t 

hervorgehen, wo Arctg, wie stets m der Folge, den zwischen — — und -j- ~ 

2 2 

gelegenen Hauptzweig der Funktion arcus tangens bezeiehnet. 

1st eme stetige Kurve S in einer anderen, als Bestandteil 
enthalten, so keiBt © ein Bogen der Kurye 

Die Kurye S soil von der Klasse G ^ beiBen., wenn sich der 
Parameter t so waklen 1 ) laBt, dafi die Funktionen x(t) und y(t) im 
Interyall \t t tf 2 ] yon der Klasse CW sind, und daB uberdies die Ab- 
leitungen x'(f) und y(t) nicht beide in demselben Punkt des Inter- 
vals [£j f 2 ] verscbwinden, so daB also 

x'* + y' 2 * 0 in [MA (3) 

Eine Kurve der Klasse 2 ) C^ n \n ;> 1) besitzt in jedem Punkt eine 
Tcmgente; die ^Amplitude*' 6 der positiven Richtung derselben, d. b. 
der Winkel dieser Ricktung mit der positiven #-Acbse ? den wir kurz 


*) Zur Darstellung einer Kurve der Klasse C (n) sollen nur solche Parameter 
zugelassen werden, welche diese beiden Eigenschaffcen besitzen, d. h. also nur 
solche Parametertransformationen (2), bei welchen #(r) ebenfalls von cler Klasse 
ist und uberdies 

/(t) > 0 . 

s ) Man. beachte, daB die Klasse Cj n + 1 - ) in der Klasse entbalten ist 



192 


Funftes Kapitel. Die WeierstraB’sche Theorie. 


den Tangentenwinkel der Kurve © im Punkt t u nennen werden, 
wird durch die beiden Gleichungen gegeben 


cos 6 


1 /x'- + y' 1 ' ’ 


sm d = l=z — 

V*'*+y' sv 


( 4 ) 


Eine Eurve der Klasse G ist stets rektifisierbar 1 ), und die Lange $ 
des Bogens \t) t] ist ausdriickbar durcli das bestimmte Integral: 

t 

s = Jy%' 2 -f y 2 ' dt . (5) 


Da dasselbe mit t bestandig wachst, so kann man fur eine Kurve der 
Klasse C f stets $ als Parameter wahlen. 

Eine Kurve der Klasse C" bat in jedem Punkt eine endliche 
Krummung, welche durch die Formel 2 * ) gegeben wird: 


£ d6 __ x'y" — x"y' 
r ds (l/5 7 ^+~2/ 7 ^) 8 


( 6 ) 


Ist dieselbe positiv (negativ), so liegt der Vektor von dem be- 
tracbteten Kurvenpunkt nacb dem Krummungsmittelpunkt zur linken 
(recbten) der positiven Tangente der Kurve, wenn, wie wir stets 
voraussetzen, die positive y- Achse zur linken der positiven #-Achse 
liegt. Die GroBen 0, s, r bleiben invariant gegenuber alien Parameter- 
transformationen 

Wir werden es m der Folge fast aussehlieBlicb mit stetigen 
Knrven zu tun haben, welcbe entweder in lbrer ganzen Ausdebnung 
von der Klasse C f sind, oder aber axis einer endlicben AnzabI von 
Bogen von der Klasse G besteben. Eine solcbe Kurve wollen wil- 
der Kurze balber eine gewohnliche Kurve nennen. 

Ein Punkt, m dem zwei dieser Bogen zusammenstoBen, soil eine 
„Ecke“ B ) beiBen, wenn dort die Richtung der positiven Tangente tat- 
saeblicb eine Unstetigkeit erleidet Aucb in einem solcben Punkt 
existiert die vordere und die bintere Derivierte von x(f) und y(t\ 
und dementsprecbend eine vordere und bintere Tangente. 

Wir sagen eine Kurve sei regular in einem Punkt t = t r , wenn 
sich x(t) und y(t) fur binreicbend kleine Werte von \ t — 1'\ m kon- 
vergente nacb ganzen Potenzen von (t — f) fortscbreitende Reihen 
entwickeln lassen: 


1 ) Ygl Jordan, Gouts d’ Analyse, I, Nr. 105 — 111. 

2 ) Ygl. z. B. Jordan, loc. ctt , I, Nr. 448, 450, und Scheffers, JEinfuhnmg 

in die Theone der Kurven , I, p. 35. 

s ) Auch 3 ,Kmckpunki a nach Caratheodory, vgl. § 48. 
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x (£) — ct - j- ci 4 (t — t ) -j- * ' * 
y(t) = b + b x (t — t') + - * 7 
in welcben a 1 und b t nicbt beide null sind. 

b) Bedingung fiir die Invarianz eines Kurvenintegrals unter 
einer Parametertransformation: 

Es sei F(x 7 y 7 x r 7 y ') eine Funktion von vier unabbangigen Vari- 
abeln, welcbe von der Klasse C" ist in einem Bereicb c 5, welcber aus 
alien Punkten (x, y ? x, y) bestebt, fiir welche (x f y) in einem ge- 
wissen Bereich Si der x 7 ^-Ebene liegt, wabrend (x' 7 y) irgend ein 
endliebes Wertsjstem mit Ausnabme des Wertsystems (0,0) sein darf. 

Wir setzen voraus, daB die dureb die Gleicbungen (1) definierte 
Kurve © in dem Bereicb Si liegt und von der Klasse G ist, und 
wablen x ) z wei beliebige Punkte P 3 und P 4 (t 3 < t 4 ) auf ©. Dann 
versteben wir unter dem Integral der Funktion F genommen entlang 
dem JBogen P S P 4 der Kurve © das Integral 
1 4 

J'F(x(f), y{t ), x'.t), y'{t))dt . (1) 

Hier tntt uns nun aber erne eigentiimliebe Scbwierigkeit ent- 
gegen: Geben wir namlicb dureb die Parametertransformation (2) zu 
einer anderen Darstellungsform (la) derselben Kurve S iiber so er- 
gibt sicb nach der eben gegebenen Definition fur das Integral der 
Funktion F entlang demselbenBogen, der Darstellung (la) entspreebend, 

r 4 

J‘f(X(t), Y{x), X\x\ Y'(r)) clx , (7 a) 

wo: 

Der Begriff des Integrals der Funktion F entlang einer gegebenen 
Kurve bat also nur dann einen beetimmten, von der Wabl des Para- 
meters unabbangigen Sinn, wenn die beiden Integrale (7) und (7 a) 
einander gleicb sind; und zwar verlangen wir, daB diese Grleicbung 
gelten soli 

cc) fiir jede Parametertransformation t = %(t ) von den oben an- 
gegebenen Eigenscbaften, bei welcber iiberdies %(t) in [r 3 T 4 ] von der 
Klasse G ist; 

*) Wenn wir sagen, wir wablen einen Punkt auf der Kurve (£, so soil dies 
stets lieifien; wir wahlen einen Wert von t und bestimmen dann den zugeborigen 
Punkt der Kurve Diese Verabredung ist notig, weil dasselbe Wertsystem (oc, y) 
verschiedenen Parameterwerten entspreeben kann (mehrfache Punkte). 

Bolza, Variation greclmung 13 
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/3) fur jede Lage der beiden Punkte P 3 und P 4 auf der Kurve ©; 
y) fur jede im Bereicb gelegene Kurve © yon der Klasse O'. 
Fiihren wir in dem Integral (7) statt der Variabeln t die Variable 
% ein, mittels der Substitution: t = %(v), und beachten, dafi 

X'(r) » x\t) i(x) , Y'(t) - y(t) Z ’( T ) , 

so geht (7) liber in 

Y(r), f|', fg) *'(*)* (7 b) 

Wegen /}) durfen wir die Gleichung: (7 b) = (7 a) nach r 4 differentiieren 
und erhalten, wenn wir der Kiirze balber x statt t 4 schreiben: 

Y(t), fg } , I$) % '(r)=F(X(r), Y(t), X'(t), T(r)). (8) 

Wegen cc) muB dies aucb fur die spezielle Transformation 



gelten, wenn Jc irgend eine positive Konstante ist; also folgt 

F(Xto, rc r), im kY\x))-kF(X(x), Y(t), X'Qc), Y'( T)). 

Aber indem wir, der Forderung 5 /) entsprechend, die Kurve © 
und den Parameter x passend wahlen, konnen wir die vier GroBen: 
X(x) } Y(x)j X r (x), Y'(x) jedes vorgesehriebene dem Bereich % an- 
gehorige Wertsystem annehmen lassen, und daber muB die Relation 

F(x, y, lx', ky') = lF{x, y, x, y') ( 9 ) 

identisch erfiillt sein, fiir jedes Wertsystem %, y, x\ y\ im Bereicb % 
und fiir jedes positive k, oder wie wir sagen wollen: Die Funki%on 
F{x, y, x, y) mufi m x, y positi v-homogen 1 ) und von der Dimen- 
sion 1 sein. 

UmgekehH f wenn diese Bedingung erfiillt ist, so gilt ( 8 ), da wir 
%(x) > 0 voraussetzen und daraus folgt riickwarts die Gleichung: 

Man mufi sich huten, diese beschrankte Homogeneitat nut der ge- 
■wdhnlichen Homogeneitat rationaler Funktionen zu verwechseln, bei welcber die 
Homogeneitatsrelation fur positive und negative Werte von k gilt. So sind 
z B die Funktionen 

Y x '* + y m i xy — yx + V^+V^ 

positiv-homogen, aber nicht homogen im gewdhnlichen Sinn. 
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(7) = (7a). Wir liaben also den folgenden von Weierstrass her- 
ruhrenden 

Sat# 1 ): Die notwendige und Junreichende JBedingung dafu/r, 
daft der Wert des Integrals der Function F(x, y, x, y) entlang emer 
Kurve von der Wahl des Parameters unabhdngig ist 5 besteht dar'm. 
daji F in he#ug auf x und y posihv-homogen von der Dimension 1 ist. 

Wir werden m der Folge stets voraussetzen, daB die Funktion 
I (x, y, y) die Homogeneitatsbedingung (9) erfiillt, und wir werden 
das Integral u _ 

fF(x(t), y{t>, x\t), y\tj)dt 

h 

je nach Bedarf mit J‘$(P 1 P 2 ), oder auch kiirzer mit J& oder be- 
zeichnen. Allgemeiner soil j G (P $ Pj das Integral J ' genommen ent- 
lang einem Bogen P 3 P 4 der Kurve bezeichnen. 

Will man die Riehtung der Integration umkebren 2 ), so muB 
man zuerst einen neuen Parameter einfiibren, weleher wachsi, wenn 
die Kurve vom Punkt P 2 bis zum Punkt P 1 durcblaufen wird ; 
z. B. s ): u = — t. Die Gleicbungen 

ffi” 1 : # = #(—«), y*=y(—u), 

wo: 

'^1 ~ t '2 ) ^2 858=5 ; 

stellen dieselbe Gresamtheit von Punkten dar wie (1) ; aber der Sinn 
ist entgegengesetzt. 

Das Integral von F entlang der Kurve K” 1 bat den Wert 

= J*F(%(— u), y(— u) 7 — x ( — u), — y(— u)) du 

= j*F(x(t), y(f), — x\t) 7 — y\fj)dt . 

k 

*) Weierstrass, Vorlesmigen\ vgl. auch Ejsteser, Lehrbuch, § 3 Die Yer- 
allgemeinerung des Satzes fur den Fall, wo F hohere Ableitungen von x und y 
enthalt, ist von Zermelo gegeben worden. (. Dissertation , p. 2 — 23); fur den Fall 
von Doppelintegralen von Kobb, Acta Mathematica, Bd. XVI (1892), p 67. 

*) Vgl. Kneser, Lehrbuch , p. 9, 

B ) Dies ist naturlich keine eigentliche „Paramefcertransformation u und dem- 
entsprechend haben wir die Kurve (X -1 als von verschieden zu betrachten. 
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Wenn die Relation (9) auch fur negative Werte von k giiltig 
bleibt (was z. B. emtritt, wenn F eine rationale Funktion von y 
ist) so ist 

i (x } y ; x y y ) = Jfc (x } y , x 7 y') , 

und daber: J 21 = — J 12 

Ein hierber gehonges Beispiel ist das Integral fur den Inhalt der 
von einer geschlossenen Kurve begrenzten Flache: 

u 

J = ij \xy' — y%) d t 

h 

Die Relation (9) braucht aber far negative Werte von k nicht 
zu gelten; wenn msbesondere fur negative Werte von k statt dessen 
die Relation 

F(x, y, lex, hy') — — ~kF(x, y, x, ij) 

gilt, wie z, B. bei dem Integral fur die Bogenlange, so ist: J 21 = 

Beides sind jedoch nur spezielle Falle, and im allgemeinen laJBt 
sich keine einfache Beziehung zwischen J %x and / 12 aufstellen 

c) Relationen 1 ) zwischen den partiellen Ableitungen der Funktion 

F(x, y, cc, y’)\ 

Differentiiert man (9) naeh k und setzt dann k ® 1 ; so kommt^ 
wie bei gewohnlichen bomogenen Funktionen, 

x 'f x , + y'F y r == F . ( 10 ) 

Hieraus folgt durcb Differentiation nach x und y 

F x - x'F x>x + y'F y , x , F y = x'F x , y + ij'F y , y , ( 11 ) 

und durcb Differentiation nach x' und y 

x F x t x , + y F y , x , — 0, x F x , yt + y F yfyt = 0 5 (11a) 

und hieraus,, wenn x und y nicht gleichzeitig null sind, 

F^r.F xfy r.F yfyf ^y^:-xU/:x^^ (12) 

daher existiert erne Funktion F t von x, y , y derart, da 6 

F'xfx’ = y i F 1 , F x , y , = - xy’F u F y , y , <=» x'*F x . (12a) 

Die so definierte Funktion F x ist nach nnseren Annahmen fiber F 
von der Klasse G' im Bereich selbt wenn eine der beiden Vari- 


*) Nach Weierstrass, Vorlesungen. 
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abeln x, y null ist; dagegen wird F 1 im allgemeinen unendlich oder 
unbestimmt, wenn gleicbzeitig x' = 0, y = 0 und zwar selbst dann 
wenn F selbst fur (/,/) = (0,0) endlicb und stetig bleibt; so’ 
z. B. fur 

F-yVF + J*, wo 

(Vz‘-FF-) 


Wir bemerken noch, daB ans (9) durcb Differentiation nacb x und y, 
bzw. x und y die weiteren Homogeneitatsrelationen folgen: 


F x (x, y, lx, 
F^x, y, lx', 


ly) lF x (x, y,x,y i , Ffx, y, lx, l if \ = l F y (x, y, x, y ) , 
W) = F x ,{x, y, x, if ) , Ffx, y, IF, hf) = F f (x, y, x, if ) , 
Ffx, «/, lx, ly') = Ir 3 F 1 (x, y, x, if), 


(13) 


fur 


7.* > 0 . 


d) Definition des Minimnms: 1 ) 

Die Definition des Minimums gestaltet sich. nun ganz aknlich 
wie im § 3, nur daB jetzt alle Kurven in Parameterdarstellung yoraus- 
gesetzt werden: auBerdem wollen wir den Begriff der zulassigen 
Knrven nock dadurch erweitern, daB wir auch Kuiwen nut einer end- 
lichen AnzaM von „Ecken“ zulassen, 2 ) 


*) lm wesentlichen naeh Weierstrass, Yorlesungen, 1879; ygl. auch Zeemelo, 
Dissertation ,, p. 25—29, und Kneser, Lehrbuch, § 17. 

*) Fur eine Kurve mit einer endlichen Anzahl yon Ecken von den unter a) 
charakterisierten Eigenschaften hat das Integral J zunachst fiberhaupt keine 
Bedeutung, da die Funktionen x\ y' und daher auch F(x, y, x, y) in den Ecken 
nicht defmiert sind. Legt man aber der Funktion F in den Ecken, die den 
Paraineterwerten t — c 1? e 2 , . , c n entsprechen mogen, beliebige endliche Werte 
bei, so erhalt das Integral fiir die so modifizierte Funktion nacb A Y 2 einen 
bestimmten endlichen Wert, und dieser Wert ist nacb A V 3 yon der Wahl der 
Werte von F in den Punkten c x unabhangig und daher die naturgemaBe 
Definition fiir das Integral J entlang der betracbteten Kurve. Es folgt dann 
nacb bekannten Satzen fiber bestimmte Integrals, daB 

w e < + 1“° 

^ y i ® ' y') ^ i t c 0 — ^ — it a ) , 

< = 0 c, +0 

wobei die Bezeicbnung andeuten soil, daB man bei der Berechnung des Inte- 
grals fiir das Intervall [c t c t + 1 ] den Funktionen x', y in c t die Werte x'(c t -f 0), 
y'(c t + 0), in e t+l die Werte x'(c l+1 — 0), y\c x ^ - 0) beilegt. 
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Es seien also zwei Punkte P 1 und P 2 im Bereich 91 gegeben; 
wir betracbten als ^zulassige Kurven" die Gesamtbeit 9TI aller „ge- 
wohnlieben 1 ) Kurven“., welcbe in 91 von P t nacb P 2 gezogen werden 
konnen. Dann sagen wir eine zulassige Kurve £ liefert ein Minimum 2 ) 
far das Integral 

r 

J = jF(x, y, x , y r )dt 7 

h 

wenn eine „Unigebuiig“ 21 von £ existiert, derart, daB 

fur jede zulassige Kurve £, welcbe in 21 von P A nacb P 2 gezogen 
werden kann. 

Dabei soli unter eraer Umgebung 21 einer ebenen Kurve £ 
wieder jeder ebene Bereicb 3 ) verstanden werden, welcber die Kurve £ 
ganz in seinem Innern entbalt, so daB also jeder Punkt von £ ein 
„mnerer s ) Punkt“ von 21 ist. 

e) Vergleicbung der Metbode der Parameterdarstellung mit der 
friiberen Methode: 

Man ist leicht geneigt, die altere Methode, bei welch er x als unabhangige 
Variable gebraueht wird, im Vergleich zur WeierstraB’schen Methode der 
Parameterdarstellung fur veraltet und unvollkommen zu halten Jedoch mit 
Unrecht: Vielmehr haben es die beiden Methoden mit zwei verschiedenen Auf- 
gaben zu tun, und welcbe yon beiden den Vorzug yerdient, hangt in jedem 
einzelnen Pall von der speziellen Natur des vorliegenden Problems ab 

Im allgememen kann man sagen, daB fur geometnsche Aufgaben die Me- 
tbode der Parameterdarstellung nicbt nur vorzuziehen ist, sondern uberbaupt die 
einzige ist, welcbe eine vollstandige Ltsung der Aufgabe liefert 4 ) Handelt es 
sicb dagegen darum, eine Funktion zu bestimmen, welcbe em Integral zu einera 
Extremum macbt, so bat man die altere Metbode anzuwenden. 

*) Vgl. § 25, a) Eine Ausdehnung der Aufgabe auf eine allgemeinere 
Klasse yon Kurven wird in § 35 betracbtet werden. 

s ) Grenauer „starkes, relatives' 1 Minimum; wir werden es fast ausscblieBlicb 
mit diesem zu tun haben Die Unterscheidung zwiscben „eigentlichem u und 
„uneigentlichem t{ Minimum ist dann wieder ganz so wie p 18 definiert 

s ) Wegen der Definition von „Bereich“ und „Innexes u ygl A I 7 und 9 
Man beacbte, daB wir zwiscben Umgebung und Nachbarschaft emer Kurve 
nnterscbeiden, vgl. § 3, b). 

4 ) Es sei denn, daB man die auf p. 205, FuBnote auseinandergesetzte 
Metbode anwenden will, bei welcber man jedoch die gegebene Aufgabe durcb 
eine Aufgabe von weit komplizierterem Typns ersetzt Vgl aucb die tibungs- 
aufgaben Nr. 35—40 auf pp. 149—151. 
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Dieselbe Unteischeidung gilt auch fur Aufgaben you allgemeinerem Typus. 
So sind z B. das Hamilton’sche Prinzip und das Prinzip der kleinsten Aktion 
m der ersten (Lagxange’schen) Form Funktion enprobleme, well bier die 
Koordinaten der Punkte des Systems als Funktionen einer ganz bestimmten un- 
abbangigen Variabeln, namlich der Zeit, gesueht werden Dagegen ist das 
Prinzip der kleinsten Aktion in der zweiten (Jacobfschen) Form, bei welcher 
die Zeit eliminiert ist und nur die Bahnen bestimmt werden, ein Kurven- 
problem (vgl. Kap. XI) 

Betracbtet man die Aufgabe das Integral 

■J — jf(x, y> y') dt 

h 

zu einem Minimum zn machen, emmal in Beziehung auf eme gewisse Menge 9TC, 
von zulassigen Kurven, das andere Mai in Beziehung auf eine andere Menge 9L, 
so sind dies zwei ganz verschiedene Aufgaben, und man muB 1 m allgememen 
erwarten, daB auch ihre Losungen verschieden sind 

"Wir wahlen nun fur 9IL die Gesamtheit aller Kurven der Klasse C\ welche 
im Bereich 31 vom Punkt P 1 nach dem Punkt P 2 gezogen -werden konnen, und 
fur 91 die Gesamtheit derjenigen Kurven von 911, fur welche bestandig 

%'($) > 0 * (H) 

Fur jede Kurve von 91 konnen wir dann x als Parameter emfuhren, und er- 
halten die Kurve in der Form 

wo y(x) eme Funktion der Klasse C ist, wahrend das Integral J iibergeht in 





*1 


wenn wir die Funktion f(x, y,jo) dirrch 

y » p) = 2 f, ii p) ( i5 ) 

definieren Die zweite Aufgabe ist aber identisch mit dem Problem, das wir 
m den drei ersten Kapiteln behandelt haben. 

So gehort also zn jedem ,,t-Problem a , wie wir sagen wollen, ein ent- 
spxechendes „a?-Problem“, das dureh Hinzufiigung der Bedingung (14) daraus 
hervorgeht Ebenso kann man ruckwarts von einem gegebenen „#-Problem“ zu 
dem entsprechenden „£-Problem a iibergehen, mdem man 



F(x, y, x , y') — f(x, y, -p) x' (15 a) 


setzt und demnach 
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defiuiert, wobei es freilich vorkommen kann, dab die Funktion F nicht alien 
von uns voransgesetzten Bedingungen geniigt 
Ans (15 a) folgen die ftelationen 


-^rr fx& i t y'*' 

:===L f P tp i -& >/ s=ss tp 


( 10 ) 


Da die Menge 9t m der Menge 91t enthaiten ist, so folgt, daB jede 
Losung des ^-Problems, welche uberdies der Bedingung (14) genugt, a fortiori 
auch erne Losnng des ^-Problems liefert. Das ^-Problem kann aber auch 
Ldsimgen besitzen, welche die Bedingung (14) nicbt erfullen, und welche daher 
keine Losungen des ^-Problems smd. Em Beispiel dieser Art ist die bekannte 
„diskontinuierliche Losung“ beim Problem der Rotationsflaehe kleinsten Inhalts 
(vgl. § 52). 

Es kann aber auch umgekehrfc das ^-Problem Losungen besitzen, welche 
mcht zugleich Losungen fur das t - Problem sind. Ein einfackes Beispiel 1 ) dieser 
Art liefert die Aufgabe, das Integral 

J = Jy'*dx 


zu emem Minimum zu machen, wobei die Endjiunkte P 2 und P 2 die Koordinaten 
(ajj, y t ) = (0, 0), (# a , y t ) = (1, 1) haben sollen. Dann liefeit die Gerade P 2 P 2 
2/ = # ein starkes Minimum fur ^das Integial und zwar ist der Mmimalwert 
J == -f- l. Denn ersetzt man y durch y-\-(o, wo w irgend eine Funktion der 
Klasse C ist, welche m beiden Endpunkten verschwmdet, so ist 


i. x 

AJ ==^(2c o' y -j- co' 2 ) dx (o'“dx, 


also A 0. 

Dagegen liefert dieselbe Gerade P 2 P 2 

^2 


-/£ 


fur das entspreckende ^-Problem, wo 


dt 


kem Minimum Denn man kann in jedei nocb so kleinen XJmgebung von I\ 2\ 
die beiden Punkte P 2 und P 2 dnrch eine Zickzacklmie verbmden, welche al>- 
wechselnd ans geradlinigen Stricken vom Gefalle 0 und — 1 besteht. Fiir eine 
solche Zickzacklinie wird aber offenbar das Integral Jnegativ, also sicher kleiner als 1. 

Die betracktete Zickzacklmie ist fur das f-Problem eine zulassige Variation, 
nicht aber fur das ^-Problem. 


*) Dasselbe riihrt von Bromwich her, vgl Mathematical Gazette, 
Bd. Ill (1905), p. 179 Em anderes Beispiel dieser Art ist unser Beispiel X, 
p. 113, in dem Fall, wo m > 0, oder m < — 1 ; man benutze dieselbe Zickzack- 
linie wie im Text 
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Das eben behandelte Beispiel ist nur em spezieller Fall eines allgeinemen, 
von Weierstrass herruhrenden Satzes (vgl. § 30, b)), wonaeh das Integral 

u 

I Fix, y , x, y'ldt 
h 

uberhaupt kein Extremum besitzt, wenn F{X, y , x\ ij) erne rationale Funktion 
von x, y ist, wahrend das entsprechende ^-Problem sehi wohl eine Losung be- 
sitzen kann 

Schliefilich sei nocb bemerkt, dab man in alien Fallen, wo es sich nnr mn 
die Untersuchung emer Kurve der Klasse C' in der Umgebung ernes 
einzelnen Pnnktes handelt, die Kurve ohne Bescbrankung der Allgemeinbeit 
stets m dei Form- y =y(x) annehmen darf, da man stets durch Drebnng des 
Ko or din atensys terns erreichen kann, dafi in der Umgebung des betrefFenden 
Punktes x' ]> 0 

§ 26. Die Differentialglei chung des Problems. 

Das Verfahren zur Aufstellung notwendiger Bedmgungen fiir em 
Extremum ist zunachst ganz analog wie in § 4; wir werden daher 
nur diejenigen Punkte ausfuhrlich erortern, m welchen die Behandlung 
in Parameterdarstellung charakteristische Eigentumlichkeiten aufweist. 

a) Die WeierstraB'sche Form der Euler’sehen Differential- 
gleichung: 

Wir nehmen an, wir hatten eine Kurve © gefunden ; welebe das 
Integral J zu emem Minimum macht. Wir setzen furs erste 1 ) voraus, 
die Kurve © sei von der Klasse G r und liege ganz im Innern des 
Bereielies 01. Sie sei durch irgend einen zulassigen Parameter aus- 
gedriickt m der Form 

<£: * — *($, y = y(t), 

wobei wir darauf aufmerksam machen, daB jetzt die Endwerte t lf t 2 
vmbekannt smd. Wir ersetzen die Kurve © durch eine benachbarte 
Kurve von der speziellen Form 

(£: x(t) + eUf), y = y(t) + eri(t), ^ ^ ^ < 4 , ( 17 ) 

wo £ eine kleine Konstante ist und rj(t) Funktionen von t von 
der Klasse 2 ) B f siud, welebe in t t und verschwinden, sonst aber 
willkiirlich sind. Wir schlieBen dann ganz wie in § 4 ; daB 

8J=Q, 8*J> 0 

sein muB, wo wieder 

x ) Wir werden nns von diesen Beschrankungen m Kap. YIII befreien. 

2 ) Ygl die Definition § 10, c) Die Zulassung von Vergleichskurven mit „Ecken u 
macht nur ganz unwesentliche Modifikationen der friiberen SchluBweise notig. 
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8J = 



Im gegenwartigen Fall ist 


8 s J = 



dJ- e f (FJ + F vV + FJ' + F y ,rf) dt. 


(18) 


Indem wir einmal spezielle 1 ) Yariationen betrachten, fur welche 
y == 0, das andere Mai solche, ftir welche £ == 0, erhalten wir das. 
Resultat, dafi eiuzeln 


/ ( FJ + FJ') dt~Q, f '1 F y n + Frf) dt- 0 (19) 

h h 

seiu muB. 

Auf diese beiden Gleichungen kounen wir jetzt die Methode von 
§ 5, c) anwenden, und erhalten so den Satz, daB die beiden Funk - 
tionen % and y den beiden Differentialgleichungen 


dt 


F == 0 

x X' v > 


F„ 


fL jr s 

dt y 


( 20 ) 


geniigen milssen , was zugleich die Exist enz der Ableitungen clF x ,jdt r 
dF y ,/dt involviert. Die beiden Differentialgleichungen (20) smd jedoch 
nicht voneinander unabhangig 2 ), wie sich schon a priori erwarten laBi, 
da dieselbe Kurve nnendlich viele ParameterdarsteHungen zulaBt. In 
der Tat, ffthrt man die in (20) angedeuteten Differentiation en 8 1 aus., 


Sind c 2 , . die Unstetigkeitspunkte von if, so zerlegt man das- 

Integral J in eine Summe von Integral en zwischen den Grenzen c x c ± , 
und fuhrt die Differentiation nach s, welche und liefert, sowie die wei- 
teren Umformungen an den einzelnen Summanden aus. Die vom Integralzeichen 
freien Glieder, welche dabei auftreten, heben sich weg, well die Funktionen x\ y 
und g, r\ als stetig vorausgesetzt werden 

x ) Was gestattet ist, so lange es sich um die Ableitung von notwendigen 
Bedingungen h&ndelt. 

2 ) Schon Hamilton hat bemerkt, — und zwar fur das entsprechende Problem 
im Baum — , daB aus der Homogeneitat der Funktion F folgt, dafi die Diffe- 
rentialgleichungen (20) nicht voneinander unabhangig smd. (Transactions- 
of the Irish Academy, Bd. XVII, p. 6.) 

s ) Der Hilbert’sche Satz (§ 5, d)) uber die Existenz der zweiten Ableitungen, 
welche dabei vorausgesetzt wird, ist dahin zu modifizieren: der Parameter t Id, fit 
sich stets so ivahlen, dafi die ztoeiten Ableitungen y" existieren und stetig sind 
m alien denjenigen Funkten der Kw ve, in welclien 

F t {x{t), y(t), y'(t)) =j== 0 . 


( 21 ) 
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und macht dabei von den Relationen (11) nnd (12a) Gebrauch, so 
erMlt man die Identitaten 


F,-£ t F, = ST, 


F. 


d f = . 
dt x tr- 


ie' T, 


(23) 


wo 


T(x,y, x, /; x", y") = F xy , - F yx , + F t (x'y" - x" y) . (23 a) 

Da x nnd y nicht gleicbzeitig verschwinden. so sind die leiden 
Bifferentialgleichungm (20) equivalent mit der einen Diferentialgleichung 


F F ■ 

*y' yx' 


(x'y" — x'y ) = 0 . 


(I) 


Dies ist die Weierstrafi’sche 1 ) Form der Euler schen Differen- 
tialgleichung. Ihr muB jede Kurve, welehe das Integral J zu einem 
Extremum macht, geniigen. Jede den beiden Diff'ereDtialgleichungen 
(20) geniigende Kurve soil nach Kneser wieder ein Extremale heiBen. 

Fiihrt man die Kriimmung — der Kurve ein, so kanu man nacb 
(6) die Differentialgleichung (I) auch schreiben: 


JL = F x 'y — -Fy' x 

r *i(V&W Y 


(23 b) 


Die Kriimmung bleibt invariant unter jeder Parametertransforma- 
tion, ebenso die reehte Seite von (23b), wie man sieh leiebt mittels 
der Eormeln (9) und (13) iiberzeugt. 

Aus den Formeln (23) leitet Weierstrass eine wiebtige TJm- 
formung der ersten Variation ab. Formt man in dem Ausdruck (18) 


Dies findet z. B statt, venn man fur t die Bogenlange wahlt. was sick, ana- 
lytiscb dadurcb ausdrfickt, daB man den Differentialgleichungen (20) die weitere 
hinzuftigt 

^ 2 + 2/' 2 =l (22) 


Ist m dem Punkt, fur welchen man die Existenz von x \ y" beweisen will, 
y '= |=0 — , x und y sind nicht beide null, — so leitet man, indem man ganz 
analog wie im § 5, d) verfahrt, aus den beiden aus (20) und (22) folgenden 
Gleicbungen 


L 

A / = 0 


^ 5 - = F 

At 


st-o 


A(x* + y'-) 
At 


Ausdriicke fur die Differenzenquotienten 


Ax' 

~At 1 


Ay 

At 


her, an denen man dann den Grenzubergang mit dem oben angegebenen Resultat 
ausfuhren kann. 

*) Weierstrass, Vorlesungen. 
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fur dJ die beiden lefczten Glieder durch partielle Integration urn and 
macht Ton den Gleichungen (23) Gebrauch, so erhalt man 

d J = e J F x , + >; F y ,J 'j* T w dt j ? 4 (1 8 a) 

h h 

wobei 

w*=y l — x t] 

gesetzt ist. 

Die Umform ung setzt die Existenz und Stetigkeit yon a?", y" 
yoraus. 

Die Differentialgleiehung (1), zusammen mit geeigneten Anfangs- 
bedingungen, bestimmt im angemeinen. zwar die Kurve 1 ), aber nicbt 
die Funktionen x(t) und y(t), solange der Parameter t unbestimmt 
gelassen wird. Erst nachdem man cine Festsetzung liber die Whhl 
des Parameters getroffen bat ; werden aucb die Funktionen x[f) und 
t/(f) bestimmt. Erne solche Fcstsetzung bedeutet aber analytisch, daB 
man znr Differentialgleiehung (I) noch eine endliche Grleicliung oder 
eme Differentialgleiehung zwiseben cc, y und t mit geeigneten Anfangs- 
bedingungen hmzufugt; diese Zusatzgleichung ist nur der einen Be- 
dingung unterworfen, daB die Funktionen x{f) und y(f) sieb schlieBlich 
als eindeutige Funktionen der Klasse O' ergeben miissen. Die beste 
Wabl des Parameters bangt von der speziellen Natur der yorgelegten 
Aufgabe ab. Fur Untersuchungen allgemeiner Natur ist es meist am 
yorteilhaftesten , die Bogenlange als Parameter zu wahlen, was mit 
der Zusatzgleicbung (22) identiscb ist 2 ) 

i) ygl geuaueres hieruber in § 27, a). Der bier scheinbar vorliegende Wider- 
aprucb lost sich dadurcb, daB dieselbe Kurve durch Transformation des Para- 
meters in unendlich vielen Former dargestellt werden kann, vgb § 25, a). 

*) Bei dem tibergang zu emem speziellen Parameter bat man sich vor 
einem nabeliegenden Febler zu huten. Trifft man uber den Parameter t fur die 
gesuchte Kurve & eine bestimmte Wabl, die mit der Adjunktion dei Relation 

Griii, as, y , x, y) =* 0 (22 a) 

gleicbb edeutend sein moge, so kann es kommen, daB die Funktion F(x, y , y) 
sicb auf Grand von (22 a) auf eine Form F°(x, y, x\ y) reduzieren laBt, welcbe 
der Homogeneitatsbedingung (9) nicbt mehr gentigt Wir konnen danu das 
Integral J“ g in der doppelten Form schreiben 

t*L *2 

/ g = j* F(x, y, x\ y) dt = j F°(x, y, x\ y') dt 

Wenn wir nun zu einer benachbarten Kurve £ iibergeben, mclem wir x } y durch. 
x=*=oc + e%, y~y + sn ersetzen, wobei g, r\ beliebige Funktionen von t von 



§ 26 Die Different ialgleichung des Problems. 


205 


Nachdem man eine bestimmte Wahl fiber den Parameter t ge- 
troffen hat, erhalt man die allgemeine Losnng in Form eines Paares 

der Klasse I)' smd, welche fur £_= t x und t = i ± verschwmden, so wird im all- 
gemeinen der Parameter t fur (X nicht mehr dieselbe Bedeutung haben, wie fur 
(S, d. h. %, Tj werden im allgemeinen nicht mehi der Relation ('22 a) geniigen, 
also wird sicIl auch fur die Kurve (X die Function F nicht mehr auf die Form F Q 
reduzieren lassen. Daher mussen wir schreiben 

h 

= J F{x, y , x\ ~y) dt 

h 

und durfen nicht schreiben 

Jg = J F°(x, y, x\ y) dt 

Darans folgt, daJB auch in dJ und daher schkeBlich in den Bifferentialglei- 
ehungen (20) und (I) die Funktion F und nicht F° gebraucht werden mufi. 
Erst jetzt, in d-en fertigen Differentialgleichungen , darf man die aus der Ad junk- 
tton von (22 a') stch ergebenden Beduktwnen rornehmen 
So fiihxt z B. die Aufgabe das Integral 

> 

J —J yf/x' s -j- y' s ~ dt 

h 

zu einem Minimum zu reach en, wenn man den Bogen als unabhctngige Variable 
einfuhrfc, auf das Integral 

~ j y c ^ s * 

h 

Wollte man hier unter Vemachlassigung der obigen Wamung, mechaniseh 
die fruheren Regeln auf das reduzierte Integral anwenden, so wiirde man fur 
die Differentialgleichung (I) das falsche Resultat 1—0 erhalten 

Es gibt allerdings noch eine ziceite Methode, die Aufgabe zu behandeln: 
sie besteht darin , dafi man nicht nur fur die gesuchte Kurve , sondern gleich- 
zeitig fur samtliche zulclssigen Kurven den Parameter t in derselben Weise spe- 
zialisiert, d h. den samtlichen zuldssigen Kurven die Nebenbedingung (22 a) auf- 
erlegt. Dann sind abex die Funktionen £, r\ nicht mehr willkiirlich , und man 
hat es mit einem ganz anderen, und zwar viel komplizierteren Typus von Auf- 
gaben zu tun (vgl. Kap. XI). 

Das obige Beispiel wurde in der neuen Formulierung lauten: Unter alien 
Funktionenpaaren x, y, welche der Nebenbedingung 

#' 2 4 - 2/' 2 = 1 

genugen, dasjenige zu linden, welches das Integral 



zu einem Minimum maeht * l 

(Vgl, Lindelof-Moigno, Leeons, Nr. 116 — 120) 
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Ton Funktionen von t 7 welcke zwei Integrationskonstanten *) enthalten: 

x~f(t,a,p), IJ = ff(t, a, P) . (24) 

Die Konstanten oc, 13 zusammen mit den beiden unbefeannten End- 
werten t X7 \ sind aus der Bedingung zu bestimmen, daB die Kurve 
durck die beiden gegebenen Punkte gehen soli: 

= f(t, , a, P) , !h = fffou a, P) I 

Die vorangehenden Bemerkungen tiber die Integration der Difie- 
rentialgleiekung (I) werden durcb die nachfolgenden Beispiele noch 
welter erlautert werden. Wir bemerken dazu noch, daB es haufig 
vorteilbafter 1st, statt der Differentialglei chung (I) eine der beiden 
Differentialgleichungen (20) zu benutzen, besonders wenn die Funk- 
tion F eine der beiden Variabeln x oder y mcbt entka.lt- Nur inuB 
man sieb daran e rinn ern, daB jede dieser Differentialgleichungen nack 
(23) eine fremde Losung entkalt (die erste y f ^ 0, die zweite = 0), 
und daB erst die Combination beider mit (I) Equivalent ist. 

Beispiel XIV: Das Integral 


J 


— J [i (%y' — y&) — b dt 

h 


zu einem Maximum zu maehen 
2 



werden, d h. so daB der Mittelpunkt 


Dabei ist B erne positive Konstante 
Fur den Bereich 0t konnen wir die 
ganze x , y-Ebene wablen. 

Man findet 


jpi- 


JS 


(V®' s + 2/' s 0 s 


(26) 


und daraus fur die Euler’sche Dilfe- 
rentialgleiebung : 


1 = x 'y" — y' x " _ jl m 

r (y x '*+y‘3\y R U 


Die Krummung ist also konstant 
und gleick -i - * Daraus folgt, daB die 

jtl 

Extremalen Kreise mit dem Badius B 
sind, die m positivem Sinn besckrieben 
zur Linken liegt Wir baben also bier 


*) Naheres bieniber folgt in § 27. 
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Beispiel ? wo eine Ext re male aufhort, Ext) emale zu sein , wenn sie in ent- 
gegengesetztem Sinn durchlaufen wird . *) 

Wir kdnnen das allgemeine Integral der Diffeientialgleichung (Ij schreiben: 

x = a -f~ JR cos t , y = jS + 7? sin t (27) 

Dnrch die beiden gegebenen Pxmkte P 19 P s gibt es zwei, einen oder keinen 
Kreisbogen der verlangten Art, je nachdem 2 ) 

T PjJR, . 

Im ersten Fall ist von den beiden Kreisbogen der eine P x P s P 2 kleiner, der 
andere P X P 4 P 2 grofier als ein Halbkreis. 

b) Die Brachistochrone 3 j: 

Beispiel XV: Unter alien Kurven, welche m einer gegebenen vertikalen 
Ebene zmschen zivei gegebe>ien Punkten P x und P, gezogen werden konnen, die - 
jenige zu finden, entlang welcher em nur der Schwere unterworfener materiellei 
Punkt in der kurzesten Zeit von P 1 nach P 2 gelangt , wenn er den Punkt P 1 nut 
det gegebenen Anfangsgeschwindigkeit i\ lerlafJt . 

Wir wahlen die vertikale Ebene znr x, y~ Ebene eines recbtwinkligen 
Koordmatensystems und nebmen die positive y - Achse vertikal nach unten. Be- 
zeichnet dann g die Konstante der Schwerkraft und wird von Reibung und 
Widerstand des Mediums abgesehen, so hat man nach den Elementen dei 
Mechanik das Integral 

J== r 'YiF+y'^dt 
J Yy — y 1 + k ’ 

h 

zu einem Minimum zu machen, wo 



Die zulassigen Kurven sollen von der Klasse G' sein: sie miissen auf den Bereich 

01 : y — y i + > 0 

beschrankt werden, da sonst der Integrand unendlich oder imaginar werden wiirde. 
Da 0, so erhalten wir nach (20) sofort ein erstes Integral 

T? . = = a {'28') 

x ~yv*T¥ ^YV-yl+i'' 

1st a = 0, so erhalten wir* x — konst, und dies ist in der Tat die Losung der 
Aufgabe, wenn die beiden Punkte P 1 und P 2 in derselben Vertikalen liegen. 

’) Vgl. § 25, b). 

2 ) Den Abstand zweier Punkte A und B bezeichnen wir stets mit \AB\. 
») Ygl. Lindelof - Moiono, loc. cit, Hr. 112; Pascal, loc. cit., § 31; Kneser, 
Lehrbuch , p. 37. 
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1st a *j*0, so wahlen wir fur den Parameter t den Tangentenwinkel der 
Kurve; das ist gleichbedeutend mit der „Zusatzgleichur g u . 


welche (28) auf 


x 

y® ,s +j/' s ' 


cos t, 


y — Vi + ^ = « (i + cos 2 1) 


reduziert, wo zur Abkurzung 

1 

u 2a 

gesetzt ist. 

Aus (30) folgt durcb Differentiation 


(29) 


(30> 


y — — 2 a sin 2 1 

■and durch Einsetzen dieses Wertes m (29), 

x ~ + 4 a cos 2 t . 

Maehen wir sckliefilieh die Substitution 


2 1 = T % , 

so erhalten wir das Resultat: 


* — + ^ = ± a (* — sin t) | 

V ~ 2/i + I* = a (1 — cos t) , J 

wobei (3 die zweite Integrationskonstante ist. Die Ext) emcden stnd also Zykloiden l ) r 
die durch einen Kreis yom Radius a erzeugt werden, der auf der Geraden 

y y x l a- 0 roll! 

ITnter dieser doppelt unendlichen Schar yon Zykloiden gibt es eine und 
nur eine 2 ), welche durcli die beiden gegebenen Punkte P x und gebt und 


*) Schon von Johann Bernoulli (1696) gefunden, siebe Ostwald’s Klassikei etc , 
JSTr- 46, p. 3. Ygl aucb Cantor, Geschichte der Mathematik, Bd. Ill, pp. 225 
Ms 228. 

2 ) Far den speziellen Fall, wo = 0, bat scbon Johann Bernoulli (1696) 
einen geometriscben Beweis gegeben (loc. cit); derselbe ist von H. A. Schwarz 
auf den allgememen Fall ausgedebnt worden (siebe Hancock, Lectures •, Nr. 105). 
Rein analytische Beweise geben Heffter, „Zum Problem der Brachistochrone ", 
Zeitschrift fur Mathematik und Physik, Bd. XXXIY (1889) und Bolza, 
„T7ie Determination of the Constants m the Problem of the Brachistochrone^ T 
Bulletin of tbe American Mathematical Society (2), Bd. X (1904), p. 185. 
E H. Moore bat gezeigt, daB der betreffende Satz ein spezieller Fall eines 
allgememen Satzes fiber eine gewisse Klasse von Kurvenbogen ist {„On Doubly 
Infinite Systems of directly Similar Arches with common Base Line <c 7 
Bulletin of tbe American Mathematical Society (2), Bd X (1904), 
p. 337. 
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keine Spitze 1 ) zwischen P x und P, besitzt, vorausgesetzt, daB die Koordmaten 
der beiden gegebeaeii Punkte den TTngleicbungen geniigen 

^4=^1. ^“2/! + /^° (32; 


c) Die Geodatisclieii Linien 2 ;; 

Beispiel XT 1 Die kurzeste Lime zu bestimmen } welche auf emer gegebenen 
FJache zwischen zue% gegebenen Punkten Q t und Q s gezogen werden kann 

Sind die rechtwmkligen Koordinaten x, y, z ernes Punktes der Flacbe als 
Funktionen zweier Parameter u 1 v gegeben, und werden die Kurven auf der 
Flacbe mittels ernes Parameters dargestellt 


u = u\t), v = v(t), (33 s 

so ist nnsere Aufgabe gleichbedeutend damit, das Integral 

u 

J ^ J* ]/Ew ' 2 + 2Fu'v'-j- Gv' 2 dt ( 34 ) 

zu einem Minimum zu machen, wobei 

und die Summation sicb auf eine zykliscbe Vertauschung der Buchstaben x, y , z 
bezieht 

Die zulassigen Kurven (63) in der u 7 u-Ebene sollen „gewobnlicbe u Kurven 
sein; sie mussen auf einen Bereicb 0k der u 1 u-Ebene beschrankt werden, wel- 
cber die Eigenschaft bat, mit seiuem Bild STL auf der Flacbe in ein-eindeutiger 
Beziebung zu steben Sind P^u^v,) und P 2 (m 2 , u s ) die den beiden gegebenen 
Punkten Q x und Q 2 entsprecbenden Punkte der u , u-Ebene, so mussen die zu- 
lassigen Kurven die beiden Punkte P x und P 2 verbinden. Wir setzen ferner 
voraus, daB die Funktionen E, F, G in 0k von der Klasse C" sind, und daB das 
Flacbensiuck SQL frei von singularen Punkten ist, d b dafi die drei Determinanten 

A = Vu z c~Ky^ 5 = *«*.-*„*»> G = x u y c — yu x o 
mcbt gleicbzeitig verscbwmden, was wegen der Identitat 


EG — 

mit der einen Bedingung 
Equivalent ist 


F 2 = M 2 + P 2 + <7 2 
EG — F 2 > 0 


(35) 


*) H- A. Schwarz bat in Yorlesungen bewiesen, dafi em Zykloidenbogen, 
welcber eine Spitze entbalt, niemals ein Minimum fur das Integral J liefern 
kann, vgl Hancock, Lectures , Nr 104. 

2 ) Die Aufgabe gelit ebenfalls auf Johann Bernoulli zuriick (1697); Tgl. 
Oantor, Geschiehte der Mathematik , Bd. IH, pp. 232—235. 

B o 1 z a , V ariationsreehuung 


14 
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a) Wir bemitzen zunachst die Weiersiraffsche Fonn (lj do Eulei’schen 
Lifferentzalgle'ichung und bezeichnen allgemein mit &iF} den Differential ausdruck 


*(F) = l\,y - + K <xy" - X"y') . 

Dann ergibt eine emfache Rechnung 


wo 


0< Ct/E U* + 2F vV + G»/ 2 ) 


r 


(Vem^'h- 2F«v + a? 2 ) s ’ 


F = .EG — F ! ) (mV' — u” v‘) 

+ (El*' + FiO [(F„ - J, E r ) m' s + G m mV + -V G 0 »' a ] 
— (Fn' + G’-O Q E„w'i+ t,»'t + (F, - i g;. «' 2 l . 


Die Extremalen genugen daher der Differentialgleiohung 1 j 

r = o. 


(36) 


(37) 


(38) 


Diese Differentialgleiohung besitzt eine einfache geometrische Bedeutung; die 
geod'atiscbe Krummung Kg der Kurve (S3) im Punkt t wird dnrch den Ausdruck 


* ]/EG — F 2 ~^ (YEu' 2 + 2 F u'v' + GV S X ) B J 

gegeben 2 ; 

Daher hat die kurzeste Lmie die charaktenstische Eigenschaft, daB Hire geo- 
datisehe Krummung bestandig null 3 ) ist, d h sie ist eine geodatische Lime nach 
emer der verschiedenen Definitionen 4 ) dieser Kurven 
bfebenbei bemerken wir die Relation 

<I> (t/Im 7 * +~2 F«V+ _ G 7* ' 0 = Kg/EG — F 1 ' , (40) 

die uns spater von Nutzen sein wird 


*) DaB (36) die Differentialglei chung der geodatischen Lmien ist, konnte 
man direkt aus den Lehxbtichern uber Differentialgeometne entnehmen, z. B. 
Knoblauch, Flachentheorie , p 140; Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie, p. 154; 
Daeboux, Theone des Surfaces, Bd II, p. 403; Scheffers , Theone der Flachen > 
p 407 

-) Vgl z B. Scheffers, Theone der Flachen , p 482. Eine elementare Ab- 
leitung dieser Form el findet man bei Bolza, „ Concerning the Isopenmetric Problem 
on a Given Surface e< , Decennial Publications of the University of 
Chicago, Bd. IX, p. 13. 

s ) Eine elegante Ableitung dieses Resultates gibt Bromwich (Bulletin of 
the American Mathematical Society, Bd XI (1905), p. 547) mittels einer 
Transformation der ersten Yariation des Integrals 

U. 

J* -\/xP + at 

h 

4 ) Vgl. Darboux, Theone cle-s Sw faces, Bd, II, Fr 514 
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ft Benutzen wir statt der Differentialgleichung (I) die leiden Differential - 
gleichungen t20) und wahlen uberdies die Bogenlange s der Kurve auf der Flache 
als Parameter, was mit der „Zu&atzgleithung“ 


E 



9r du du 
F dJ 



1 


gleichbedeutend ist, so erhalten wir fiir die Extremal en die folgenden beiden 
Differentialgleichungen x ) 


> d du 
J ds 
d 


ds 


( F S + 'S) 


•.(*?)■+» 


r du dv 
u ds ds 
du dv 
9 dsds 


/dv Y 
Kds) ’ 


+«-c 


(41) 


Aucb. diese Differentialgleiehungen haben eine einfache geometrische Be- 
deutung: Aus der Definition von E, F, G folgt, da£> 




.du 
"cl 9 


. du 
ds 


k dv 


V 




dx 
Is ’ 


X 


dx 
v ds 


Hierans folgt durch Differentiation naeh s: 


d_ f F^-L d 2 x 

ds \ ds 1 ds) Xu ds 2 

+ 1 E (-Y+F + 

^ 2 “ \ds) ^ u ds ds ^ 2 

und daher wegen (41) 


ebenso findet man 



also ist 


2 *. 


cl-x 
ds 2 


= 0 ; 


d 2 x d 2 y cl 2 z 

ds 2 ‘ ds 2 ’ <Zs 2 — 



(42) 


d h. aber geometriseh: In jedem Punkt der Kurve fallt die Hauptnormale der 
Kurve mit der Fldchenormale zusammen , was eine andere charahteristische Eigen- 
sehaft der geodatischen Linien kt -*) 


*) Ygl. Knoblauch, loc. cit p 142; Bianchi, loc cit p. 153; Dabboux, loc. 
cit p. 405 

*) Hierzu 'die Ubimgsaufgaben , ISTr. 1 — 6, 9, 10, 12, 14 — 18 am Ende 
von Kap V. 


14 * 
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§ 27 Anwendung der allgemeinen. Existenztkeorenie ftir Differential- 
gleidmngen auf die Th.eorie der Extremalen. 1 ) 

Bevor wir zur Betracktung der zweiten Yanation iibergehen, 
stellen wir m diesem Paragraphen die Resultate zusammen., die sieh 
aus den m §§ 23 nnd 24 tmtgeteilten allgemeinen Existenztheoremen 
fur die Differentialgleichung der Extremalen ergeben. 

a) Konstrnktion einer Extremalen durelL einen gegebenen Punkt 
in gegebener Bichtung: 

Wir betraehten zunachst die Aufgabe, durch einen gegebenen 
Punkt jP 0 (xq) ij q ), von ^dem wir voraussetzen, daB er lm Innern des 
Bereiehes 91 liegt, m emer gegebenen Richtung von der Amplitude 
8 q — oder, wie wir kiirzer sagen wollen, „durch das Lmien element 
2 /oj K)“ — eme Extremale zu ziehen. 

Dazu ist es am bequemsten, die Bogenlange s, gemessen vom 
Pankt P 0 aus, als Parameter einzufiihren. Man kann dies nacli 
Weiersteass 2 ) in der Weise tun, daB man zur Differentialgleichung (I) 
die Zusatzgleichung (22) kmzufugt, letztere differentiiert ; und dann 
das so erhaltene System von zwei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung nach x” 9 y" auflost, wodurch sich die Aufgabe auf die 
Losung eines Systems von vier Diffexentialgleichungen erster Ordnung 
reduziert 

Einfacker ist es, nach dem Yorgang von Bliss 3 ) den Tangenten- 
wmkel 8 einzufiihren. Macht man dann von den Formeln (4) 
und (6) Grebrauch, so erhalt man aus (23 b) das System dritter 
Ordnung: 


*) Der Leser wird gut tun, Absatz b) bis d) dieses Paragraphen zunachst 
zu uberschlagen und sofort zu § 28 iiberzugehen, da die betreffenden Resultate 
erst spater zur Anwendung kommen 

2 j Vorlesimgen 1879; vgl Enesbr, Lehrbuch > §§ 27, 29, nnd Bolza, Lectures , 
§ 25, a) 

s ) Transactions of the American Mathematical Society, Bd. VII 
(1906), p. 188; ygl. auch unten § 32, c). Es ist ubngens nicht notig, bei Ab~ 
leitung des Systems (43) den Begnff der Kriimmung zu benutzen Derm durch 
Differentiation der beiden ersten Gleichungen (43) erhalt man 

d8 dx d}y dy d 2 x 

ds ds ds 2 ds ds 2 ’ 

woraus dann nach (I), wenn dort s statt t geschneben wird, die dritte Glei- 
chung (43) folgt. 
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dx 

ds 


cos 8 


dy 

ds 


= sin 6 


d0_ 

ds 


= H(x, y , cos 0 , sin 0; ; ] 


wo die Funktion H dureh die Gleichung 


(43) 


H(x, y, x, y) = 


F ' F r 

1)X xy 

f, (vz*+7* r 


(44) 


definiert 1st. Auf dieses System konnen wir nun direkt die allgemeinen 
Existenztheoreme von § 23 anwenden: Wenn die Anfangswerte # 0? ij 07 0 O 
der Bedingung 

i/ 0 > cos °07 sin 8 0 ) + 0 (45) 

genugen, so sind naeh unsern Annahmen uber die Funktion F (vgl. 
§ 25, b)) die rechten Seiten der Gleichungen (43) als Funktionen von 
x, y, 8 in der Umgebung der Steile x 0? y Q , d 0 von der Klasse C\ 
Der „Stetigkeitsbereiclr' <£L des Ditferentialgleichungssystems (43) 
besteht also aus dem durcb die Bedingungen 


©L: — oo < s < + oc ; (x, y) in 31 ; — go < 0 < + oo ; 

F ± (x, y , cos 0, sm 0) 4= 0 

charakterisierten Bereich im Baum der Yariabeln s, x 7 y 7 6. 

Es gibt daher ein und nur ein System von Funktionen 

x = x(s), y — y(s) 7 9 = 0(s) 7 (46) 

welche den Differentialgieichungen (43) genugen, fur s = 0 die vor- 
geschriebenen Werte x 0 , y 07 0 O annehmen: 

x(0) = ^ 0? ?/(0) = y 0 , 6(0) = 0 O , (46a) 

und in der Umgebung von 5 = 0 von der Klasse C f sind, d. b. aber 
geometriscb: 

Wenn die Anfangsuerte x Q7 y Q7 d Q die Bedingung (45) erfullen 7 so 
la fit sick vom PunM x Q: y 0 aus in der JR'iditung 0 O eine und nur erne 
Fxtremale der Klasse C' ziehen. 

Die Losung (46) lafit sick nacb § 23, d) nach. beiden Seiten hin 
auf ein ganz bestimmtes Maximalintervall 

< 5 < ftj 

o o 

eindeutig fortsetzen. Fur alle Werte von s zwiscken und smd 
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die Funktionen x($), y(s) 7 6{s) (mmdestens) von der Klasse C' und 
die Extremale 

x = x(s), y = y(s ) , cc^ o < s < (47 j 

liegt ganz ini Innern des Bereich.es 01 und geniigt der TJngleichung 
F t (x(js), y(s), x'<s), y(s)) + 0 (48) 

Aus der speziellen Form der Differentialgleichungen (43) folgt 
weiter, dafi diese emzige Extremale der Klasse C' dann allemal sogar 
von der Klasse C"' ist. Denn da die Funktion JBf(x, y, cos 0, sin 9) 
in der Umgebung der S telle x 0 , y 0> 0 o von der Klasse C' ist, so folgt 
aus der letzten der Gleichungen (43), daB 9(s) von der Klasse C " ist 
und daher sind nach den beiden ersten Gleichungen %($), y(s) von 
der Klasse C"\ 

Wenn die Bedingung (45) ftir jeden Wert von 6 0 erfullt ist, so 
kann man vom Punkt _P 0 aus nach jeder Bichtung eine und nur eme 
Extremale von der Klasse G ' ziehen. 

Diejemgen Wertsysteme, x 0} y 0 , 0 O7 fur welche 

F i(?o> Vo, cos 6 0 > sin °o) = 0 

ist, nennen wir die singular en Anfangsuerte Wenn die Bedingung 
(45) fur jeden Punkt y Q eines Bereiches der x, ?/-Ebene und fur 
jede Richtung 6 0 erfullt ist, so sagen wir entsprechend 1 ) der m 
§ 19 ; b) fur das ^-Problem gegebenen Definition; das vorgelegte 
Problem sei m diesem Bereich regular; dabei unterscheiden wir dann 
nach dem Vorzeichen von F ± noch „positiv u und ,,negativ regular^. 

Beisptele: 

1. F == G(x, y) . (vgl § 32, b)) 

Hier ist: 

{%, y , cos 0, sin 6) «=* G{x, y) j 


das Problem ist also regular in jedem Bereich der y-Ebene, welcher keine 
Punkte mit der Kurve G{x, y) — 0 gemein hat 


x ' 3 -j- y ' 1 ’ 


(vgl. § 30, b)) ; 


daraus 

F 1 (x 1 y , cos 0 , sin 6j — 2 y sin 6 (4 cos a 0 — 1 ) . 

Das Problem ist in keinem Bereich regular. Zunachst sind alle Wertsysteme 
singular, in welchen 3 / ===== 0 : und auBerdem fur jeden beliebigen Punkt (#, y) 
die durch die Grleichungen 

sin 0 = 0, cos 6 = \ 

definierten Bichtungen. 


3 ) Vgl Gfleichung ( 16 ) von § 25 . 



(49! 


(50) 
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b) Abkangigkeit der Losung von den Anfangswerten: 

Wir betrachten jetzt die durch die Anfangsbedingungen (46 a) 
eliarakteri sierte Losung (46) in ihrer Abhangigkeit von den Anfangs- 
werten x 0 , i/q, 6 q und sehreiben sie dann entsprechend 

x = X (s : x 0) y 0y # 0 ) 

y = Vo, e o) 
e - &(s; x 0 , y 0 , e 0 ) 

Aus der allgemeinen Theorie ergibt sick dann nack § 24, a), daB 
die Funktionen 36, 2), 0 folgende Eigenschaften besitzen: 

1. Die Funktionen 36, 2), 0 sind emdentig definiert und stetig in 
dem durch die Bedingungen 

(cc Q , y Q ) im Innern von 61; — oo < 0 O < + oo; 

Flip*, Vo, c ° s ^o; sin d o) 4= 0; cs^ < s < 

definierten Bereich. In demselben Bereick sind die Funktionen 

*,*.,*„; 9,9„iL; 

als Funktionen von s , x 0 , y 0 , d 0 von der Klasse G', wie sick zum Teil 
aus der allgemeinen Theorie (§ 24, a)), zum Teil aus der speziellen 
Form 1 ) des Systems (43) ergibt. 

2. Die Funktionen X, 2), 0 genugen ferner den An fangs- 

} bedingungen 

3t(0; x 0 , y 0 , d 0 )=x 0 
?)(0; * 0 > 2/oj #o) = ?/o 

©(0; Xq, y 0 , d o) = V 

identisck in x Q , «/ 0 , d 0 , woraus wegen (43) folgt 

3£,(0; x 0 , y 0 , 6 0 ) = cos 6 0 , g),(0; x o> Vo, e o) = sm 0 O 

und weiter durch partielle Differentiation 

\(0 ; ®b» 2 /oj flo)- 1 , D* o ( 0 5 2/o> 0 o) = 0 

\(0; ^oj ?/o) 0 O ) = §) yo (^S ^oj Vqi e.) = 1 ■ • 

\(0; a 0 , Vo> e ») = 0, D eo (0; a*,, 2/ 0J <9 0 ) = 0. 

3. tTberdies ist die Funktionaldeterminante 


(51) 


(51a) 


(51b) 


D(s-,x 0> y 0 , 0 Q ) = ^'f®\ + 0 


im ganzen. Bereich. (50). 


S (* 0 , ?/ 0 , 0 O 5 


(52) 


x ) Tgl- unter a) den. Beweis, dafi die Extremale ( 47 ) von der Klasse C'" ist. 
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4. Endhcb haben die Funktionen X? 2), O folgende Perwdmtdts - 
ekjensehaften: 

36 (s $ y§ , Bq 4“ 2cvj ~ X (s , <^o ? i/o > ^o)? 

2 ) (5; $ 0 , j/ 0; -f - 2 ) = 2 ) ($ 5 i/o? ^0)? ’ 5 ( 52 a) 

® 0 ; ^0? i/o? # 0 + *= ® 0 ; *^0? 2/0 » tf o) + 2 *v 

denn aus der besonderen Form der Differentialgleicbungen (43) folgt. 
daB die Funktionen auf der reebten Seite den Differentialgleicbungen 
(43) geniigen, und da diese Funktionen fiir $ =* 0 die Anfangswerte 
x 0f i/o? B 0 -{-2tc annehmen, so miissen sie mit den Funktionen auf der 
linken Seite identisch sein 

Aus der Losung (49), welcbe die vorgescbnebenen Werte oc Qf i/ 0 , 9 a 
fur den speziellen Wert s = 0 annimmt, erbalt man diejenige Losung, 
welcbe dieselben Anfangswerte fiir emeu beliebigen Wert s = s 0 an- 
nimmt, mdem man s durcb s — s 0 ersetzt, also: 1 ) 

x = X (s Sq] Xq. 6q^ 

y 0 ? * 0 ) - ( 53 ) 

®(s — * 0 5 ar 0 , y 0 , d 0 ) 

Dies ist erne unmittelbare Folge day on, daB die reebten Seiten 
der Differentialgleicbungen (43) die Variable s niebt explizite ent- 
balten 

Das „allgemeine Integral^ des Systems (43) ergibt sicb nacb den 
am Ende Ton § 24, a) gemaebten Bemerkungen aus (53), indem man 
einer der Tier GroBen s 0 , % 0 , y 0 , 6 0 einen passenden festen numeriseben 
Wert beilegt und die drei andern als die „Integrationskonstanten“ 
betraebtet. Man erbalt so ein dreifacb unendlicbes Funktionen- 
system, aber nur em meifach unendliches Kurvensystem wi Baum 
der Vanabeln x, y , 6 Denn gibt man z. B der GroBe x 0 emen festen 
Wert und Tariiert die Grofien s 0 , y Q} 6 0? so liefern aide Losungen, 
welcbe demselben Wertsystem y 0 , 9 0 entspreeben, sicb also nur durch 
den Wert von s Q untersebeiden, ein und dieselbe Kurve, da sie ja 
alle aus der Losung, fiir welcbe s 0 ==* 0 ist, durcb eine zulassige 
Parametertransformat-ion bervorgeben (§ 25, a)). 

*) Die Funktionen auf der reebten Seite von (53) als Funktionen von 
s; $o, * 0 , y ot 0 O entsprechen den Funktionen cp k (t-, r, g x , . g n ) der allgemeinen 
Theone (§ 24, a)). 
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Die Determinate Z>(s: x 0 , y 0 , 6 0 ) laBt eine fiir spatere Anwen- 
clungen wichtige Transformation zu: 

Wendet man auf die Losung (5Bj die Grleiehung (35) von § 24, a) 
an und beachtet, dafi in nnserm Fall: 

SX = __ cj) = _ c?) ? 0 _ o0 

d s o 8s’ Ss 0 ds’ cs 0 ~ ~ds~’ 

so erhalt man, wenn man scblieBlieb nocb $q = 0 setzt, die folgende 
Umformung der Funktionaldeterminante 7): 


7 ) (s' 5 %q ; 2/ 0 , Oq) cos 6 0 = | 3 ^ 7 )^ ®y a 

K \ <\ 


(54) 


und eine analoge zweite Gleickung, in welcker links der Faktor 
cos 6 0 durck — sin 0 O und reckts der Index y 0 durck £ 0 er- 
setzt ist. 

Der Ausdruck (54) laBt sick nock welter umformen, indem man 
die partiellen Ableitnngen der Funktion 0 durck partielle Ableitungen 
yon X und S) ausdriickt Bezeicknet namlick yoriibergekend z irgend 
eine der Yanabeln s , x 0 , y 07 6 0 , so folgt aus den beiden ersten der 
Gleickungen (43) durck Differentiation nack z: 


und daraus 


== — sin 0 • 0 z7 = cos 0 - 0 Z 


(55) 


Wendet man diese Formeln bei der Umformung der Determinante 
(54) an und setzt zur Abkiirzung 

11 = £, 2 )* -?)>**> *-£, 9 *- ?).£*> ( 56 ) 

so erhalt man nacb einfacber Rechnung: 


V IV 


6o)cosd 0 =\ dv_ow^\, — D(s; x 0 , y 0 , 6 0 )smd 0 = 

r /-I 

1 0S £5 1 


16 IU 

<75 0S 


(57) 


c) Anwendung des Einbettungssatzes: 

Es sei irgend ein spezieller Extremalenbogen @ 0 der Klasse C 
gegeben 

®o : x = x{t), y — y(f) j 
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welcher ganz lm Innern des Bereiches lie^t und fur welchen die 
Bedingung 

Fiix®, y(tj, 3? (fy, y (tj) 4= 0 (58; 

in pp 2 ] erfdllt ist. 

Wir setzen dabei zunachst voraus, daB der Parameter t die 
Bogenlange bedeutet, also mit der in den vorangegangenen Absatzen 
mit s bezeicbneten Yariabeln identiseh ist. Dann liegt die zur 
Extremalen © 0 gehorige Losung 

X*~x(t), y = y(t), Q = 6{i) 7 (59) 

des Systems (43) ganz lm Innern des Stetigkeitsbereieh.es <9L dieses 
Systems Hieraus sehlieBen wir wie unter a) ? daB wir die Losung 
(59) auf ein ganz bestimmtes MaxwiaKntervall 

t*<t< V (60) 

fortsetzen konnen, wobei stets 

Die auf diese Weise durch Fortsetzung des Extremalenbogens @ 0 auf 
das offene Intervall (60) erhaltene Extremale bezeiehnen wir mit 
so daB also ® 0 * definiert ist durch. die Grleichungen 

®o* : x-K*)> y-y(f)> t x *<t<tf. 

Nach § 23, d) und § 21, a) liegt dann die Extremale (£ 0 * m ihrer 
ganzen Ausdehnung im Innern des Bereiches und geniigt der Be- 
dingung (58); und nach a) ist sie m ihrer ganzen Ausdehnung you 
der Klasse <7" 

Es sei jetzt P 0 (£ = t Q ) irgend ein Punkt der Extremalen @ 0 * und 
# 0 7 0 o die zugehorigen Werte von x, y, 6, so daB 

H f o) “ K f o) = Vo > K*o) = d o ■ 

Dann laBt sich die Extremale @ 0 * nach § 23, c) und § 21, b) aueh 
schreiben 

« = X(t — t 0 : x a , y n , 0 o ), y = 3) (t — t 0 ; oc 0 . y 0 , Q 0 ) (61) 

Yon den GrroBen cos 0 O , sin 6 0 ist mindestens eine von Null ver- 
schieden; wir nehmen an 1 ), es sei 

cos ^ 0 =)=0, (62) 

*) Ware cos0 o = 0, so wurden wir in (61) die Argumente x 0 , 0„ durch /?, cc 
ersetzen 
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Dann definieren wir 

f(f 7 Cl, ft) = dc(t t Q m , £q, (3, u) | ( 63 ) 

g(t, a, P) = D^— f 0 : % 0 , p, a) ) 

und betrackten die doppeltunendlicke Sckar von Extremalen 

a- = /(f, a, P), y = g(t, a, P) , (64) 

mdem wir t Q} x 0 als fest ; a, fi als variable Parameter ansehen. 

Sind dann T v T 2 irgend zwei den Dngleicbungen 

t* < T t <t t . U<T,< t 2 * (65) 

geniigende 6ro6en ? so kounen wir eine zugehorige positive Grrofie cl 
bestimmen, der art. dab sick liber die Funktionen g folgende Aus- 

sagen macken lassen, wobei wir der Grleichformigkeit kalber % /3 0 

statt 6 0 , oc 0 sebreiben: 

A) Der Bogen @ 0 ist in der Schar (64) enthalten far a = a 0) 
j$ = /3 0? so dab also 

f(t, “o> Po) = *( 0 > 9(?i a o> Po) = $(*) • ( 66 ) 

Bj Die Funktionen 

9y9t}9tt 

sind als Funktionen der drei Variablen i, a , von der Klasse C in 
dem Bereick 

T x ^t^T 2 , \cc-cc Q \^d, \P~P 0 \< d - C 67 ) 

C) Fur jedes a, (5 im Bereich 

| tt — c o l <1 d > I P Po l 

liegt der Bogen [T x T 3 ] der Extremalen (64) ganz im Innern des 
Bereiches 61 und es ist 

F^fXt, a, p), g{t, a, ft), ftf, a, p), g t (t, a, pi) + 0 

a,p)>0 

im Bereich. (67). 

D) Bezeichnen wir ferner 

%h — f t 9a - 9 if a) m 2 — ftffp - 9tf/n C 69 ) 
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so 1st die Detenmnante 


a 


ou 9 

*7 t 


0li l ! A 

Jf + 0 


( 70 ) 


im Bereicb (67'). 

Was den Beweis dieser Behauptungen befcrifft, so folgt A) aus 
der Darstellung (61) der Extremalen (£ 0 * Der Beweis von B) und 
C) ergibt sich aus der Anwendung des Satzes von § 24, b) auf 
die Losung (53) des Systems (43) zusammen mit den in § 27, b) be- 
wiesenen Stetigkeitseigenschaften der Funktionen 2£ nnd 3). Endlich 
folgt D ) aus (52 i und (57), wenn man cl so klem wablt, dafi cos a 4 = 0 
fur a — c( Q t cl, was wegen (62) stets moglich ist 

Die Gleicbungen (64) stellen das „allgememe Integral" der 
Euler’scben Ditterentialgleicbung (I) in emer Normalform dar, m- 
sofern sowohl der Kurvenp arameter t als die ,,Integrationskonstanten“ 
a, ft in ganz bestimmter Weise gewahlt worden sind. Um daraus 
das allgemeine Integral in seiner allgemeinsten Form zu 
erbalten, mfifite man seblieBlich noch statt der GroBen t, a, ft drei 
neue GroBen t, 7c, ft einfubren, mittels einer Transformation von 
der Form: 


t = X(t, a, ft), 7c - «(«, ft), ft ~ »(«, ft), (71) 


wobei die Funktionen %, s 2(, 93 den Bedmgungen 


X(t) — cc 0 , ft 0 ) 0 


V =5 


3(«, ») jg 

dice, ft) l' 


ct a 

1^0 ssjs 0 


in VAT s ]a 

(72) 


genugen miissen. Sind iiberdies die Funktionen %, % t , %{, SB im 

Bereicb (67) von der Klasse O', so liaben die Funktionen f, g von 
La, ft, in welehe die Funktionen f\g dureb die Transformation (71) 
iibergeben, die entspreebenden Eigenscbaften wie die Funktionen f 
und g. Aus deni allgemeinen Integral m seiner neuen Form gebt 
die Extremale (£ 0 * bervor, indem man 

a ~ cc Q ~ 21 (ccq, ft 0 ) , /3 = /3 0 == 3B(^o/ fto) 

setzt, und man kann die Transformation (71) stets so einriebten, daB 
dabei die Extremale @ 0 * in emer vorgegebenen Parameter darstellung 
ersebeini 

Indem wir scbliefilich /; g, t, a, ft statt f, g , t, a , ft sckreiben, 
konnen wir das folgende Besultat ausspreeben: 
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Wenn der Extremalenbogen @ 0 gam im Inner n des Bereiches Si 
hegt und der Bedhigung (58) genugt , so la fit er sick vi eine doppelt 
nnendliche Extremalenschar (64) einbetten , uelche die wder A) bis D) 
aufgemhlten Eiqenschaften besitzt . 

d) Die Extremalenschar durch einen gegebenen Punkt: 

Da die Ungleichung (58) entlang der ganzen Extremalen @ 0 * 
erfiillt ist ; so gilt msbesondere im Punkt P 0 die Ungleicliung 

-FiOo, 1/oj ^ os ^0? #o) 4 s ^ 

und daher aucli 

F t (x 0 , y Q , cos a, sm a) + 0 

fur alle hmreicbend kleinen Werte von a — 6 0 ; . 

Daher laBfc sicli nach a) durch den Punkt P 0 naeh jeder von 
der Riclitung # 0 hmreichend wemg abweichenden Richtung eme 
und nur eine Extremale ziehen. Diese Extremalen durcb den Punkt P 0 
bilden dann eme einparametrige Schar, deren analytiscben Ausdruck 
wir sofort mit Hilfe der Punktionen dc, von § 21, b) hinschreiben 
konnen, wenn wir zunaehst wieder annehmen, der Parameter t be- 
deute die Bogenlange Aus der Bedeutung der Punktionen X, S) 
folgt dann 7 daB die Extremalenschar durch den Punkt P 0 gegeben 
ist durch die Grleichungen x ) 

X - 3E (t - t 0 ; x 0 , y 0 , a) = f(t, a, y 0 )\ 

y = DC — #o ; x o> y 0 > a ) = y 0 )r 

wobei der Parameter der Schar, a, den Tangentenwinkel der be- 
treffenden Extremalen im Punkt P 0 bedeutet. Dem Punkt P 0 ent- 
spricht dabei auf alien Extremalen derselbe Wert t = t c . 

Die Grleichungen (73j stellen die Extremalenschar durch den 
Punkt P 0 in einer bestimmten Normalform dar. Um daraus die all- 

gemeinste Darstellung der Schar zu erhalten, hat man statt der 

GroBen t, a neue GroBen t , d einzufuhren ; mittels einer Transforma- 
tion von der Form: 

t = i(t, a), d = a (a) , (71a) 

wobei die Funktionen t, t t , i tt , a von der Klasse G' smd und den 

XJngleichungen 

a o) > 0; *a( a o) 4 s 0 (72 a) 

genugen, wobei a 0 = 6 0 . 


) Die Punktionen f, g sind dabei in der speziellen Bedeutung gebraucht, 
in welcher sie urspriinglich durch die Gleichungen (64) eingefuhrt worden sind 
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Indem wir schlieBlich wieder t, a> a 0 statt t , a, a 0 = &(& 0 ) sehreiben, 
konnen wir den folgenden Satz ausspreehen: 

Dwelt jeden Eunlt P 0 tier Extremals @ 0 * <jeht eine Extremalen - 
schar 

x — (p(t, a) , y = ip(t, a) . (74j 

welche folgende Eigensckaften hat: 

A) Die Extremale ist m der Schar (74) enthalten fiir a = a 0 , 
so daB also 

cp ( t , fl 0 ) = x(t) , ip (t, a 0 ) = y(t ) (7 5) 

B) Die Funktionen 

9>> <Pt> <Ptt\ ^ Qtt 

sind als Funktionen von t nnd a von dei Klasse G in dem Bereich 

\ct~«o\<d; ( 76 ) 

dabei sind T 19 T % zwei beliebige GroBen, welche den Ungleichungen 
(65) geniigen, und d ist eine positive, von der Wahl von T x nnd T 2 
abhangige GroBe 

C) Fiir jedes a im Intervall: a — « 0 |<d liegt der Bogen [T X T^\ 
der Extremalen 1 ) ganz im Innern des Bereiches 9b und es ist 

JFiOtf, a), <*), a )y ^t( f y <$) + °) (77 n 

a) + a) > 0 J 

im Bereich (76). 

D) Bezeichnen wir naeh Kneser nut A )t, ci) die Funktional- 
determmante 

A (t, a) = 1> t q> a , 

und wird dem a irgend em fester Wert im Intervalle a a 0 \ <^d 
beigelegt, so ist die Funktion A (t 9 co) als Funktion von t mcht lden- 
tisch null in [T 1 T 2 ] . 

Der Beweis dieser Behauptungen folgt fur den Fall, daB die 
Schar in der N'ormalform (73) angenommen wird, nnmittelbar aus 
den entsprechenden unter c) bewiesenen Eigenschaften der Funk- 
tionen fy gy aus denen in diesem Fall die Funktionen cp 9 i> einfach 
dadurch hervorgehen, daB man = y 0 > & = a setzt. Insbesondere folgt D) 
aus der Ungleichung (70) , wenn man beachtet, daB A (t } a) aus der 
dort mit a L bezeichneten Funktion erhalten wird, wenn man /3 = y 07 

*) So bezeichnen wir die emero. bestimmten Wert von a entsprechende 
einzelne Bxtremale der Schar (74) 
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a = a setzt. Und diese Eigenschaften bleiben besteheu, wenn man. 
von der Normalform (73) durc-h eme Transformation der angegebenen 
Art zur allgemeinen Form ubergebt 

In Bezielmng auf den Pirakt P 0 gilt dann noch folgendes: 

E) Der Wert von t, welcher auf der Extremalen den Punbt 
P 0 liefert, und den wir f nennen woilen, ist eme Funktion 1 ) von a t 
die wir nnt 

<0 “ Zo(«) (78) 

bezeichnen Diese Funktion ist lm Interval].: \a — a Q \<^cl von der 
Klasse C r und genligt der Anfangsbedingung 

Xo(cIq) = t 0 ( 79 ) 

Wablen vnr daher die beiden GroBen T v T % so, daB: T x <t 0 <T^, 
so folgt aus der Stetigkeit von fa(d), dafi wir d so klem annebmen 
konnen, daB 

T x < Xo( a ) <! T 2 fd r \ci — a 0 \^d 
Aus der Definition der GroBe f folgt ; daB identiscb in a 


(p(t°, a) = x 0 , 4>(t a , «) = «/„; 

(80) 

daraus ergibt sicb durch Differentiation nacb a 



a) a) — 0| 

+ 1 


(81) 

und bieraus, identisch in a, 



A(f°,a) =0. 


(82) 


Wir verabreden nocb folgende permanente abkiirzende Be- 
zeicbnung: 

F(cp{t, a), a ), <p t (t , a), a)) = fF(t, a ). (83) 


Die entsprechende Abkiirzung soil fur die partiellen Ableitungen von. 
F \ sowie fur die Funktionen F t , F% gebraucht werden, so daB wir 
also z. B. scbreiben 

F x ,(q>(t, a), ip(t, a), <p t (t, a), f t (t, a )) = 9 7 x ,(t, a ) 

a), 1>(t, a), <Pt(t> «), a)) = %i(t, «)• ^ & 


b Fur die Normalform ( 73 ) ist t° konstant gleich t 0 ; daraus ergibt sich t* 
mittels der Transformation (71 a). 
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§ 28. Die WeierstraB’scbe Transformation der zweiten Variation 
nnd die zweite notwendige Bedingung. 

Wir nebmen jetzt an, wir hatten eme Extremale 
@ 0 : x = 2(t), y^ij(f), 

gefunden, weldae die beiden gegebenen Puukte F x mid P 2 verbmdet. 
Wir setzen yoraus, sie liege ganz nn Inneren des Bereiches 9k und 
sei yon der Klasse 1 ) O'" 

Dann selilieBen wir, wie m § 4, daB lm Fall eines Mininmms 
die zweite Variation 8 2 J mcht negatiy sein darf. Fur Vanationen 
der Form (17) bat man 


<5*J =f §*Fdt, 


PF-e*{F lta V+ 2F xy l v + V+ 2F X J?+ } 

Die Argumente der partiellen Ableitungen yon F sind dabei: 

% — 2 (f) > y = ?/(*)> x'= 2’(t), y = y(t) 

a) WeierstraB’ Transformation der zweiten Variation: 

Der Ausdruck fiir d s F lafit sicb nun nacb Weierstrass 2 ) auf 
dieselbe emfacbe Form bnngen, wie lm Fall der nicht-parametrischen 
Darstellung: 

Wir driieken zunachst F x , x , : F x , pf , F ytyf nacb (12a) durch F ± 
aus und setzen, wie scbon friiher, 


ferner 


w = y 


L = F xx , ~ yy'F x , N - F yy , - xx"F x , 

M = F xy , 4- xy"F x = F yx , + yx"F x 


die beiden Ausdrucke fiir M smd einander gleicb, weil x und y der 
Differentialgleicbung (I) genugen. Auf diese Weise erbalten wir: 


*) Diese Annahme ist ndtig, da m der unter a) folgenden Tiaiisformation 
die dritten Ableitungen von x und y yorkommen Ygl. dazu p 214 
2 ) Weierstrass, Vorlesungen 1872 
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d-F — s* {-F 1 (^) 3 + 2L\Z + 2 M(ir/+ 9?r) + Slfyij' 

+ rJP„-y'' 1 P 1 )£*+ 2(JF, r + + {F yy -x'*F t ) ,«}. 

Man beaclite jetzt, daB 


2£Sr+ 21f(|,'+ >/!') + 2Nr t ri 

- r, [«’ + 2 ^ <> + *V] - [e g + 21, iS + |f] , 


fiikrt man daber die Abkiirzungen ein: 


-^i F xx - 


y" 2 F x - dL 


M.-F^ + x'y-F^ 
N x -F„- aT* Fi- 


at 7 
dU 
dt 7 
dN 
dt 


( 86 ) 


so gebt der obige Ausdruck fur d 2 F fiber m: 

PF- £ 3 {-P 1 (|t)* + A6*+ 

+ |-[L| 2 +2Jf| 1? + iV^]} - 

Die drei Funktionen L v M v N x baben nun die wicbtige Eigenschaft, 
mit y 2 ? — x y, x 2 proportional zu sein. 

Beweis: Aus der Definition you L, M, N und den Relationen 
(11) folgt: 

Lx + My = F x , Mx + Ny = F y . (87) 

Differentiiert man die erste dieser Relationen nacb t y so kommt: 


d L r | ddSl r . tt ft | ijjf ri 

77 % + “jT" ^ + D# + 


= + Fx V y' + F xx >x" + F xy ,y\ 

Es ist aber 

Lx" + My''~F xx ,x' + F yx ,y\ 
und aus (I) folgt, daB 

Fy* ~ F xy , - F x (xy" - x"y) . * 


Fuhrt man diese Werfce ein, so erMlt man 


L x x + M t y = 0, 


£ o 1 z a , y ariatioasreelmxmg 


15 
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und ebenso 

woraus folgt, daB in der Tat 

L t : -xy:x\ 

Bezeidmen wir nach WeierstraB den Proportionalitatsfaktor mit 
F\, so konnen mr sehreiben: 

Ly = y' 2 F« , My = - x'i/K, , N t - x' 2 F 2 . (88) 

F % ist eine Funktion von t, welche nach den iiber die Funktion 
Fix, y, x, y) und iiber die Extremale @ 0 gemaehten Annabmen 1 ) 
stetig ist in wahrend aus denselben Annahmen folgt, daB 

in \t t i 2 ] von der Klasse C' ist. 

Hiernach nimm t der Ausdruck fiir d 2 F die Form an: 

PF- i 2 {^ (^)*+ F 2 t^+~[U 2 + 2 MU + JTij*]} • (891 

Wenn daher, wie wir gegenwartig voraussetzen ; die Endpunkte fest 
smd ? also £ und r t m t x und f 2 verschwinden, so reduziert sich scblieB- 


b Vgl § 25, b) und den Anfang dieses Paragraphen Es ist dabei 
besonders m beaehten, daB nach den in § 25, a) gegebenen Definitionen 
unsere Annahmen -fiber <£ 0 die Bedingung entbalten, daB a?' 9 + y'* =4= 0 ent- 
lang (£ 0 

Jj\ lafit sicb nocb auf eine andere Form biingen* Pubrt man die Differen- 
tiation Von L, M, Ff ans und macbt dabei von den Homogeneitatseigenschaften 
von F Grebrauch, so erbalt man 


£, — y'{ T > + ' AT > x ' [ T * ~ St x " F ‘ ) ’ 

M, - - «• (t,+ i xk) - v" *" y .) ■ 

und daraus 

r.+ l; 


(8(5 a) 


^90) 


Dabei ist T die durch (23) definierte Funktion der GroBen x , y, x, y\ x'\ y' 
Vgl. IlNPEEHinn, Invariants of the Function F(sc, y, x, y) under point and 
parameter transformation, connected ivith the Calculus of Variations , Dissertation. 
Chicago, 1907. Vgl. aucb den Nachtrag in § S2 7 c) 
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3ieli der Ausdruck fur 6 2 J auf die Form 1 ) 

k 

J- * J> (§f) 2 + f s k 2 ] at. (9i) 

h 

Dieses Integral darf also lm Fall eines Minim urns nicht negativ sein, 
und zwar gilt dies fur alle Funktionen w der Klasse D', welcbe m 
beiden Endpunkten yerscbwinden; denn durcb passende Wabl der 
Funktionen |(tf), rj(t) kann man die Funktion 

lv = y’l — x ' n 

jeder beliebigen Funktion der Klasse D\ welcbe in t x und t 2 
yerscbwindet, gleicb macben. Fur die folgende Diskussion wird 
vorausgesetzt, daB F t und F 2 nicht beide im Interyall [g^] ldentisch 
yerschwinden. 

Die zweite Variation bat jetzt genau dieselbe Form wie in § 9, a) 7 
wobei den dort mit P, Q , B, bezeicbneten GroBen der Reibe nacb 
die GroBen F 2? 0 ; F^ w entsprecben Wir konnen also unmittelbar die 
im zweiten Kapitel erbaltenen Resultate anwenden und erbalten daber 
zunacbst entsprecbend der Legendre’scben Bedingung wie in § 9, b) 
den Satz: 

Dte zweite notwendige Bedingung fiir ein Minimum besteJit darin , dafi 

F^O 

sein mufi enticing der Extremalen @ 0; d. h. 

F t (x{t) t y(t), x($), y{t)) y 0 in \t x tf\. (II) 

b) Invariant© Normalform fur die zweite Variation: 

Wir erwahnen bier nocb eine weitere, prinzipiell wicbtige Re- 
duction der zweiten Variation. Wir addieren zu dem Integral (91) 
das Integral 

k k 

f i Tt (*>*) dt =J (*i w + 1 dt > 

i x t x 

dessen Wert Null ist, da w in beiden Endpunkten verscbwindet, und 
macben dann die Substitution 

*) Dies gilt aueh noch, wenn rf Unstetigkeiten der bier erlaubten Art 
haben, vgl. p. 201, FuJSnote 2 ), da rj und, nach. unseren Annahmen tiber die 
Extremale aucb X, M, N stetig sind in 

15 * 
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= coF 1 “% (92) 

die gestattet ist, weim F t entlang dem ganzen Bogen @ 0 von Null 
verscMeden ist. Alsdann erhalten wir fur d' 2 J den Ausdruek: 


wobei 


d 2 J = 



h 


Kco 2 


dtj 


1 F ' 3 

X= — £jl_ 

A 4 F ^ 


A 1C __ Ak 
2 


(93) 

(94) 


Die Funktion K ist eme ^absolute Invariante der Funktion F 
in bezug auf Punkttransformationen^ 1 ), sie andert sich jedocb bei 
Transformation des Parameters t 

Wenn die Funktion F positiv ist entlang der Extremalen so 
kann man statt t als Parameter das Integral 

* 

t =J F{x, y, x, y')clt 
einfiihren; setzt man dann noch 

so daB also 

v-wF^F*, (92 a) 


so ertalt man folgende mvariante Normalform fur die zweite Variation: 


wobei 




K _ i ri 

0 ~~ F* L4 


Ff 3 
4 F 3 2 


1 Ff' F s 3 F 7 ' 2 

2 F 7 , f; + 4 If 2 


1 F 7 " 

2 F 


(93 a) 
(94 a) 


Die Funktion K { 0 bleibt nunmebr invariant 2 ) sowohl bei jeder Punkt- 
transformation der Vanabeln x , als auch bei jeder Parameter- 
transformation. 


c) Anwendung auf die Geodatischen Linien: 

Bei spiel XVI: (Siehe p 209) 

Es sei 

@ 0 . u = u(t) « = £(*), 


2 ) Ygl. § 45 und Underhill, loc. cit 2 ) Ygl. Underhill, loc. cit. 
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eine die beiden Punkte P 1 {u 1 , v 1 ) und i\j verbmdende Extremale m der 

u , r-Ebene, d. h. also eme der Differentialgleichung (38j genugende Kurve Ihr 
entspricbt dann auf der Flache eme die beiden gegebenen Pxmkte Q 1 und 
verbindende geodatische Lime, die wir mit bezel chnen 
Eine leichte Reehnung ergibt 




E6 — F s 

( YEu^+~2fii'v' + Giv'^y 


t 95 ) 


Nach den uber das Flachenstiick “Sdl gemachten Annahmen wgl (3oj; ist also F 1 
stets positiv und somit die Bedmgung iJL stets erfallt 

Pur die weitere Diskussion der zweiten Vaiiation legen wir zur Verein- 
fachung der Eecbnung ein spezielles krumralmiges Koordmatensystem auf der 
Flache zngrnnde, das wir naeh Boxmit l ) folgendermaBen wahlen: 

Durch einen beliebigen Punkt M der geodatischen Linie Q& 0 ziehen wir 
die zu $ 0 orthogonale geodatische Linie, was nach § 27, a) stets moglich ist, 
da hier die Bedingung (45) fur jedes 6 0 erfullt ist Die positive Richtung auf 
dieser geodatischen Linie wahlen wir so, daB sie zur Lmken der positiven 
Richtung von ($ 0 liegt 

AT sei em beliebiger Punkt dieser orthogonalen geodatischen Linie Wir 
wahlen dann als Koordinaten des Punktes N auf der Flache die mit entspxe- 
chenden Yorzeichen versehenen Bogenlangen 

arc Q x M — u , arc MN = v . 

Bei dieser speziellen Wahl der krummlinigen Koordinaten nimmt der Ausdruck 
fur das Quadrat des Linienelementes die folgende Form an- 

ds 2 = E dn~ -f di> 9 , 

wobei noch iiberdies die Funktion E (u, v) den 
Bedingungen 

E(w, 0) == 1 , E,(*,0)-0 (96) 

genugt. 

Denn da nach den getroftenen Festsetzungen 
die Kurve 

u = konst. , v = t 
eine Extremale ist, so folgt durch Einsetzen in die Differentia] gleichung (38) 

iFG,-6(F,-*G lf )«0. (97 

Da ferner: arc M N = v sein soil, so folgt 



x ) Comptes Rendus, Bd. XL (1850), p 1311 > vgl auch Dxbboux, Theone 
des surfaces, Bd. Ill, pp 92 — 98. 
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e 

yG(uJ,' x dt, 


also, indem man nach v differentiiert, 

Gf-u, v) == 1 

Unter Benutzuug diesei Gleichung reduziert sick (97) auf 


( 98 ) 


F v (it,vj 0. 

Es ist also f(it, Vj von v unabhangig, also gleich 0;; dies ist aber gleiek 
Null, da MN in M zu ($ 0 orthogonal sein sollte Sornit 1 ) folgt 

F(w,t>) = 0. (99) 

Da weiter auck die Kurve @ 0 , d k 

(5 0 : u = t 7 t=0 , 

erne Extremale ist, so erkalt man durck Einsetzen in (38) unter Benutzung der 
bereits gewonnenen Resultate 

E,(«, 0)«0, 

und encllick folgt aus der Bedingung, daB* arc Q t M = u sein soli, 

E(u, 0) = 1 , 

womit unsere Bekauptung bewiesen ist. 

Wir kaben jetzt die GroBe K fur die Funktion 

F = ytu^+v^ 

zu berecknen, und zwar entlang der Extremalen 

. u = t , v — 0 . 

Das Einsetzen dieser speziellen Funktionen fur u und v deuten wir durcb Em- 
klammem an Man findet dann leickt aus (96) und den daraus folgenden 
Gleickungen 

E>, 0) = 0, 0) == 0, E uv (u, 0) _ 0, 

die folgenden Resultate : 

(F) = 1, (F u ) = 0, (F v) = 0, (*i)-l, 

(F uu ,)~0, (F vu ,)~- 0, (*•„,) -0, (*>„,) -0, 

und daraus 

( X) — 0 , (M) = 0, (20-0 

und weiter 

(X T „„) = 0, = 0, C^„) = 4 E„(U, 0) , 

also 


x ) Hierin ist zugleick der GauB’scke Satz uber geodatiscke Parallelkoordi- 
naten entkalten, vgl. § 43, a). 
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(F 2 = \E vv[ u, 0), (100) 

nnd daraus schlieBlich 

& = — \E ce 'ii, 0 ). ( 101 ; 

Der Ausdruck fur K ist aber nichts anderes als das Kriimmungsmafi r ) der 
Flache im Funlt {u , 0) der geodatischen Linie $ 0 . Ana dem Ausdruck (93) 
fur die zweite Variation folgt jetzt der Satz *. . 

Wenn das Krummungsmafi der Flache entlang dem Bo gen Q x der geo - 
dattschen Lime bestandig negativ ist, so isf die zweite Variation der Bogenlange 
posit n 

Auf FLtehen mit durcliweg negativem Knimmungsmafi ist also a fortiori 
die zweite Variation stets positiv b 


§ 29. Die Jacobfselie Bedingung fiir den Fall der Parameter- 

darstellung. 

Wir baben nunmehr die Modifikationen zu betraebten, welebe die 
in §§ 10 bis 14 entwickelte Jacobi’sche Theorie beim tfbergang zur 
Parameterdarstellung erfabrt 

Wir setzen dabei, sowie fur die ganze weitere Diskussion, voraus, 
da8 die Legendre’scbe Bedingung (II) fur unsern Extremalenbogen 
@ 0 erfiillt ist Dariiber binaus macben wir aber noeb die Annalme l * * 4 ), 
daB die Funktion F 1 in keinem Punkt von © 0 versebwindet, so 
daB also 

B\(x(t) } g't; ? x(f), ydj >) > 0 fur ^ t t 2 . (IP) 

Aus dieser scheinbar geringfugigen Verscbarfung unserer Annabme 
ergibt sicb die wiebtige Folgerung, daB wir auf den Extremalen- 
bogen @ 0 die Resultate von § 27 ; c) und d) anwenden dlirfen. 


l ) Vgl. z. B. Knoblauch, Krumme Flnchen, § 24, (2) und § 27, (6). Der 
Satz, daB K gleich dem KrummungsmaB ist, ist von der Wahl des Koordinaten- 
systems auf der Flache unabhangig, vgl. p 228. 

*) Der Beweis mittels der Bonnet’schen Koordinaten ist nicht emwandfrei. 
Es muBte noch gezeigt werden, daB durch jeden Punkt N in einer gewissen 
Umgebung von nur eine zu orthogonal© geodatische Lime gezogen 
werden kann Vgl. die TJbungsaufgabe Nr. 7 am Ende dieses Kapitels 

^ In dieser Form wurde der Satz zuerst von Jacobi (obne Beweis) gegeben, 
Journal fiir Mathematik, Bd. XVII (1837), p 82, und Vorlesungen liber 
Dynamik , p. 47. Bewiesen wurde der Satz zuerst von Bonnet, loc. oit. 

4 ) Der Ausnahmefall, wo F 1 in Punkten des Bogens % verschwindet, bietet 
gioBe Schwierigkeiten und ist, abgesehen von einigen Andeutungen in den Vor- 
lesungen von Hilbert vom Winter 1904/05, noeh so gut wie gar nicht be- 
bandelt worden. 
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Ahnlicb wie beim a>Problem erschemt die JacobFsche Be- 
din gun g auch hier in zwei verschiedenen Formen, von denen die eine 
von Weierstrass, die andere von Kneseb herriihrt 


a) Die WeierstraB’sche Form der Jacobfscben Bedingung: 


Die Jacobi’sche Differentialgleicbung (9) von § 10 nimmt fiir 
das Integral (91) die Form an 


F, 




( 102 ) 


wobei die Funktionen I\, F 2 sieb auf die Extremale (£ 0 * beziehen. 
Die Differentialgleieiiung 1 102) bat in dem offenen Intervall: t 2 * 

keine smgularen Punkte; denn naeb § 27, c) sind die Funktionen 
F%, F l9 F x ' stetig und es ist F t 4 s 0 

Das allgememe Integral der Differentialgleiehung (102) erhalt man 
naeb Weierstrass folgendermaBen: Substituiert man in der Difierential- 
gleiebung 

( 20 .) 

fiir Xj y das allgememe Integral 

J" = f(t, a, ji), y = g(t, a, /3), (64) 

so wird die Differentialgleiehung identiseb befriedigt fiir alle Werte 
von t, cc, (5 im Bereicb (67). Differentiieren wir diese Identitat nach cc T 
so erbalten wir 

KJu d" F r xy g cc + F xx ,f tce + F xy ,g ta 

~ Ji(F x , x f tt + F x , jJ g a + F x1x ,f ta + F x , y ,g ta ) = 0 . 


In dieser Gleichung driieken wir die zweiten partiellen Ableitungen 
von_jP_mit Hdfe der Formeln (12 a), (85), (86) und (88) durch 
L, M, N, F 1; F 2 aus, wobei wir voriibei gehend durch. Uberstreichen 
andeuten, daB die betreffenden Funktionen fur die allgememe Ex- 
tremale (64) zu berechnen sind. Nach einigen einfachen Reduktionen 
erhalt man 



wobei 


= 9tfu - ft9 a 
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Wenden wir dasselbe Verfahren auf die Differentiahdeichuno- 

O *C5 


an ? so erlialten wir 


d t 


F„=- 0 



( 20 2 ; 


Da f t und g t nach. (68) nicht gleiehzeitig yerschwinden konnem 
so folgt 



Em ganz analoges Resultat ergibt sieh, wenn man naek /3 statt nach 
cc diffei entiiert. Gibt man schlieBlich den GroBen a } die speziellen 

Werte a 0? und macbt yon (66) Gebrauch ; so erhalt man die 
WeierstraB’sche Modifikation des Jacobi’schen Theorems (§ 12, b)): 
Die Jaeobi'sche Differential gleich ung 

F * u ~Tt ( F ( 102 > 

hat die beiden partifodaren Integrate 

= g t (t, « 0 , AO fjt, a 0> fl 0 ) - f t (t, « 0 , 0 o )g a (t, « 0J &), 

= 9 t (t, «o> 0 O ) — /$, « 07 cCqj /S 0 ) . 

Dieselben sind nach (70) linear unabhangig, woraus nach § 11, b) 
die spater mehrfach zu benutzende Ungleichnng folgt: 

D(t) = »$) ~ 0*(O«i(O + 0 (104) 

fur <t <U* . 

SchlieBt man jetzfc wie in §§ 12 und 14 weiter und bezeichnet nach 
Weierstrass 

&(t, ff) = fr x (t) ^ (t x ) - ^ (Q d x (0 , (105) 

so erhalt man das Resnltat: 

Die dritte notuendige Bedingung fur ein Extremum lautet: 


®(t, tf) 4= 0 fur t 1 <t<t 2 . (Ill) 

Dies ist die Wei er straff sche Form der Jacobi’schen Bedingung. 

Bezeiehnet man mit t[ die zunaehst auf t x folgende Wurzel der 
Grleichung 


&(t, tf) - 0 


(106) 
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falls eine solche im Interval! (60) existiert, so laBt sieh die Be- 
dingung (III) auch schreiben : 

t x ist der Parameter des zum Punkt P x Ttonjugierten PunTrtes P t . 

Allgemeiner nennen wir emen Punkt von @ 0 * ?7 im weiteren Sum 
zu P x konjugiert* 4 , wenn sem Parameter der Gleichung (106) gentigt. 

Der konjugierte Punkt ist von der Wahl des Parameters t und 
der Integrationskonstanten a , ft unabhangig Denn wendet man auf 
die GrroBen t } cc,fi eine Transformation von der Form (71) an, so 
findet man nacb einer leichten Rechnung zwischen dei* Punktion 
<$(t, t x ) und ihrer transformierten ©(?, ? x ) die Relation 

0(t, t x ) = X(f)X(t x y V@(t, t x ), (107) 

und der Faktor X(t)l(t x )V ist nach (72) von Null verschieden. Das- 
selbe Resultat kann man auch mit Weierstrass aus der geo- 
metrisehen Bedeutung des konjugierten Punktes schlieBen. 

Beisptel XIV: (Siehe p. 206) 

Wir haben hier nach (26'i 

* _ * 

also entlang irgend einer Extremalen (27; 



Die Bedingung (lib fur em Maximum ist also stets erfullt 

Ferner berecknet man aus dem allgemeinen Integral i27): 

0(t 9 tfj = — P 2 sin (t — fj) . 

Also ist 

tf «= t x + vt . 

Der zum Punkt P t lonjugierte Punkt P/ i$t also der ihm auf dem be- 
ireffenden Kreis diametral gegenuberhegende Punkt, Daraus folgt (vgl Fig. 31)* 
Wenn R^>\ j P x P t b so erfullt von den beiden Kreisbogen P t P s P^ und 
P l P 4 P 2 nur derjenige, welcher kleiner ist als ein Halbkreis, also P 1 P 3 P 2 die 
Bedingung (III). 

Wenn P == 4- 1 Pl P 2 1, so ist die Bedingung (III) zwar auch noeh erfdllt, 
aber es fallt jetzt der Punkt P 2 mit dem konjugierten Punkt Pf zusammen. 
Bezspiel XV. Brachistochone 1 ) (siehe p. 207) 

Wir nehmen an, dab die beiden Endpunkte P t und P 2 zwischen den 
beiden Spitzen z = 0 und r = 2 % der Zykloide 


*) Vgl. Lindelof-Moigno , loc. tit., p 231, und Weierstkass, Voilesungen . 
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x — x x + i x — sin t 

, ; • (108) 

y — lh + k *= a 0 (1 — cos r 

liegen , so da£ also die den beiden Punkten I\ und P 2 enfcspreehenden "Werte 
x —x x und x = x 2 der Ungleichung geniigen 

0<r 1 <t 2 <27r 
Fur die Funktion F t erkalt man 


Yy — y i + * (V *' 3 + y'- f 8 yT • v sm 4 1 

a 

F x ist also positiv entlang dem Zykloidenbogen P x P g und die Bedingnng (IT) 
ist erfullt. 

Fur die WeierstraiPscke Funktion <9(r, r x ) findet man nack einfacker 
Rechnung 


0 \X , 


r i) = 1 cc 0 2 sm 


t r . r t 
^ cos — sm - 1 
2 2 2 




-n+atg^} 


Daraus folgt, daB der Parameter x x des za P t konjugierten Punktes P x ent- 
weder em Vielfaches von 2 it sein muB, in welckem Fall P x sicker nickt dem 
Bogen Pj P 2 angekort, oder aker x x muB der transzendenten Gleichung geniigen 

2t g 2=*i — 2tg|- (109) 


Wackst x von 0 bis it, so nimmt die Funktion r — 2 tg -- bestandig ab 

von 0 bis — oo; wackst x weiter von it bis 2 it, so nimmt sie bestandig ab 
von -f oo bis 2 it Darans folgt, daft x = x x die einzige Wurzel der Gleickung 
(109) ist, welcke zwiscken 0 und 2 it liegt. Daker gibt es auf dem Bogen P 1 P g 
Icemen zu P x Jconj ugierten Punkt, also ist auck die Bedingung (IH) erfullt. 1 ) 


b) Die Kneser sclie Tom der Jacobi’seken Bedingnng: 

Man kann nack Kneser 2 ) die Jacobi’scke Bedingnng noeb in 
eine andere Form kringen, bei welcker statt des allgemeinen Integrals 
(64) der Euler’scken Differentialgleickung die Extremalensckar durck 
d.en Pnnkt zugmnde gelegt wird. Aus dieser zweiten Form ergibt 
sick dann auck am naturgemafiesten die geometriscke Bedeutung der 
konjugierten Punkte. 


*) Hierzu nock die Ubungsaufgaben Nr 1 — 6, 10, 12, 16 — 18 am Ende 
dieses Kapitels. 

2 ) Ygl. Kneser, Lehrbuch, § 31; vgl. auck oben die analogen Entwicklungen 
von § 13. 
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Wir betracbten,, fiir spatere Anwendungen gleieh etwas all- 
gemeiner als fiir unsere unmittelbaren Zweeke erforderlicb ware, eine 
beliebige Extremalenscbar 

x = (p{t,a) 7 y = a) , (110) 

welcbe die in § 27 ; dj unter A) bis D) aufgezablten Eigenschaften 
besitzt 

Substituiert man dann in den beiden Differentialgleicbungen (20) 
fiir x } y die Funktionen cp, und differentiiert die so entstandene 
Identitat nach a ? so erbalfc man genau wie nnter a) das fiesultat, 
dafi die Funktionaldeterminante: u — A (t, a) der Schar (110) als Funk- 
tion you t der bomogenen Imearen Differentialgleicbung zweiter 
Ordnung : 

< ln ' 

geniigt, welcbe wegen (75) fur a = a 0 in die Jacobi’scbe Differential- 
gleicbung (102) iibergebt. 

In dem speziellen Fall, wo die Grleicbungen (110) die Extremalen- 
scbar durcb den Funkt J? x darstellen. folgt uberdies aus (79) und 
(82), da in diesem Fall t Q « t v 

&&, a 0 ) = 0, 

und wir erhalten daher das Resultal: 

Die FunJctionaldeterm inante 

u = A (t f a 0 ) 

der Extremalmschar durch den Funkt F 1 geniigt der Jacobi' schen 
D iff ermtia Iglei ch img 

J? >— U F >n)-° Cios> 

und verschu indet fur t — t t . 

Daraus folgt aber, daB die Function A (t, o 0 ) yon der Weier- 
straB’scben Funktion ®(t, tf), welcbe dieselben beiden Eigenscbaften 
besitzt, nur um emen konstanten Faktor verschieden sein kann: 

A [t, a 0 ) = c®(t, tj), (112) 

wo c eine wegen _D) von Null verscbiedene Konstante bedeutet. 

Der zu f konjugierte Wert if kann daber aucb durcb die 
Grleicbung 
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&(t, «o) = 

defmiert werden. 

Wxr bemerken nocb ; daB aus den beiden Gleicbungen 


A(fu cIq) Oj 

nacb. § 11, a) folgt, daB 

o 

II 

'A 

Vr; 

<f 

^113) 


« 0 ) + 

(.114) 


da t x und t x keme singularen Pnnkte der Different]* algleichung (102 j smd. 


c) Greometriscbe Bedeutung der konjugierten Pnnkte 1 ): 

Wir betrachten wieder eine beliebige Extremalenschar 


« = V = ty(t, a , 


a io) 


welch e die in § 27, d) nnter A) bis D) aufgezahlten Eigenschaften besitzt 
Auf der speziellen Extre- 
malen ©J 

= cpit, a 0 ) , y = a 0 i, 

nehmen wir einen Punkt P'f£') an, 
wobei- Pj < f < T 2 sein soli In 

der ISTahe von P' nehmen wir einen Fig 33. 

zweiten Punkt PU) auf (SJ an und 

konstruieren in ihm die bTormale. Die Gleickung derselben ist 



% 




o, 

wenn A", Y die lanfenden Koordinaten, x,y die Koordinaten des Punktes Pund 
x\ yf die Ableitnngen von sc, y nach t bedeuten. 

Wir untersuchen jetzt den Schnitt dieser Normalen mit einer benachbarten 
Extremalen & a der Sebar (110). 

Angenommen, dieNormale scbneide diese Extremale in einem Punkt P(2c, y), 
der auf (5^ dem Parameterwert t = t entspricht: dann baben wir zur Bestim- 
mung von t die G-leichung 

[9(*i «) — ?(*, <*»)] 9<(*i °o) + l>(*» — f [ti “o'* = 0 ( 116 ) 

Dieselbe wird erfullt fur t = t\ t — t\ a = a 0 nnd da nacb (77) 

i a o) " 1 “ ■> a o) 


*) In der Hauptsache nacb Weierstrass, Vorlesungen 1879; vgl. aucbKxESER, 
Lebrbuch, p 90 
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so sind die Bedingungen fur die Anwendbarkeit des Satzes Tiber lmplizite Funk- 
tionen {§ 22, e)) erfullt; wir konnen daber die Gleicbung (115) nach t auflosen 
und erbalten eine und nur eine Losung: 


t — a \ , 

welcbe in der Umgebung der Stelle i = t\ a = a 0 von der Klasse C i»t und 
der Anfangsbedingung 

Z't'iOo) = 

gemigt 

Aus der speziellen Form der Glei chung (115) und der Eindeutigkeit der 
L5sung folgt, dafi allgemein 

%(t, = * 


fur jedes t in binreicbender Nabe von tf. 

Wenden wn jetzt auf die Differenz 

%d. a) — %(t, a 0 ) 

den Taylor’scben Satz mit Eestglied an und brecben mit den Gliedem zweiter 
Ordnung 1 ) ab, so erbalten wir naeb einfacber Reebnung: 

t « t _j_ (— 9* + (a — a A ) r) (a — a 0 ) 

\ <Pt~+Vt f 

Dabei sind die Argumente von cp t usw • und r isfc eine Funbtion von t und 

a, deren absoluter Wert m emer gewissen Umgebung der Stelle (if, a Q ) unter- 
halb einer endlicben Grenze bleibt __ ___ 

Wir berecbnen jetzt weiter den Abstand PJP I der beiden Punkten JP und JP. 
Entwickelt man die Differenzen 

x — = (p<f,a) — <pit , a 0 ), y — y = p(t,«) ~~ 

mittels des Taylor’scben Satzes mit Restglied nacb Potenzen von t — t , a — a Q 
und brieht wiedex mit den Gliedern zweiter Ordnung ab, so kommt, wenn man 
for die Differenz t — t den gefnndenen Wert einsetzt: 


(A + (a — a 0 )V)'ip t ((i — oQ 

(A -f (g — a 0 ) V) cp t (a — a Q ) 

9b 2 + % 3 


(116) 


Dabei sind die Argumente in <p t , und der Funktionaldetermmante A wieder 
t und a 0 , und V ist eine Funktion von t und a , welch e in einer gewissen Um- 


*) Hierzu ist allerdings notig, daB % aa m der Umgebung von (f, a 0 ) exi- 
stiert und stetig ist; dies findet statt, wenn wir die Annabme macben, daB auBer 
den unter B) erwabnten Ableitungen auch cp aa und nft aa ina Bereicb (76) exi- 
stieren und stetig sind Dies ist sicber der Fall, wenn wir die Funktion F von 
der Klasse C ^ statt von der Klasse G'" yoraussetzen., vgl § 24, a) Zusatz I. 
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gebung (6) der Stelle t = t\ a — a Q dem absoluten Betrage nacb outer einer 
iesten Greuze G bleibt 

Aus ill6'i ergibt sicb fur den Ahstand PP de> A .usdruck: 
jpp = ; (A U, a 0 . + (a — a 0 )V{t, cif K a — a 0 ) 

I V<Pt a,t ’ n o 

Femer folgt aus (116; 

x (y — y) — y' (» — #) = (A t , a u > + («■ — « 0 > rt) ) 5 a ~~ a o j ? 

woraus sicb scbbeBen laBt, daB der Ausdruek 

A <t, a) — At, (a — a 0 )V(t , a) 

als Funktion von t und a in der Umgebung (6) der Stelle (t\ a Q ) stetig ist. 

Soli nun die Extremale die Extremale (£<,* im Punkt JP(t) schneiden, so 
mu£ PP j = 0 &ein, also muB, da «=j= ff o vorausgesetzt ist, 

A (t, a) = 0 

sein Daraus scbliefien wir 
1. Wenn 

A ! t' 9 %) =4= 0 i 

so konnen wir wegen der Stetigkeit von A (ft, aj nacb A III 2 eine positive GroBe 
y 6 angeben, derait, daB 

A (£, a) =4= 0 

fur __ __ 

t—t'\<^y, \ a — a„[ <y, 

d. b aber*. Wenn 

A (t , « 0 ) ^ > 

so sehneidet Tceine Extremale der Schar (110), fur welche : i < y die Ex- 

tremal e @ 0 * in dem Interval! [t' — y, t' y]. 

2 Wenn dagegen 

A(t\a 0 ) = 0, 

so ist, wie oben unter b) gezeigt worden ist, 

A t (t\ a 0 ) =j= 0 ; 

also wecbselt A (£, a 0 ) sein Zeicben, wenn t durch den Wert t' bindurchgeht. 
Wir konnen daber eine positive GroBe r<[d so klein wahlen, daB 
A (if — t, a 0 ) und A(£' + r, a 0 ) 

entgegenges etztes Zeicben b&ben, Und nunmebr konnen wir eine zweite positive 
GrSBe % angeben, derart, daB aucb 

A (£' — r, a) und A (£'+ a ) 
entgegengesetztes Zeicben baben, wofern 

j a — « 0 ' <1 * • 
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Da die Funktion A (i, a) als Funktion von t im Intervall \f — r, {- t] stetig 
ist, so muB sie daher mindestens in einem Punkt zwischen f — % und t' r 
verschwinden, d h also: 

Wenn 

A (f, ci 0 ) = 0 , 

so schneidet jede Extremale der Schm (110), fur ivelche \ a — u Q j y, die Ex- 
tremals (£ 0 * wenigstens einmal zicischen t' — r mwZ f-j-r 

Da wir t beliebig klein annehmen konnen, so folgt weiter 
Der 1 ) Schnittpunfxt der beiden Extremalen nahert sich dem Punkt P'(t') als 
Grenzlage, wenn a gegen a () lonvergiert 

Aus der Theorie der Enveloppen 2 ) folgt dann, daB der Punkt P / zugleich 
auf der Enveloppe der Extremalenschar (110) liegt, und zwar beruhrt im all- 
gemeinen die Enveloppe in P' die Extremale @ 0 * 

Indem man diese Resultate insbesondere auf die Extremalenschar dureh 
den Punkt P x anwendet, erhalt man auck fur den Fall der Parameterdarstellung 
das Resulfcat, dab der zu P x konjugierte Punkt P x ' derjenige Punkt ist, in 
welchem die Extremale @ 0 * zum er^tenmal (von P t an gerechnet) die Enveloppe 
der Extremalenschar durch den Punkt P x beruhrt. 

Beispiel XIV (Siehe pp. 206, 234): 

Die Extremalenschar durch den Punkt P x besteht hier aus der Gesamtheit 
der im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers durchlaufenen Kreise vom Radius B 
durch den Punkt P t Die Enveloppe dieser Kreisschar ist ein Kreis um den 
Punkt P t nut dem Radius 2 B Jeder Kreis der Schar beruhrt die En- 
veloppe in dem dem Punkt P t diametral gegeniiberliegenden Punkt, wornit wir 
zu demselben Resultat gelangt sind, wie auf p. 234 

Bei spiel XVI: Geodattsche Limen , (Siehe pp 209, 228). 

Aus der vorausgesetzten eln-emdeutigen Beziehung zwischen demBereieh db 
in der u , t-Ebene und dessen Bild 9R. auf der Flache folgt: Wenn zwei Kurven 
in der u, w~Ebene sich m einem Punkt P schneiden, so schneiden sich 
auch ihre Bilder S x , S 3 auf der Flache in einem Punkt Q , dem Bildpunkt von P, 
und umgekehrt Femer folgt aus denFormeln 3 ) fur den Winkel, unter welchem 
sich zwei Kurven auf der Flache schneiden. Wenn sich die beiden Kurven 
im Punkt P beruhren und zwar so, dab ihie positiven Tangentenrichtungen zu- 
sammenfallen, so bertihren sich auch die Bildkurven im Punkt und 

zwar ebenfalls mit zusammenfallenden positiven Tangenten und umgekehrt Hier- 
aus folgt, daB sich die Satze uber die geometrische Bedeutung der konjugierten 
Punkte unmittelbar von den Extremalen m der u, ^-Ebene auf die geodatischen 
Linien selbst ubertragen. 


*) Es laBt sich zeigen, daB die Anzahl der Schnittpunkte zwischen 
t — t und t' t endlich sem muB; man wahle den zunachst bei P 1 ge- 
legenen. 

~) Vgl Encydopadie , HID, p. 47, FuBnote 117. 

s ) Vgl z. B Knoblauch, Krumme Flachen , § 4, Gleichung (6) und (8). 
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Da die Jacobi seke Bedingung Tfl eine notwendige Bedingung fur ein 
permanentes Zeichen der zweiten Variation ist <vgl § 14), so folgt aus dem in 
§ 28, cj gegebenen Satz • 

We/m das Krumnuingsmaf der Flache entlang der betrachteten geodatischen 
Lime Q x Q 2 bestandig negativ ist , ** o kann der zu Q t konjugierte Punkt nicht 
zwischen Q 1 und Q a ke'jen v \ 


§ 30. Die WeierstraB’sehe Bedingung und die 8-Funktion, 

Zur Herleitung der Weierstrafi* sclien Bedingung*) wenden wir hier 
die urspriinglicli von Weieestrass selbst benutzte Methode an, die 
wesentiich elemenfcarer ist als diejemge, welche wir beirn ^-Problem 
benutzt haben, da sie weder den Begriff des Feldes noch den 
WeierstraB’sciien Fundamentalsatz yoraussetzt. 

a) Der WeierstraB’sche Beweis der vierten notweudigen Be- 
dingung: 

Auf unserm Extremalenbogen 

®o : x = x(t), y = y(t), 

wablen wir emeu beliebigen Punfet P s (t 3 ) und zieben dnrcb denselben 
eine wiUkurliebe Kurve der Klasse C': 

(£: x = x(t), y — y(x ) ; 

auf der Kurve E moge der Wert x = r 3 den Punkt P 3 liefern. Es 
sei P 4 derjemge Punkt von S, welcKer dem Wert x = r 3 — a ent- 
spricht, wobei a eine kleine positive GrroBe bedeutet; seine Koordi- 
naten seien 

^4 “ % + 9 y±=Vz + &V2 • 

Nun ziehen wir eine den Bedingungen einer „Normalvariation“ d ) 
geniigende Kurve 

S: x = x(t) = x(t) + t(t,e), y = y(t ) = y(t) + nj(t, s) 

vom Puukt P 1 nach. wobei der Parameter t so gewahlt sein moge, 

*) Weitere interes^ante Satze uber konjugierte Punkfce auf geod'atischen 
Linien findet man bei Bkaunmuhl, Mathematische Annalen, Bd. XIV (1879) 
p. 557, y. Mangoldt, Journal fur Mathematik, Bd. XCI(1881) p. 28; Dakbqux, 
Theorte des surfaces , Bd. Ill, Livre VI, Chap. V. 

Vgl. femer die Ubungsaufgaben Nr. 1 — 6 am Ende dieses Xapitels 
2 ) Vgl. § 18. 8 ) Vgl § 8, a). 

Bolza, V ariationsreclumjag 
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daB den Punkten P l7 P 4 die Werte i~t 17 t ~ t 8 
daB also 

Wi, £ ) = 0, r,(t 1} s) = 0, 1 

%(f 3 > £ ) = Aa; s> r i(t s , fi) = A J/ S J 


entsprecken, so 
(118) 


Eine solche Kurve konnen wir z B. auf folgende Weise herstellen: 
Es seien w und ^ zwei Funktionen von t yon der Klasse O' in 
welehe fur t = vers ck win den und fur t = t z gleiek 1 werden. Dann 
geniigen die Funktionen 



%(f 7 e) = uAx 3 — — s) — 

r i (t,e)=*vky i = v (t) [?/ (r s — a) — y (r 8 )] 

alien Bedingungen. 

Jetzt variieren wir den Extremalen- 
bogen @ 0? indem wir das Stuck P 4 P a 
yon @ 0 durcb die gebrocbene Kurye 
P 1 P 4 P 3 ersetzen, wakrend wir das Stuck 
P 3 P 2 ungeandert lassen. Dann ist 


AP =* P 14 + J, 


43 


Pi 


13 > 


wobei die Integrale P ; P, P respektiye entlang den Kurven @ 0> © ? © 
zu nekmen sind. 

Fiir die Berecknung der Differ enz J u — P 13 konnen wir yon der 
Formel (79) von § 8 fiir die Variation eines Extremalenbogens Gre- 
brauch macken. Dieselbe ergibt in unserm Fall: 

c ^i 4 ^13 = + F y ,dy] + s(b), 

wobei (a) eine mit a unendlick klein werdende Funktion yon a be- 
deutet und 

Sx = al e (t, 0), $y = £rj t (t, 0). 


Nun folgt aber aus (118) 


<Ja:; x =0, 

<^| 3 = — £ ^'( T s); $y 3= — £ y'(. T s); 

wir erkalten also 


^ 1 * - ^is — - * { y-i, &') V + F A x s, y 3 , %3, y s ') % + («)}, 

wobei zur Abkilrzung 
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gesetzt isfc. 

Andererseits ist 


^'(r 3 )= 2 3 ; 


yXkj-y s, 

y (t s)^y 3 ' 


^43 =J F{x{t), y( t), x T), y'{x,)dt, 

*3 — * 

was wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes wegen der Stetigkeit 
der Funktion F{x{ t), y.-r), S'fo, £'(*)) scbreiben konnen 

f ^43 £ [F(x s , y s? % 3 , ?/ 3 / ) + ( £ )] * 

Beacbten wir noeb ? daB 

1 , ^ = 
so kommt 


Ac/ € { F(x 3) y 3y x 3 5 


^3 ) -^ar'^s? Vsi iVz) ^3 F yt [X g y X 3 y y 3 ) j/ 3 


+ 00 } * 

Da s eine positive GrroBe sein sollte, so folgt hieraus dureb Ver- 
kleinerung von f, daB im Fall eines Minimums 


F(x s , y 3 , x 3 \ y 3 ')-F x ,(x 3 ,y 3 ,x 3 ', y 3 ) x./ - F y ,(x s , y 3 , x 3 , y 3 ) y 3 5 0 (119) 

sein mnfS, und zwar fur jede durch den Pnnkt P s gehende Kurve © 
und weiterhin fur jede Wahl des Punktes P 3 auf dem Bogen ® 

Wir fuhren jetzt die WeierstraB’sehe 8-Funktion 1 ) ein durch 
folgende Definition : 


£(*, y\ y\ F, y r ) = 1 

F{x, y, x', y ') - [x’F^x, y, x’, y) + y, x, /)])’ (120) 

oder, da nach (10) 

F(x, y, x', y') - y, x', y) + y, x', y), 

8(x,y, x, y'- x', y) = 

5' [P^Oe, i/, 5', i/') - P*,^, y, x, yj\ , . (120a) 

+ y i F y{ x , y, x', y) — F y ,(x, y, x, y')~\ 

Aus den Belationen (9) und (13) ergibt sich die folgende Homo- 
geneitatseigenscbaft der 8-Funktion: 

8(x, y, kaf, Icy'- Tex, icy') — k%(x, y, x', y'-, x , y’), (121) 

wenn die beiden GroBen Jc und 1c positiv sind. 


h Ffir die Vergleicbung mit Kuesek beachte man, daB Khesek — § statt 
des W eierstrafi’schen -j- § schreibt, vgl Lehrhuch, p. 75. 
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Setzen wir daher 

txf 

P = = COS 0 , 

Vx'*+y'*' 

P = -~JL= = cos d , 

“m /ST'lPl r. / 9 . ' 


SO 1st 


2 

2 


2 / 


V*' 8 + y ’ 2 

. vL 

v^+lr 


■■ sin d j 
sm 6 , 


.( 122 ) 


S(+ IT, y) = Vx 2 -\-y'^%(x, y,p,q-,p,q), (12B) 


wodurch das zweite und dritte Arguraentenpaar auf Richtungskosinus 
reduziert werden. 

Wir kormen daber das oben gewonnene Resultat (119) so for- 
mnlieren ; 

Die vierte notwendige Bedingung fur ein (starkes) Minimum des 
Integrals J besteht darin , daft 

&( x >riP,r,p,q)% o (IY) 

fur jeden Punkt (x, y) des Extremalenbogens (£ 0 , wenn p, q die Rich- 
tungskosinus der positiven Tangente an @ 0 vrn Funkt (x, y) und p, q 
die Richtungskosinus irgend einer Richtung beseichnen. 

Wir werden diese Bedingung die We ierstrafi’sche Bedingung nennen. 


b) Zusammenhang zwiscben der g-Funktion und der Funktion P\\ 
Werden die Winkel 6 und 6 durch (122) defmiert, so haben wir 
nach (120 a): 

S(x,r, p, q- p,q) 

— cos e [FJx, y, cos 6, sin 0) — F x ,(x, y, cos 0, sin 0)] 

+ sin 9[F y ,{x, y, cos 6, sin 9) — F y ,(x, y, cos 9, sin Of] . 

Nun ist aber 


FJx, y, cos 9, sm 6) — F^ix, y, cos 9, sin 9) 



F^x, y, cos (0 + t), sm ( 9 + 1 )) dr, 


wobei: <o = 2 — 9- und eine analoge Formel gilt fur F y , . 

Fiihren wir die Differentiation nacb x aus und machen alsdann 
von den Formeln (12a) Gebraueb, so erhalten wir: 

&( x >y,p,r-,p,q) , 

r I. (124) 

“ J F t (x, y, cos (0 + t), sin {9 + r)) sin (<a — x)dx\ 

0 } 
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Die beiden Winkel 8 und 6 sind nur bis auf additive Vielfacbe von 
2 7C bestmmit ; man kann die letzteren stets so wablen, daB 


— zc co <[ zt . 


Da alsdann sin (a — t) zwiseben den Integrationsgrenzen sem Zeicben 
nieht wecbselt, so konnen wir den ersten Mittelwertsatz anwenden 
imd erhalten die folgende Relation *) zicischen cler 8 -Funktion und der 
Funktion F l : 


8(z, y; cos 8 , sin 6; cos 8, sin 8) 

= (1 — cos (6 — $;) F x (x, y, cos 0* 7 sin 6 *), (125) 

wo 8* einen Mittelwert zwiseben 8 und 8 bedeutet. 

Aus diesem Satz ergeben sicb eine Anzabi wich tiger Folgerungen: 

1. Lassen wir 8 gegen 8 konvergieren, so kommt 


L yx jp, g: p, q } 

Q = 6 1 — COS (6 — Q) 


= F x(z,y,p> a) 


(126) 


Darans folgt, daB die Bedingung (II) eine Folge der Bedingung (IV) ist. 

2. Die Bedingung (IV) ist ibrerseits m der starkeren Bedingung: 

F ± (x , y : cos y , sin y) 0 (II a) 

fur jeden Punkfc (x, y) von @ 0 nnd fiir jeden Wert des Winkels y 7 
entbalten. 

3. Die 8- Funktion verscbwindet stets , wenn 9 = 8 („ordentliclies 
Verscbwinden^ nacb Kneser), nnd es ist dann stets aneb 

dfc a -a q 

de ~ 


Fiir einen Wert 0=4=0 kann die 8 -Funktion nur dann verschwmden 
(„auBerordentliches Versebwinden“) ; wenn F t (x, y, cos y 7 sin y) fur 
einen Wert y = 8* zwiseben 8 nnd 9 verscbwindet 

4. Wenn in einem Pnnkt (x, y) die beiden Funktionen F(x, y 7 
cos y ? sin y) nnd F x (x, y, cos y , sin y) fiir alle Werte von y von Null 
versebieden smd, so miissen beide in diesem Punkt fiir alle Werte 
von y dasselbe Zeicben baben.. 2 ) 

Dies folgt aus (125 ) 7 wenn man fiir die 8-Funktion ibren Aus- 
druck (120) emsetzt und dem 8 einen der beiden speziellen Werte 
gibt, fiir welcbe 

F x ,(x , y 7 cos 6 f sin 6) cos 6 + F yf (x, y , cos 8 7 sin 8) sin 6 = 0. 


*} Satz und Beweis nack Weikrstrass , Vorlesungen (1882). Ygl. aueh die 
analoge Formel beim Problem, § 18, Gleichung (28). 

*) Yon Kjteser auf anderem YTeg bewiesen, vgl Lehrbueh , p 53 
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Bei spiel 1 » XVII: Das Integral 


fyy[_ 

«'* z 


dt 

+ y"- 


zu einem Extremum zu maehen. 

Man findet fur die 8-Funktion den Wert 


y- p , a; p , <b = 


yjpi — vW Up * — a*; g + 
ip s + a s ) s (p* + a 2 ) 


= y sin 2 (0 — d) sin (2 0 + 6) , 


Abgesehen von dem Ausnahmefali, wo die beiden Endpunkte auf der #-Achse 
liegen, kann man die 8-Funktion durch passende Wahl von 6 sowohl negativ 
als positiv maehen; es kann also kein (starkes) Extremum stattfinden In dem 
erwahnten Ausnahmefali ist (S 0 das Stuck der #-Achse zwischen den beiden 
gegebenen Punkten, und 8^0 entlang C£ 0 fiir jede Richtung d 

Allgemeiner gilt der Satz 2 ), da£ ein (starkes) Extremum — im allgemeinen — 
nicht emtreten kann, wenn die Homogeneitatsbedmgung (9) meht nur fur positive, 
sondern auch fur negative Werte von k erfullt ist, was z. B. allemal eintritt, wenn 
F eine rationale Funktion von x\ y ist. 

Denn in diesem Falle gilt (121) auch fur negative Werte von k, so da£ 

%(x, y; cos 6, sin 0; cos (6 -f- au), sin (6 -f &)) = — &(x, y ; cos 9 , sin 0; cos d, sin 6) 
Die Bedingung iIYf kann also nur in der Weise erfullt sein, dafi 

&(x, 2/; jp, q; p, q) ~ 0 
entlang (£ 0 far jede Richtung 0 Es mufi also auch 

S = 0, 

do aa 2 


sein. Nun findet man aber durch direkte Ausfuhrung der Differentiation an dem 
Ausdrack (124) die Relation 

d s % 

+ 8 = F x (a;, y, cos 0, sin 9) . (127) 

39 

Es mufite also auch 

F t (x, y , cos 0, sin 6) = 0 

sein entlang (£ 0 fur jedes 0 . Dies ist aber nur fiir ganz spezielle Ftmktionen F 
und auch dann nur fur singulare Losungen der Differentiaigleichung (I) moglich 


*) Auf dieses Integral fuhrt Newton’s Problem des RotationskcJrpers von 
geringstem Widerstand, vgl. unten § 54, sowie Pascal, Vanationsreehnung , p. Ill; 
Knesek, Lehrbueh , §§ 11, 18, 26; der obige Ausdruck fur 8 rtihrt von Weierstrass 
her, Vorlesungen (188*2). 

*) WnrERSTRAss, Vorlesungen (1879). Fiir das x -Problem gilt der Satz nicht; 
denn von den beiden Richtungen 0 und 9 -\- at liefert dann immer nur eine eine 
zulassige Variation P X P 4 P S , da ja jetzt £'> 0 sein muB; vgl. § 25, e) 
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c) Die Indikatrix; 

Die Diskussion des Yorzeichens der Funktionen F 1 und g laBt sich nach 
Caratheodoey *) mit Hilfe der ^Indikatrix 44 sekr ansckauliek macken. Die Indi- 
katrix fur emen Punkt x = x 0 , y = y 0 des Bereickes 5t ist diejenige Kurve, 
welche in Polarkoordinaten q, 6 durck die Gleichung 


1 

cosd, sind? 


(128) 


definiert wird Dabei wird (yvie auch sonst in der analytiscken Geometrie), fest- 
gesetzt, daB fiir negative TYerte von q der Radius Yektor | g vom Pol des 
Koordinatensystems aus in der der Ricktung 6 entgegengesetzten Ricktung zu 
konstruieren ist. Der Pol des Koordinatensy stems keikt der >} Grundpunkif { der 
Indikatris; wir bezeichnen ihn mit G. 

In reehtwmkligen Koordinaten rj wird die Indikatrix niit 6 als Parameter 
dargestellt durch die Gleichungen 

£ COS 6 Sin 6 /inn ' 

~ 2/oi cos0,"sin0) ’ r,== Fjx^, y a , cos0, sin0) ’ ^ 128a) 

aus welcken durck Differentiation 
nack 6 folgt 

r = r,' = %£.(rt 8b) 

Mit Hilfe von bekannten Satzen 
der analytiscken Geometrie beweist 
man dann leickt die folgenden T 
Resultate* 

1. Es seien Q and Q die 
den beiden Parameterwerten 6 und 
6 entspreckenden Punkte der Indica- 
trix Man zieke den Radius 
Yektor GQ und konstruiere im 
Punkt Q die Tangente QT an 35 

die Indikatrix (sieke Fig 35). 

Ziekt man dann durck den Punkt Q eine Par allele zu GQ und ist JR der Scknitt- 
punkt derselben mit der Tangente QT so ist 2 ) 

QB _ &(# 0 , y 0 ; cosfl, sinfl; cosfl, sin 0) 

Q-Q F(x 0 , y & , cos 6 , sin 6) 


/ 



v ) G Caratheodoey, Uber die disTcontinuierlichen Losungen in der Variations- 
rechnung , Dissertation (Gottingen 1904), p. 69 und Matkematiscke Annalen, 
Bd. LXE (1906), p 456. Caratheodoey besckrankt sick auf den „positiv de- 
finiten 44 Fall. Die Kurve ist zuerst von G. Hamel m seiner Dissertation: Tiber die 
Geometrieen , m denen die Geraden die Kiirzesten sind (Gottingen 1901), p. 52, 
betracktet worden. 

2 ) Nack brieflicker Mitteilung von Herrn Caratheodory 
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mit der Yerabredung uber das Yorzeichen, daB cler Quotient QB/ GQ po&itiv 
Oder negatiy zu nekmen ist, je nachdem die beiden Yektoren QR und GQ gleieh 
oder entgegengesetzt gerichtet sind 
Daher gilt die Regel: Wenn 

y Q , cos 0, sm fl)> 0, 

so ist 

8 (a? 0 , y Q ; cos 0 , sin 6 ; cos § , sin 0/ > 0 ode i <C 0 , 

je nachdem der Punkt Q (§) der Indikatrix auf derselben Oder der entgegengesetzten 
tieite der Tangente an die Indikatrix im Punkt Q(Q) liegt, itie der Grund- 
punkt G. 

Ist dagegen JF(x 0 ,y o , cos 0, sin6)<0, so sind in der Ungleichung for 
die g-Funktion die Zeicken > nnd < zn yertauscken. 

2. Aus der leichfc zu beweisenden Formel 


in welcher die Akzente Differentiation nach 6 andeuten, schlieBt man weiter: 
Wenn 

F(iC 0 , 2/ 0 , cos0, sin 0) > 0 , 

so tst 

F 1 (x 0 , y 0 , cos 6 , sin 0) > 0 oder < 0 , 


jenachdem die Indikatrix im Punkt Q (&) ihre konJcave Oder konvexe Seite derm 
Grundpimkt G zukehrt 
Ist dagegen 

F(x 0 , y 0 , cos 6, sin 0)<O ; 


so sind m der Ungleichung fur F t die Zeichen > nnd < zn vertauschen 

Hiernach lassen sick die unter b) aus der Relation (125) gezogenen Folge- 
rungen nnmittelbar an der Indikatrix ablesen; ebenso der ebendort bewiesene 
Satz yon WeierstraB. Weitere Anwendungen der Indikatrix folgen m §§ 36, a) 
und 48, c) 

Beispiel XVI' Geodatische Ltmen (Siehe pp. 209, 228, 240) Hier lautet 
die Gleichung der Indikatrix in rechtwinkligen Koordinaten 


E| 2 +2Fi7? + G^ 2 =l. 

Wegen (35) ist die Indikatrix also eine Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem 
Gmndpunkt G zusammenfallt. Hierans schliefit man sofort. daB F t > 0 fiir 
jedes 6. 

Beispiel XVII. (Sieke p. 246) 


Die Gleichung der Indikatrix in Polarkoordinaten lantet 




1 

y sin 8 6 


Hier ist: 


*(* + *)•=-*(*>■ 
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§ 31. Das Feld and das Feldintegral. 

Daxans folgt, daB die Indikatrix aus zwei zus ammenfallenden Zweigen besteht, 
von denen dei eine den Werten von d von 0 bis tc q 0 , der andere denen 
von 7t bis 2tz(q<0) entspricht 
Den Werten 


+ + — 

— S’ — 3 

entsprechen Wendepunkte der Indikatxix. 
In diesen Pnnkten wechselt die Funktion 

F 1 (x,y, cos 0, s m$j 

= 2 y sin 6 (3 — 4 sin 3 6\ 

lhx Yorzeichen Das Yorzeichen von F t 
ist in den vexschiedenen Sektoren \on 
Fig. 36 eingetragen. 

Ans dem Zusammenfallen der beiden 
Zweige folgt sotort geometrisch, daB die 
beiden Funktionen 



$(x, y; eos0, sin 0; cos 0, sin 0) und %(x,y, cos 0, sin 0: cos (0 + sin (0 + *&))> 
stets entgegengesetztes Yorzeichen haben *) 


§ 31. Das Feld und das Feldintegral. 

Indem wir uns jetzt zur Aufstellung hinreichender Bedingungen 
wenden 7 haben wir zunachst wieder den Begriff eines Feldes 1 2 ) von 
Extremalen einzufiihren. 

a) Der Satz von der Existenz eines Feldes. 

Die Grleichungen 

x — cp(t,a), y=^^(t y a) (130) 

mogen eine beliebige Scbar von Extremalen darstellen 7 welcbe unsem 
speziellen Extremalenbogen © 0 enthalt (fur a = a Q ), und welcbe die in 
§ 21, d) nnter A), B) und C) aufgezablten Eigen scbaften besitzt 


1 ) Hiezn die Ubungsaufgdbe Nr. 8 am Ende dieses Kapitels. 

2 ) 'Vg’b die analogen Entwicklnngen fur das x- Problem in § 16. Die dort 

gegebene Definition des Feldes ist nnr darin zu modifizieren, daB jetzt die das 
Feld bildenden Extremalenbogen in Parameterdarstellnng gegeben sind, und 
ausdriicklich vorausgesetzt wird, daB dieselben keine mehrfachen Punkte be- 
sitzen. 
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Wir setzen uberdies roraus ; daB der Bogen (£ 0 Tceine mehrfaehen 
FimMe 1 ) besitzt und daB die Fimldionaldeterminante 


A (t, a) = 


d(<p,y) 
c(t, a) 


entlang dem Bogen 6 0 von Null rerschieden ist, d h also 

A it, a 0 ) 4= 0 fiir (131) 


Alsdann lassen sick naeh § 22, d) und § 21, b) zwei positive 
GroBen h, 1c 



Fig .$7 Fig as. 


}i <i ± ~ T ly h<Ts-ts, k<d, (132) 

so klein wablen ? 2 ) daB die Gleichungen (130) eine em-emdeutige Be- 
ziehung zwiscben dem Rechteck 3 ) 


*) Man kann diese Bediagung fallen lassen, wenn man mehrbrattrige Felder 
nach Art einer Riemann’schen Flacbe einfukrt. Der Beweis ergibt sick leicbt 
ans dem folgenden Hilf ssatz : Jede Kurve der Klasse O' 

# = y = y(t), * a < t <; 

lafit sich m eine endliche Anzahl von Bogen ohne mehrfache PunJcte zerlegen 
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes and der Stetigkeitssatze zeigt man namlicb, 
daB man stets eine positive Grofie l bestimmen kann, so daB 

(xif) — x{t")Y 4 - (ytf) y{t")Y = 4 = 0 

fur je zwei Werte t\ t" des Interralls \t t t 2 ], fiir welche \t' — t" J L 

s ) Wegen der Definition der Grofien T t , T 2l siebe § 27, d) unter B). 

$ ) Fur manche Anwendungen ist es notig, das Rechteck etwas allgemeiner 
in der Form 

t x — \ ^ h + K , a 0 — \ < a <; a 0 -j- k 2 


anzunehmen 
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6L ; t x — h<tt^t 2 -th, | a — a 0 ^1; 

in der t, a-Ebene und dessen Bild A in der x, y-Ebene definieren, 
und daB gleichzeitig 

A(t, aj == 0 (133 J 

im gaiizen Bereich 00. 

Wir nennen dann wieder den Bereich of ein den Bogen 6 0 unujebendes 
Feld, gebildet von den Extremalen der Sc-har (130). Each § 22, cj 
und d ) liegfc der Bogen G 0 ganz im Innern von A, so daB also der 
Bereich A im Sinn von § 25, d) erne „Umgebung“ des Bogens 
bildet. 1 ) 

Ferner sind im Bereich 01 die Ungleic-hungen (77) erfiillt und das 
Feld A liegt ganz im Innern des Bereiehes Si, da wegen (132) das 
Reehteck 00 ganz im Bereich (76) enfchalten ist. 

Wo es notig wird, die die Ausdehnung des Feldes bestimmenden 
GroBen h, k in die Bezeichnung aufzunehmen, schreiben wir €L h k 
und fur 0. und A. 

Durch die ein-eindeutige Beziehung (130) zwischen den beiden 
Bereichen 00 und A werden t und a fiir den ganzen Bereich A als 
eindeutige Funktionen von x und ij definiert. Wir bezeichnen die- 
selben mit 


t = t(x, y), 

« = a(*,y). 


so daB also, ldentisch in cP, 



<p(t, a) = x, ik(t,a)s=y, 

und umgekehrt 

t(qi, ip) = t, a(q>,f) = a, 

identiseh in (St. 

Es gelten dann in oP die Ungleicliimgen: 

(134) 

(134a) 

Jt < t(«, y) < U + h. 

\a(x, y) — a 0 \<Jc. 

(135) 

Die inyersen Funktionen i{x,»y) 7 &(%, y) sind naeli § 22, d) im 
Bereich oP (mindestens) yon der Klasse C\ Ihre partiellen Ableitnngen 
ergeben sich aus den Gleichungen 

i = (^) + 

° ■“(♦*) H + (*-> 


(136) 

r ) Man kann anch hier, ebenso wie in § 16, a), den Satz von 
(A YII 2) anwenden, mit demselben Resultat wie dorfc. 

SCHONFLIESS 
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wobei die Klammern andeuten, daft die Argumente yob (p p cp a usw. 
die Funktionen i , a sind. 

DurcB jeden Punkt P(x,y) des Feldes geBt eme und nur eine 
Extremale der ScBar (130), fur welcBe der Parameter a der Be- 
dingung j a — a 0 \<^Jc geniigt, wahrend gleicBzeitig der den Punkt P 
liefernde Wert yon t der Ungleichung t ± — h ^ t t 2 + h geniigt. 
Diese Extremale Bat im Punkt P eine ganz Bestimmte positive 
Tangente; die RicBtungskosinus p, q derselben sind daBer im Be- 
reicB oP eindentig defimerte Funktionen you x und y , die wir mit 
p(%,y), q{pc,y) bezeiehnen. IBre expliziten Ausdriicke sind nach (4) 


p(js,y) 


(fpd 

y'(9> < ) 2 + w 2 '’ 






(137) 


NacB den uber tp und gemacBten Voraussetzungen sind die 
Funktionen p(x, if ) , q{x,y) im BereicB cP you der Klasse C'. 


b) Definition des Feldintegrals: 

Wir neBmen jetzt auf der Fortsetzung des Bogens @ 0 fiber P L 
Binaus einen Punkt P a (t~t 0 ) an, derart daB 

und zieBen durcB P 0 eine Kurve $? 0 , die wir uns folgendermaBen 
Berstellen: 

Es sei % 0 (a) eine im Interval! [ct 0 — Jc, a 0 + Jc] eindeutig defimerte 
Funktion von a von der Klasse C% welcBe der Anfangsbedmgung 

Zo («o) — *o (138) 

geniigt. DurcB Yerkleinerung von& konnen wir dann stets erreichen, daB 

^ %o(^) ^ ^ (139) 

im ganzen Intervall [a 0 — Jc , a 0 + Tc] , 

Setzen wir dann 

<p(x o(®)> «) = %o( a ), '•Pizo&h a ) = Uo(. a )> (140) 

so sind die Funktionen x 0 (a), y Q (a) von der Klasse C' in [& 0 — Jc , a Q + Z*] r 
und die GleicBungen 

®o : oc^x 0 (a), y = y 0 (a) 

definieren eine Kurve, welcBe durcB den Punkt P 0 geht. 



§ 31 Das Feld und das Feldintegrai. 
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Die Kurve kann aucb in einen Punkt ausarten ; wenn es sich 
namlicb trifft, dafi die durch die Gleicbungen (140) definierten Funk- 
iionen % 0 (a),y 0 (a) sick auf Konstante reduzieren, die dann mit den 
Koordinaten des Punktes P 0 , 

x o = x o( a o), Vo “ !Jo( a o) 

identiscb sem mus sen. Nattirlicb kann dies nur dann eintreten., wenn 
alle Extremalen der Scbar (130j durch den Punkt P 0 geben; in diesem 
Pall ist die Funktion % Q (a) mit der in § 21, d) unter E) ebenso be- 
zeicbneten Funktion identisch. 

Jetzt sei P z (x 37 y $ ) irgend ein Punkt des Feldes of; durcb ihn 
gebt eine und nur erne Extremale des Feldes 


®r 


WO 


x = cp(t, a 3 ), 
y^rp(t,a 3 ), 

a z —o.(x z ,y 3 ). 


■'“1 


a„ + k 



Dem Punkt P 3 moge 
auf @ 3 der Wert t = t 3 
entsprecben. Aus (140) 
folgt, dafi die Extremale 
@3 die Kurve in dem- 
jenigen Punkt P 4 scbneidet, 
der auf der Kurve @ 3 durcb 

den Wert t^Xoiflz)? auf der Kurve durcb den Wert a a 3 ge- 
liefert wird. Da t 3 ^ t x — h , so ist nacb (139) 

h > Xo ( a b) • 


rig 59 


Wir betracbten jetzt unser Integral 

J = f F (x, y, x, y) dt 

genommen entlang der Extremalen @ 3 vom Punkt P 4 bis zum Punkt 
P 3 . Scbreiben wir zur Abkurzung 


Xo (%) — 

und macben von der Abkiirzung (83) Gebrauch, so ist der Wert 
des Integrals 1 ) 


*) Dies ist nur richtig, weil £ s ]>£ 0 . Ware so mufite man znerst 

auf dem Bogen P 4 J? S eine den Sinn umkehrende Transformation £= — r aus- 
fukren, vgl. § 25, b). 
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Jg,(P 4 P 3 ) =f 7(t, a,) (It = u(t 3 , n 3 ) . (141) 

Derselbe ist zunachst als Funktion von t s , a B gegeben; da er 
jedoch durch die Lage des Punktes P 3 eindeutig bestimmt ist, so ist 
er zugleich eine im Felde of eindeutig definierte Funktion von y Sr 
die wir mit T V(x B ,y d ) bezeichnen und das mm Feld oP gehorige Feld- 
integral, gerechneb von der Karve S 0 aus, nennen. 

Das Feldmtegral ist also explizite gegeben durch die Gleiehung 

w fa, y s ) = « (tw 3 - y%), <*(#», i/s)) • (142) 

c) Die partiellen Ableitungen des Feldintegrals: 1 ) 

Es sollen nunmehr die partiellen Ableitungen der Funktion 
nach y B berecbnet werden; dabei lassen wir jedoch der 
einfacheren Schreibweise wegen den Index 3 bei den GroBen x B ,y B , 
t B ,a 3 weg 

Aus (142) folgt znnachst 

oW ___ (djA dt (du\ da_ d W __ tcu\ dt icu\ ca /i aux 

dx \ct) dx \da) dx 7 dy \dt) dy * \da) dy ’ ^ y 

wobei wir wieder durch Einklammern andeuten, daB nach der Diffe- 
rentiation t, a durch t(x,y), a(x,y) zu ersetzen sind. 

Weiter ergibt sich aus (141) nach den Begeln fur die Diffe- 
rentiation eines bestimmten Integrals nach den Grenzen und nach 
einem Parameter 

IT -?(<,<>), (144) 

t 

j^==J‘[‘3 r x (p x + ff r s i> a + 9>qo /a + dt — W(f, a)^, 

wobei durchweg von der Abkiirzung (83) und (83 a) Gebraueh ge- 
macht ist. 

Beach tet man jetzt ? daB 

<Pta*=<Pat, 

und wendet auf das dritte und vierte Glied unter dem Integral die 
Lagrange’sche partielle Integration an ; so kommt 


J ) Kach Kneser, Lehrbuch, §§14, 15, 20 
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Ta = 9^.+ trft) (= '° 

t 

+ f\ [ft~ ft “ft + ft- ft ft ft 




Nun ist aber 




da die Kuive @ 3 eine Extremale ist Wenn man noch beachtet, dafi 
wegen (10) 

a ) = <*) a) + 4' t {t, a) W y ,(t, a), 

so erhalt man 

S = + *A*> «) (145) 

- [y, (<". «V (*. 0 f, a) + V ff , «) £) + y, (f° «,(*.((•„, + *,(*, «)■£)]. 

^Wir fiikren die Recknung zunackst f ii r den sckon oben erwaknten 
speziellen Fall weiter, wo die Extremalen der Schar (130) alle durck 
den Punkt P 0 geben und die Kurve f 0 auf den Punkt P 0 zusammen- 
sckrumpft. Das Feldintegral ist dann einfacb das Integral J yom 
Punkt P 0 nack dem Punkt P 3 entlang der Extremalen @ 3 . In diesem 
Fall gelten fur die Sekar (130) die Grleickungen (81), und daker 
reduziert sick der Ausdruck fur dujca auf: 

ft = (t, a) <p a (t, a ) -i- 5F y , (t, a) tp a (t, a). (146) 

Allgem einer tritt dieselbe Vereinfaekung allemal dann (und nur 
dann) ein, wenn die Funktion f = Xo ( a ) der Differentialgleickung 

3k ' (ft a ) (<Pa (f > a ) + <Pt(f > a ) ft) 

\ da} (147) 

+ 3j a) a) + Tp t (f, a) ft) = 0 

genugt. Da nack (140) 

<P a <?, a) + <p t (f, a) -ft = x 0 '(a), *.(<• a) + y, t (f, a) ft = y 0 (a) , 

so laBt sicb die Bedingnng (147) aucb sckreiben 

% (f, «) V (») + 3> (f, a) y' (a) = 0 , (147 a) 

oder aucb in etwas anderer Bezeicbnungsweise 

F x . (x, y, x, y) x a ' + F y , (x, y, x', y) y 0 ' 4 = 0 (147 b) 
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Die Bedingung (147 b) drtickt aber, wie wir bei der Behan dlung 
des Problems mit variabeln Endpunkten sehen werden, fur den Fall 
der Parameterdarstellnng aus, dafi die Extremale (£ $ im Punkt P 4 
you der Eurre transversal 1 ) geschnitten wird; ist diese Bedingung 
also fur jeden Punkt der Kurve $ 0 erfullt, was eben durch das Be- 
stehen der Differentialgleichung (147) ausgedruckt wird, so ist die 
Eurve & 0 , in der schon friiher benutzten Terminologie, 2 ) eine Trans- 
versale der Extremalenschar (130). 

In dem speziellen Fall einer Extremalenschar durch einen festen 
Punkt P 0 kann der Punkt P 0 als eine degenerierte Transversale be- 
trachtet werden, da alsdann die Bedingung (147 a) stets erfullt ist. 

In den Ausdriicken (144) und (146) fur ca/ct, dujda hat man 
nun schlieBkeh t, ct statt t , a einzusetzen und die erhaltenen Werte 
in (143) einzufiihren. Macht man dabei von den Grleichungen (136) 
Grebrauch, so erhalt man 




dW 

cy 


a). 


Erinnert man sich jetzt der Identitaten (134), fiihrt die durch (137) 
definierten Richtungskosmus p, q em und benutzt die Homogeneitats- 
eigenschaft (13) der Funktionen F xn F yf , so erhalt man den Funda- 
mentalsatz: 3 ) 

Wird das Feldintegral W(x } y ) von einer Transversalen der das 
Feld bildenden Extremalenschar aus gerechnet, so haben die partiellen 
Ableitungen desselben folgende einfache Werte: 


dW 


= F^(x, y,p, q), 


dW 

dy 


-F y ,{x,y,p,q), (148) 


wobei p « p{x, y), q — q(x, y ) die Richtungskosmus der positiven Tan - 
gente der durch den Punkt (x, y) gehenden Feldextremalen im Punkt (x, y) 
bemchnen . 

Wir werden die Formeln (148) die ^Hamilton! schen Formeln 11 
nennen, da sie in allgem eineren 4 ) zuerst von Hamilton entdeekten 
Formeln enthalten sind. 

Es wirft sich hier die Frage auf, ob man durch den Punkt P 0 
stets eine Transversale der Schar (130) ziehen kann, d. h. ob die 


x ) Vgl. § 7, b) und § 36, a). 2 ) Ygl. § 20, aj. 

*) In dieser Form zuerst yon Kneser gegeben, Lehrbuch , pp. 47, 69 Die 
Formeln entsprechen beim x- Problem den zuerst von Beltrami gegebenen 
Formeln (41) des dntten Kapitels. 

4 ) ygi § 37, b). 
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§ 31 Das Feld und das Feldintegral 

Differentialgleiehung (147) stets ein Integral: t° = Xo( a ) der Klasse C 
besitzt, welches der Anf'angsbedingung (138) geniigt. Sehreibt man 
die Differentialgleiehung (147) in der naeh (10) damit aquivalenten 
Form 

r ]f 0 

^(*°> «) r a + a ) «) + 3>(#° 7 a ) - 0 , 


so erkennt man auf Grund des Cauchy’schen Existenztheorems, dafi 
ein solches Integral stets existiert, wofern 

9^, O "t* 0 • (149 ) 

Wenn die Kurye $ 0 keine Transversale ist, so fallen die Formeln 
fur die partiellen Ableitungen yon W($ , y) etwas komplizierter aus, 
da jetzt m Gleichung (145) das auf t = t Q beziigliche Glied niebt 
yerschwindet. Dasselbe ist erne eindeutige Funktion yon a ; das un- 
bestimmte Integral 1 ) derselben bezeiehnen wir mit g(a), so da8 also 

%( a ) = ^ H + < 3 r x' ( Pa + ; 


Dann hat man in den beiden Formeln (148) rechts noch das Zusatzglied 


hinzuzufugen. 


-r(a)|j, resp. 
Setzt man daher 




g(a) = a(x, y), 

so lauten die Formeln fur die partiellen Ableitungen des Feldintegrals , 
gerechnet von einer beliebigen Kurve $ 0 aus, 


^ -**(*. ».r. 


(148a) 


die Funktion &(%, y ) ist im Feld eindeutig definiert und yon der 
Klasse C\ 

Aus den Formeln (148), resp. (148 a) ; ergibt sieh unmittelbar das 
Hilbert 3 sche invariante Integral*) fiir den Fall der Farameterdarstellung : 
Zieht man namlich zwischen zwei beliebigen Punkten P 3 , P 4 des 


*) Ygl. dazu Kneser, Lehrbuch, § 20. 

*) Vgl. § 17, al Einen direkten Beweis des Unabhangigkeitssatzes fur den 
Fall der Parameterdarstellung, der sich mehr an den Gedankengang von Hilbert’s 
nrsprnnglicbem Beweis anschlieBt, gibt Bliss, Transactions of the American 
Mathematical Society, Bd. V (1904), p. 121. 

Bolza, V ariationsreclnmiig. 


17 
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Feldes irgend eine ganz in gP verlaufende Knrye (S, so ist der Wert 
des Linienintegrals 

=\/ l F J x > y> lh i) dx + *,<*, y, P, 4) dy] , (150) 

(S 

genommen entlang der Kurve vom Jntegrationsweg unabhangig 
und nur von der Lage der beiden Endpunkte abkangig, wofern die 
GrroBen p ? g dieselbe Bedeutung haben wie in den Formeln (148) nnd 
(148 a). Denn aus letzteren folgt^ daB 

J* -=fd W(x, y) = W(x i; y^) - W(x s , y s ), (151) 

falls das Feldintegral von einer Transversalen aus gerechnet wird, und 

Jg = W(x 47 yf) + yf) W (x Z7 y z ) y z ) 

fiir den Fall einer beliebigen Kurve & 0 . 

Aus (148 a) folgt welter, daB die Funktionm jo($, y), q(x,y) der 
partiellen Different i algleiekung 

F A x > y, p, 4) = F A X > y> p> V (i52) 

gemigen , entspreckend der partiellen Differentialgleichung (19) von § 17. 
Endlich scklieBt man 1 ) aus (148) und (147 a): 

Wird das Feldintegral W(x, y) von einer Transversalen aus 
gereehnet 7 so ist 

W ( x , y ) = konst. 

entlang jeder Transversalen der Extremalenschar (130). 

Ist namlick 2 ) 

X = (fix (a>, a) S3 %{a), y = (*(«), a) == y(d) 

eine beliebige Trausversale des Feldes, so daB also, identisch in a r 

x \ a ) «) + a)\‘" /(a) — 0 , 

so folgt aus (148), daB 

fw(x(a),y(a)) = 0 . 


*) VgL § 20, a) und § 44, b; 

*) VgL das oben libel die Kurve gesagte, insbesondere die Grleichung 
(147 a). 
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Enter derselben V oraussetzung erhalt man die partielle Differen- 
tialgleichung 1 ) fur die Funktion W{x 7 y ) durck Elimination von p, q 
aus den beiden Gleichungen (148) und der Grleiekung: 

P 2 +q 2 = 1. 

§ 32. Der 'W'eierstraB’sclie Fundamentalsatz und die Mnreiclienden 

Bedingungen. 

Wir sind jetzt in der Lage, den WeierstraB’scken Fundamental- 
satz 2 ) fiber die Darstellung der totalen Variation AJ durck die 
8- Funktion auck fiir den Fall der Parameter darstellung zu beweisen 
und daraus kinreickende Bedingungen fiir ein Extremum abzuleiten. 

a) Die WeierstraB’scke Konstruktion: 

Wir wollen uns kier zum Beweis des WeierstraB’scken Satzes 
der sogenannten „WeierstraB’scken Konstruktion^ 3 ) bedienen. Zu 
diesem Zweck zieken wir — unter Festkaltung der Voraussetzungen 
und Bezeicknungen des vorigen 
Paragraphen — vom Punkt P 1 
nack dem Punkt P 2 irgend eine 
Kurve der Klasse O': 

€: x^x{s) f y = y(s) 7 * 

weleke ganz im Feld of gelegen % 
ist. Dabei nehmen wir der Ein- 
fachkeit kalber die Bogenlange 8, 
gemessen von einem festen Punkt der Kurve (£ als Parameter. 

Durck einen beliebigen Punkt P 3 (x z 7 y$) von © gekt dann eine 
und nur eine Extremale © 3 des Feldes; dieselbe sckneide die Kurve 
im Punkt P 4 (vgl. § 31, b)). 

*) Vgl. § 20, b). *) Vgl § 17, c). 

*) Weierstrass selbst hat die nach ihm benannte Konstruktion zuerst 1879 
gegeben , und zwar fiir die Extremalensehar dureh den Punkt P t . Dabei er- 
geben sick jedoch gewisse Sclrwierigkeiten, da man es mit einem „uneigentliehen u 
Feld zu tun hat (vgl p 104, Fufinote *) und § 33, a). Um dieselben zu vermeiden, 
hat Zermeeo (Dissertation, pp. 87, 88) statt dessen die Extremalensebar durcb 
einen jenseits von P ± gelegenen Punkt P 0 eingefuhrt. Die im Text gegebene 
Verallgemeinerung auf ein beliebiges Feld riihrt von Kxeser her (Lehrbuch, 
%% 14, 17) 

17 * 
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Wir betrachten nunmebr das Integral J, genommen rom Punkt P 4 
entlang der Extremalen bis zum Punkt P 3 und Tom Punkt P 3 
entlang der Kurve (£ bis zum Punkt P 2 . Der Wert dieses Integrals 
ist eine eindeutige Funktion des Parameters 1 ) s des Punktes P 3 auf 
der Kurve (E, die wir mit S(s ) bezeiolmen, so daB also in der schon 
mebrfaeh benutzten Bezeiehnungsweise 

S(s) = J" 43 + J 32 ; (153) 

wobei durcb Uberstreichen wieder Integration entlang der Kurve & 
angedeutet wird 

Wir lassen jetzt den Punkt P 3 die Kurve 6 von P x bis P 2 durcb- 
laufen. Fallt P 3 mit P x zusammen ; so fallt @ 3 mit dem Bogen P Q P 1 
der Extrema len zusammen und es kommt 

5( Sl ) = J 01 + J 12 . 

Fallt dagegen der Punkt P 3 mit dem Punkt P 2 zusammen, so er- 
balten wir 2 ) 

$(Sg) = J()2 = Joi ^12 • 

Also ergibt sich fur die totale Variation 

AJ = P 12 — P 12 s c7f — e7@ 0 

der Ausdruck 

AJ=-[S( % )-5( % )]. (154) 


Da die Funktion $($), wie wir sofort sehen werden, im Intervall 
[SjSj] eme stetige Ableitung S'(s) besitzt, so konnen wir die letzte 
Gleichung aucb scbreiben 

* 

A J—-J S'(s) ds. (154a) 

h 

Die Berechnung der Ableitung S'(s ) bietet nacb den Resultafcen 
von § 31, b) keinerlei Scbwierigkeiten. Denn einerseits ist nacb der 
Definition des Feldintegrals 


also 


^ 43 = W(x & ,y s ) = W(x{s), y(s)), 


dJ 48 dW 

ds d% 


r , dW 


*) Der einfacheren Schreibweise halber schreiben wir 5 statt s s . 

*) Streng genommen ist S(s 2 ) nicbt definiert, und die obige Gleichung ist 
dnrch einen (leicbt ausfubrbaren) Grenzubergang zu era chile# en , wobei $(&>) 
duxcb den Grenzwert S($ 2 — 0) definiert wird 
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also nacli (148), wenn wir der Einfaebbeit halber zunachst annehmen, 
daB die Kurve eine Transversale *) ist, 

~'d s ~ Uzj Qz) Ps 4“ Fy,(x 3, ^3,^3, # 3 j # s , 

indem wir zur Abkurzung 

lh==P y 3 ) , ( h =q (oc s , y s ) 

la= ^'0)> Zz=y\s) 

scbreib en. 

Andererseits ist 

F(x($), y(s), x'(s), y'(s))ds, 

S 

also 

= - F(oc s ,y z , p s ,q s ). 

as 

Indem wir die beiden Resultate kombinieren, nnd uns der Definition 
(120) der 8-Funktion ermnern, erbalten wir daber 2 ) 

^Sr = ~ *«>*«>» 3 ; ?•) > ( 155 ) 

nnd somit nacb (154a) 

f8(x 3 ,y 3 -,p B ,q s -,p s , q 3 ) ds . (156) 

s l 

1st die Kurre keine Transversale, so ist nacb (148 a) dem 
obigen Ausdruck fur dJ^/cls nocb das Grlied 

-f l*-%y =-T S < m >y^ ( 15 ^ 

binznzufugen. Das Integral dieses Zusatzgliedes nacb s zwiscben den 
Grenzen s t und s 2 , namlicb 

ist aber gleicb Null. Denn nacb der Definition der Funktion co(tf, y) isi 

x ) Dakei soli stets der Fall mit inkegriffen sein, wo die Kurve £ 0 in den 
Punkt P 0 degeneriert. 

2 ) Weiekstkass keweist dieses Resultat, indem er die DifFerenzenquotienten 

— berechnet und dann zur Grenze ubergekt ; vgl. Bolza, Lectures 
~t" h 

§ 20, k) und Hancock, Lectures, Art 161. 
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ro(*i, 1h) = S(a(*x, Vi))> a ( x 2> Vi) = &■>) , 

und da die beiden Punkte P x und P 2 auf derselben Extremalen (a = fl 0 ) 
des Feldes liegen, so ist 

a Ol ; 2/1) = a Q , a («2 ? 3/2) “ «o • 

Somit gilt die Grleichung (156) aucb, wenn ft 0 keine Transversale ist. 

Dasselbe Resultat bleibt aucb nocb besteben, wenn die Kurve 6 
eine endlicbe Anzahl von Eckeri c besitzt, also nacb unserer Termi* 
nologie 1 ) irgend eine „gewohnlicbe Kurve“ ist. Denn zunachst folgt aus 
den expliziten Ausdrucken 2 ) fiir and nacb A III 4 and A Y4 ; 
daB die Funktion 8(s) aucb in diesem Fall im Interval! [s A s 2 ~] stetig 
ist Ferner bebalt aucb die Grleicbung (155) — eventuell nut dem 
Zusatzglied (157) — ihre Gi-ultigkeit, wofern man auf beiden Seiten 
die Differentialquotienten nacb s 9 (zu denen aucb p S7 q s geboren), durcb 
die vorderen, resp. hinteren Derivierten ersetzt ? da die bei der Ab- 
leitung von (155) benutzten Differentiationsregeln aucb fur recbts- 
seitige und linksseitige Differentiation gelten. Hieraus folgt nacb 
A V 4 durcb Integration die Grleicbung (156). 

Wir baben somit den We ier sir a ft schen Fundament alsatz fiir 
den Fall der Parameterdarstellung bewiesen: 

Wenn der Extremalenbogen @ 0 sich mil einem Feld umgeben I a fit, 
so lafit sick fur jede ganz im Feld gelegene f die beiden Punkte P 1 und 
-P 2 verbindende getvolmliche Kurve © die totale Variation 

AJ== r h ~ J <s 0 

durch die 8- Funktion ausdrucken in der Form 

a 

AJ=J 8(x,y-, p, q: p, q)ds. (156) 

*1 

I)abei ist (x, y) ein Funkt der Kurve\; p, q sind die BichtungsJcosinus 
der positiven Tangente der Kurve © im Funkt (x, y), und p, q sind 
die Bichtungskosinus der positiven Tangente der durch den Funkt (x 7 y) 
gehendm Extremalen des Feldes im Funkt (x f y). 

Nocb einfacber gestaltet sicb der Beweis des WeierstraB’scben 
Satzes nacb Hilbebt mittels des invarianten Integrals (150) Denn 


*) VgL §- 25, a). 

2 ) Wegen der Bedeutung des Integrals / s2 entlang einer Kurve mit Ecken 
vgl p. 197, FuBnote 2 ). 
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da nacb der Definition der Funktionen p(x, y h q(x } y) entlang der 
Extremalen S 0 


p(* ,y) 


l/o, * , O / 9 \ ? 

y x - + y - 


q(x, y) 



so folgt unter Berueksichtigung yon (10 j und (13), daB entlang @ 0 


F A X > y,p, 4) dx + F y( x > y, p, 4) dy 

— (F x , 0? , y, x, y) x + F y .{x, y, r, y) y) dt = FG , y, x\ y) dt 
Daher ist 




woraus sicb ganz wie in § 17, c) ein zweiter Beweis des WeierstraB- 
schen Satzes ergibt. 


b) Hinreichende Bedingungen: 

Mit Hilfe des WeierstraB’scben Fundamentalsatzes ist es nun 
leiclit zu beweisen. daB die Tier bisber fur ein starves Minimum des 
Integrals J als notwendig erkannten Bedingungen — Ton gewissen 
Ausnabmef alien *) abgesehen — zugleicb aucli binreicbend sind. 

Der bessern Ubersicht balber stellen wir noch einmal unsere 
samtlicben Voraussetzungen zusammen: 

Yon der Funktion F{pc, y, x\ y) wird vorausgesetzt, 3 ) daB sie in 
dem Bereicb 

( x,y ) in SI, ^' 2 +/ 2 4=0, 

von der KLasse G'" ist und der Homogeneitatsrelation (9) gentigt. 


1 ) Diese Ausnahmefalle, die wir zum Teil spater noeh betrachten werden, 

sind : 

1. Qs 0 hat mehrfache Punkte (vgl. hierzu jedoeh die Fufinote anf p 250) 
Oder Ecken (vgl §§ 48 — 50), oder hat Punkte mit der Begrenzung von 
01 gemein (vgl §§ 52, 53) 

2. Fj = 0 in gewissen Punkten von @ 0 

3. t ± = t ± ' (vgl § 47) 

4 . S== 0 in Punkten von (£ 0 fur gewisse Richtungen p 1 q, die nicht mit 
jp, q zusammenfallen 

Streng genommen konnte man erst dann von „notwendigen und 
hinreichenden u Bedingungen sprechen, wenn anch alle diese Aus- 
nahmefalle erledigt waren. 

2) Vgl. § 25, b> 
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Von dem Bogen 

@ 0 : x = x(t), xj = y(t ) , 

wird yorausgesetzt: 

1. Der Bogen @ 0 ist ein Extremalenbogen der Klasse 3 ) O', ohne 
mehrfaclie Punkte, welcber vom Punkt P 1 nacit dem Punkt P 2 gebt 


und ganz 1 m Innern des Bereicbes 91 liegt. (P) 

2. Es ist 

F 1 (l(t) 7 y(t ), cc\i ) , y'(ti)> 0 (IF) 

fur: £j* 

3. Der Bogen @ 0 entbalt den zu P 1 konjugierten Punkt P x ' nicht: 

u < v. (iir) 

4. Es ist 

$(x(tf), cos 0, sin 0) > 0 (IV J ) 


fur: ^ J ec ^ e Richtung 0, welcLe von der Richtung 

der positiven Tangente an @ 0 im Punkt t verschieden ist. 

Es soil gezeigt werden, da6 unter diesen Voraussetzungen der 
Bogen @ 0 wirklieh em starkes Minimum fur das Integral 

F(x, y, x, y ) dt 

in dem in § 25, d) definierten Sinn liefert 

Aus den Voraussetzungen (F), (IF), (III 5 ) folgt zunachst, daB der 
Bogen ® 0 mit einem Feld <p h h umgeben werden kann. Denn wahlt 
man einen Pnnkt P Q (t 0 ) auf der Fortsetzung von @ 0 ilber den Punkt P t 
hinaus hinreicbend nabe bei P 1? so besitzt die Extremalenschar durcb 
den Punkt P 0 : 

*- 9 (<,o), y — y>(t, a) 

die in § 27, d) angegebenen Eigenschaften, die zugehorige Funktional- 
determinante &(t, a 0 ) =» c@(t, t 0 ) genugt nacb § 29, b) der Jacobi- 
scben Differentialgleicbung (102) und verschwmdet fur t = t 0 . Aus 
der Bedingung (IIP) folgt dann mittels des Sturm’sehen Satzes 
genau wie in § 12, a), daB 

A(i, a 0 ) =r 0 fur ty ty 

falls der Punkt P 0 hinreicbend nahe bei Py angenommen wird Hier- 
aus folgt aber nacb § 31, a), daB die Extremalenschar durcb den 
Punkt P 0 in der Tat ein Feld oP A jt urn den Bogen @ 0 liefert. 

*) Hieraus zusammen mit (II’) folgt, daB allemal von der Klasse C'" ist, 
vgl. § 27, a). 
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Ziehen wir jetzt im Innem dieses Feldes irgend eine, von © 0 
yerschiedene, „gey6hxiliche“ Kurve 6 yon P x nach P g , so gilt fur die 
yollstandige Yariation: — der WeierstraB’sche Satz. 

(156). 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dab aus den gemachten Voraus- 
setzungen welter folgt, daB der Integrand yon (156) nie negatiy sein 
kann, yorausgesetzt, daB die die 'Ausdeknung des Feldes oTj t bestim- 
menden GroBen Ji, Jc hinreiehend klein gewahlt worden sind. 

Zu diesem Zweek fiihren wir mit Zekmelo 1 ) neben der 8-Funktion 
eine Funktion 8 1 ein durch folgende Definition: 


( §(&, y; j>, a; p, g) 
( F x (x,y,p,q_), 


8 i (?,y,p,a',p,<d 

wenn 1 — (pp + qq) 4= 0 3 (158) 

wenn 1 — (pp + qq) = 0, d k. p = p, q = q; 


wobei p, q^ p, q durck (122) definiert sind. 

Dio Fnnktion 8> x ist dann nach (125) und (126; eme stetxge 
Funktion ikrer seehs Argumente in dem dureli die Bedingungen 

(X,y) in 91, p 2 +q 2 =l, jp 2 +¥= 1 


ekarakterisierten Bereiek. 

Jetzt sei (x : y) irgend ein Punkt des Feldes <^ h k} und (t, a) der 
entspreckende Punkt der t, a- Ebene; ferner seien p (x, y) und q(x,y) 
wieder die Ricktungskosinus der positiven Tangente der dureli den 
Punkt (Xy y) gehenden Extremalen des Feldes, und 0 sei die Amplitude 
einer beliebigen Richtung. Dann ist nach (137) und (121) 

2/; p&, y ), 2(«, yy, cos 0, sin 0) 

= % X ((p(ty a)y ljj(ty a ) ; (p t {t , a ) , t ' t , d) ] cos 6 , si n 0) 


und die auf der redden Seite stekende Funktion der unabkangigen 
Yariabeln t , a , 6 ist nacb dem Satz iiber zusammengesetzte Funktionen 
stetig in dem Bereicb 

^ — \a — a Q \<^Jt, — oo < 0 < + oo . (159) 

Sie ist ferner nack unseren Yoraussetzungen (IY ; ) und (II 7 ) positiv in 


x ) Dissertation , p. 60. Es ist fox den folgenden SchluB notig die Funktion 
einzufdhren, weil die %- Funktion fiir 9 = 6 verschwindet 
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cler ganz im Inn em dieses Bereich.es gelegeneii, besehrankten, ah- 
geschlossenen 1 ) Punktmenge 

*!<*<**> a — ao, 0^d<^2x-, 

also lassen sich nach dent erweiterten Vorzeiehensatz (§21, b)) die 
beiden positiven GroBen ft und 7c so Idem annehmen, daB die be- 
tracbtete Funktion von t. a, 6 auch noch positiv ist in dem ganzen 
Bereich (159), wobei man noeh Ton der Periodizitat in Beziehung auf 
6 Gebranch zu macben bat. Daraus folgt aber nacb (lo8): VVenn 
die beiden GroBen Ji und Jc hinreiebend klein gewablt worden sind, 
und die Kurve S ganz im Bereicb <£ h ^ liegt, so ist der Integrand 
ron (156) positiT in alien Punkten der KurTe ©, in welcben die 
Riehtung p, q mcbt mit der Ricbtung p, q zusammenfaJlt, dagegen 
gleicb Null, wo diese beiden Ricbtungen zusammenfallen. Es ist also 
AJ> 0, auBer wenn f q=q entlang der ganzen KurTe &, 
in welehem Fall A J = 0 ist. 

Der letztere Fall kann aber nicht emtreten, wenn, wie wir Toraus- 
gesetzt haben, die KurTe © Ton ® 0 Terschieden ist. 

Denn 2 ) nacb (134) ist in jedem Punkt (x, y) Ton ©: 

(p(t(x, y), a(x, y>) = x, 4>(t(x, y), a{x, y)) = y. (160) 

Differentiieren wir diese Identitat nacb s so kommt: 



wo m eine Funktion Ton s ist, welcbe in [SjSs] bestandig positiT ist, 
wahrend die Argumente Ton <p t , i> t wieder t(x,y), <t(x, y) sind. 


r ) Bei der entspreehenden Untersuchung beim a; -Problem hat man es, bei 
der von uns gewahlten Formulierung der Aufgabe, mit einem Bereich zu tun, 

der nicht abgeschlossen ist (da dort die Richtungen 0 = + ^ ausgeschlossen 

sind) Dies ist der Grand, weshalb beim a: -Problem die den Bedingungen (!’) 
bis (1Y’) entsprechenden Bedingungen nicht hinreichend sind. (Ygl § 18, c) u § 19). 
3 ) Beweis nach Kseseb. Lehrbuch, p. 80. 
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Die Gleicbungen (161) lassen sich also scbreiben; 



Nun geboren aber naeh (135) die Argumente a(x,y) 

von <p t , (p a , if i9 Tb u dem Rechteck 6L h l an (vgL § 31, a)), also ist nacb 
(133) die Determinants dieses linearen Systems von Null verscbieden, 
also: 


Aus der zweiten Gleicbung folgt, daB die Fonktion a (x 9 y) ent- 
lang der Kurve S konstant ist, und da im Punkt P ± : a(x lr y. f) == a Q7 
so ist a (x } y) = a 0 entlang © . Dagegen sagt die erste Gleicbung 
aus, daB die Funktion t(x, y) gleicbzeitig mit s waebst. Daraus folgt 
aber naeh (160), daB die Kurve 6 mit ® 0 identiscb 1 j sein miiBte, da 
ihre Gleicbungen aus denen von @ 0 dureh eine zulassige Parameter- 
transformation bervorgeben. 

Somit ist AJ’>0, tmd wir baben das folgende zuerst von 
Weierstrass (1879) bewiesene Endresultat gewonnen: 

Wenn der JExtremalenbogen © 0 die Bedingungen (I 7 ), (XL 7 ), (HP), 
(IV 7 ) erfullt , so lief erf er stets ein starkes eigentliches Minimum filr 
das Integral 

J = y, x, y')dt . 

Zusatz I: Die Bedingung (III 7 ) kann aueb bier durcb die Be- 
dingung ersetzt werden, daB sicb der Bogen © 0 mit einem Feld urn- 
geben laBt. 

Zusatz II: Wenn die Bedingung 

F t (Xy y , cos y , sin y) > 0 (II 7 a ) 

in jedem Punkt (x, y ) von © 0 und fiir jeden Wert von y erfullt ist, 
so sind (IF) und (IV 7 ) a fortiori erfullt, letztere wegen (125). 


*) Wir baben stillschweigend vorausgesetzt, daB die Kurve (£ keine Ecken 
besitzt; andernfalls hat man in den Ecken die Differentialquotienten durch die 
vorderen (resp. hinteren) Derivierten zu ersetzen. Das Resultat bleibt aber das- 
selbe; denn aucb dann hat die Funktion a(x,y} entlang der ganzen Kurve £ 
denselben konstanten Wert, da sie stetig ist. 
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Far ein im Bereicb 91 reguldres 1 ) Problem ist daher die Be- 
dingung ill') stets a fortiori erfiillt 
BeispieV-) XIII: __ 

F== G(x, y) 

Hier ist 

h («, y\ V, £; P, 5) = y)i 

daber ist die Bedingung TY 1 ) erfdllt, wenn 

G(x,y)>0 

entlang (i 0 , 

Dies zeigt, dab beim Problem der Brachistochrone ein Bogen P 2 der 
Zykloide il08) wirklicb em Minimum liefert, wenn er keme Spitze entbalt 
(vgl. p 209, Fubuote und p 235). 

Beispiel XVI: Die geoclatischen Linien. (Siehe pp 209, 228, 240, 248) 
Hier war 

F - L G ~^ 

1 (y'E«' 2 -j-2F«.V + G</ S ') a 

tJnter den Annabmen, die wir auf p. 209 uber die Natur des Fl&cbenstuckes 
STL gemacht haben, auf welches die geodatiseben Linien zu bescbranken sind, 
ist das Problem ein regulares Problem. Ein Bogen Q t einer geodatiseben 
Linie, welcber keme mehrfachen Punkte und keme Ecken besitzt, und ganz im 
Innem des Flacbenstuckes 0TL liegt, liefert also allemal wirklicb ein Minimum, 
wenn er den zu Q 1 konjugierten Punkt Q x nicbt enthalt. 

c) NacMrag: Die Bliss'sclie Modiftkation des WeierstraJMscben 
Problems. 

In einer wabrend der Diucklegnng des gegenwartigen Kapitels erschienenen 
Arbeit n&iv form of the simplest problem of the calculus of variations^, Trans- 
actions of the American Mathematical Society, Bd.YHI (1907 y , p. 405, hat 
Buss das in diesem Kapitel behandelte Weierstrafi ’sche Problem in einer 
modifizierten Form diskutiert, fiber die bier nocb kurz referiert werden soil 
Haben die Bucbstaben 6 und s dieselbe Bedeutung wie in § 25, a) und 
setzt man 

F{x, y, cos 6, sin 0) = y, 6 ) , (162) 

so ldfit sich wegen (9) das Integral 

J = y, x' , y') dt 

aucb scbreiben 

I = j*%{x,y, 6) ds . (163) 

s ± 

*) Vgl P* 214. 

2 ) Wegen mecbamscber nnd optiscber Interpretationen dieser Aufgabe siebe 
die Ubungsaufgaben Nr 9 und 18 am Ende dieses Kapitels. 
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Bliss stellt sich nun die Aufgabe, das Integral J in dieser Form zu einem 
Extremum zu machen, wobei er noch die Yerallgemeinerung eintreten laBt, dab 
die Funktion % in Q nicht periodiseh mit der Periode 2?r zu sem braucht. 

Ersetzt man, wie in § 26, die Funktionen x , y dnrcb x = x y = y 4- BTh 

wobei 6 in 6 ubergehen moge, so flndet man dnrcb. Differentiation der Gleichungen 


cos Q = 


nach a, dafi 


yw*~+ r- ' 


sin d = 


yw 


rf*- -L 


de_ 

da 


-,dy_ 

da 


-,0X 

da 


x* + y* 

Hiemach lafit sick dann die erste und zweite Variation des Integrals (163; 
berechnen. Setzt man 


to — | sin Q — 7] cos 6 = - — 

Si = s + % ee , 

% = % x sine —% y C0Be + % xB c0B6 + % ljf) smd+ — 

& = sin 0 — cos 0 — Si (j^y, 
so erhalt man im Fall fester Endpunkte 


i 







*1 


(165) 


Daraus ergibt sick dann unmittelbar die Euler ’sche Differentialgleicbung, 
die Legendre’sche und die Jacobi’sche Bedmgung fur das Integral (163), 
Man kann diese Resultate auch aus den WeierstraB’schen Formeln ableiten, 
indem man von den Relationen zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen 
F und gr Gebraucli macht, die man durcb Differentiation der Identitat (162) 
nacb x , y, 6 erhalt. Es ergeben sich dabei folgende Beziehungen. 


F t (x, y, x, y) (]/a:' 2 + y' iX Y= & (x, s/,0), 

T(x, y, x\ y, x" , y") = $(aj, y, 0, 

8 (x.yx^y^x , y) = ^ 0 ) _ %( x ,y, 0 ) cos (0 — 0 ) 

y* 8 + ^ ! ' 

— %g(.x,y,6)Bva(e—6), 


( 166 ) 
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Der Vorteil der Bliss’schen Formeln besteht darin, daB in ihnen nur 
GroBen vorkommen, welcbe bei einer Parainetertransformation invariant bleiben. 
Ancb ist die Funktion g 2 einfacber als die WeierstraB'scbe Funktion P 2 . 

§ 33. Existenz eines Minimums „im Kleinen u . 

Sind zwei Punkte P l7 P 2 gegeben, so ist es im allgemeinen nicht 
moglich, a priori zu entscheiden, ob dieselben durcb eine Extremale 
verbunden werden konnen; es bedarf dazu in jedern einzelnen Pall 
einer besonderen Untersnehung Wenn jedoch die beiden Punkte 
binreicbend nahe beiemander liegen, so kann man sie unter 
gewissen Yoranssetzungen iiber die Funktion F stets durcb. eine Ex- 
tremale verbinden, und zwar eine solehe, welche tatsaeblicb ein Ex- 
tremum fur das Integral J liefert 

Dieser Satz 1 ), der nicbt nnr an sicb, sondern aucb wegen seiner 
zablreicben Anwendungen von Wicbtigkeit ist, soil den Gregenstand 
des gegenwartigen Paragraphen bilden. 

a) Konstruktion eines Peldes um einen Punkt: 

Wir beweisen zunachst den folgenden 

Satz I: Es sei P x (x ly yf) ein Punkt im Innern des Bereiches 
fur welchen die Bedingung 

F 1 (* 1 > Vi, eos V> sin v) 4= o (167) 

fur jedes y erfullt ist . Alsdann lassen sich zwei positive Gr often l und 
R angeben, derart daft sich vom Punkt P x nach jedem von P t ver- 
schiedenen Punkt P 2 im Innern des Kreises mit dem Radius R um 
dm Punkt P x eine und nwr eine Extremale 2 ) ziehen laftt, deren Lange 
Meiner als l ist 

Dieselbe besitzt keine Doppelpunkte und ist ganz in dem Kreis mit 
dem Radius \P X P 2 \ um dm Punkt P t enthalten . 

Beweis*. Aus den gemacbten Annabmen folgt zunacbst nacb §27, a), daB 
vom Punkt nacb jeder Ricbtung eine und nur eine Extremale gezogen werden 
kann. Die Extremale (£ a , deren positive Tangente im Punkt P 2 mit der posi- 
tiven ic-Acbse den Winkel a bildet, schreiben wir in der Normalform (73) 
von § 27: 


J ) Der Satz nihrt von Weierstrass ber, der jedocb nur einige Andeutungen 
eines Beweises gegeben bat. Einen detaillierten Beweis bat zuerst Bliss ge~ 
geben, Transactions of tbe American Mathematical Society, Bd. V 
(1904), p. 113. Caratheodory bat kiirzhcb den Satz auf gebrocbene Extremalen 
ausgedebnt, indem er die Voraussetzung (167) durcb eine schw&chere Yoraus- 
setzung ersetzt, vgl Matbematiscbe Annalen, Bd. LXII (1906), p. 481 
2 ) Es ist bier aussehlieBlich von Extremalen der Klasse O' die Rede. 
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x = *(*; y u «) = cl)\ 

2 / = ?) (^ ; , 2/1 , ^ «) j ' j 

wobei t wieder die Bogenlange, gemessen vom Punkt P x an, bedeutet, so daB also 

^V+V^ 1 * (169. 

JsTacb § 23, a) Znsatz *) laBt sick dann eme positive, von a unabkangige 
GroBe h angeben, derart dab das Regulantatsintervall der Extremalen d {/ 
mindestens das Interval! 't\<^h umfafit, and aus den Eigensckaften der Funk- 
tionen 8 ) §) folgt zugleich. daB die Funktionen 

9, <P n <p tt \ 

im Bereich 

Q<\t\<?Ji, 0 ^ a ^ 2 * 

von der KLasse C' sind, nnd daB sie den Anfangsbedingungen 
<p (O’, «) = #!, ip(0, a) = y x , | 

(fy (0 , a) a=s cos # , ^(0, a) = sin a J 


(170) 

f 171) 


genugen, aus denen durck Differentiation nacb a folgt* 

9>a( 0,a; — 0, a) — 0, 1 

<3P* a (0, = — sina, a) « cos a. J 


(172) 


Endlick sind die Eunktionen <p, op in Beziebung auf die Variable a periodisch 
mit der Periode 2^r. 


Es bandelt sick urn die Auflosung 
der Gleiekungen (168) nack t und a. Statt 
die Aufgabe dizekt in Angxiff za nehmen, 
wobei sick wegen des Verschwindens der 
Funbtionaldeterminante A (t, a) fur t — 0 
Sckwierigkeiten ergeben, fukren wix an 
Stelle der recktwinkligen Koordinaten x , y 
Polarkoordinaten r, & ein mit dem Pol P x 
und der positiven rc-Riektung als Ackse. 
Alsdann ist bei geeigneter Normierung 3 ) des 
Winkels a 



1 


Pig. 41 


x- 


*) Die dort mit €L Q bezeicknete Punktmenge ist kier die durck die Be- 
dingungen 


t = o , x = x x , 2/ = 2/n o<0<;2 it 


ckarakterisierte Menge im Raum der Vanabeln t, x, y, d. Dieseibe liegt nacb 
den gemackten Voranssetzungen im Innern des Stetigkeitsbereickes der Diffe- 
rentialgleicknngen (43), vgl. § 27, a). 

2 ) Ygl § 27, b). 

s ) Die kier gewaklte Darstellung (173 a ) fur den Winkel ©, die man leickt 
durck Differentiation nack t verifiziert, kat im Gegensatz zu den Darstellungen 
durck inverse trigonometriscke Funktionen den Vorteil, eindeutig und stetig zu sein 



272 


Fiiaftes Kapitel Die WeierstraB’sche Theorie 


r = "j/(qp — aij) 2 + (H> — 


\^ = 


: r(£, a; 


t 

co = fit 


\^ — x 1 )ap t — {^ — y i )cp t 


d t ~ co (£, a) . 


( 173 ) 


Es laBt sieh nun stets eine positire, yon a unabh'angige Grofie angeben 1 ), 

so daB r>0 fur Alsdann sind die Funktionen r(t,a) und co(t,a) 

yon der Klasse 9 ) C ' in dem Bereich 


Fern ex ist 

**(0, a) = 1 , 

co (0 ,o) = a, 


o < £ <; £ , o<« < 2 tt. 


r fl (0, a) = o, >*(*, a + 2*) — r(#, a; , 

<a a (0 , a) = 1 , co (£, a + 2 #) = 65 & a) + 2 zr 


(174) 

(175) 

(176) 


Hieraus ergibt sick fur die Funktionaldeterminante 


der Anfangswert 




V (0, a) = 1 . 


(177) 


bfunmehr kann naan auf die Gleichungen (173) dea Satz you § 31, a) an- 
wenden, wobei den dort mit t , a, a 0 bezeickneten GroBen der Reihe nach die 
GroBen a, £, 0 entspreehen und erhalt das Resultat, daB man b so klein wahlen 
kann, daB die Gleichungen (173) eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem 
Bereicb (174) und dessen Bild in der r, co Ebene definieren, woraus sicbt der 
oben ausgesprocbene Satz durch Ubertragung auf die x , y -Ebene ergibt 
Statt dessen kann man auch folgendennaBen schlieBen 3 ): Nach § 21, b) 
folgt aus (175) und (177), daB sich eme positive Grofie l<^Jc so klein wahlen 
laBt, daB 

r t > 0, V>0 (179) 

fur 

0<:t<L — oo<a< + °°- 


*) Durck Anwendung des Taylor’schen Satzes erhalt man 

r = t ]/gpf 2 (0' t, a) -f- a ) x , O<0'<1, <J <; 0" <; 1 . (178; 

Man wende nunmekr den Satz von § 21, b) auf die Funktion 

9 *^ a ) + a ) 

-an. 

2 ) Der Wert t = 0 vemrsackt einige Schwierigkeiten ; man wende den 
Taylor’schen Satz an und benutze die Gleichungen (169), (171) und (172). 
Wesentlick einfacker gestaltet sick der Beweis, wenn qp(£, a), 'ip (t, a) regular sind 
s ) ISTack Bmss, Bulletin of the American Mathematical Society, 
Bd. XIII (1907), p. 321; der geometrische Grundgedanke des Beweises kommt 
mbrigens schon bei Weiehsteass vor* 
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Es sei jetzt P_das Minimum der stetigen , stets positiven Funktion r (Z, a i 
im Interval! 0 <Cj a 2 und P a ein von JP 1 verscln edener P un kt im Innem des 
Kreises 1 ; (P x , JR). Wir konstruieren den durch P 2 gehenden Kreis mit dem 
Mittelpunkt P 1 und bezeiehnen mit r 2 seinen Radius, so dab 

0 < r* < 2? . 

Alsdann schneidet jede Extremal e der Schar (168 j, deren Lange Jclemer ist 

ah l , den Kreis (P 17 r 2 > in emem und uur emem Punkt P s Denn lassen wir 
i von 0 bis l wacksen, so wachst die Funktion r(f, a) wegen (179) bestandig 
von 0 bis r(Z, «), sie mu 6 also fur emen Wert von t zwischen 0 und ?, den wir 
mit Z(r a , a) bezeichnen, den Wert r a annehmen. Aus der Periodizitat von r (Z, a j 
folgt, dab aueh die inverse Funktion t(r, a) m a period isch ist mit der 
Periode 'lit 

Lassen icir jetzt a von 0 bis 2zt icachsen, so beschreibt der Punkt P 3 den 
Kreis (P u r a ) genau evmnal , er mufi also durch jeden Punkt des Kreises , also 
aueh durch Pu gerade einmal hindurchgehen. 

Denn die Amplitude des Yektors P 1 P s ist bei passender Normierung ge- 
geben durek 

to (Z(r s , a), a ) ~ &(r 2 , a) . 

Nun ist aber 

dSl ^ a) 

W =Va + ». = - j 

und dies ist nacb (179) positiv, da 
t(r 2 , a) < l 

Lassen wir also a von 0 bis 2 or 
wachsen, so wachst &(r s , a) bestandig 
von &(r 2 , 0) bis &(r g , 2 it) Aus Grleichung 
(176) nnd aus der Periodizitat von <(r, a) 
folgt aber 

&(r gJ 2 it) — ii(r 2 , 0) + 2 it, 

wornit unsere Bebauptung bewiesen ist. 

Somit gebt in der Tat durch jeden Punkt P a im Innern des Kreises 
(P 17 P) eine und nur eine Extremale (S 12 , deren Lange kleiner ist als Z. Aus 
der Ungleicbung r t ^>0 folgt nocb weiter, dab diese ,,kiirzeste Extremale u (S ia 
ganz in dem Kreis urn P t mit dem Radius | P x P a | gelegen ist, und dab sie 
keine Doppelpunkte besitzt. 

Die duxeb Auflosung der Grleichungen (173), resp. (168) sich ergebenden 
inversen Funktionen Z 7 a smd nacb dem Satz uber impbzite Funktionen von der 


x ) Allgemein soli nach dem Yorgang von Habkness und Mobley unter der 
Bezeicbnung (A, r) der Kreis mit dem Mittelpunkt A und dem Radius r ver- 
standen werdeu. 

Bolza, VanationsrecJuiung 



IS 
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Klasse O', zunacbst als Funktionen -von r, to im Bereich 

0 <r < P , 0) < <o < £(>*, 0) -f *2 7C , 

und weiterbin auch als Funktionen von x , y in alien Punkten der entlang der 
Extremalen a = 0 anfgesclinittenen Kreisflache • 0 < (a? — 'r 1 ) s -f- {y — Uif <i P 2 . 

In gegenuberliegenden Pnnkten des Scbmttes bat die inverse Fnnktion 
a(x, y) die Werte 0 nnd 2sr; daber sind die Fnnktionen i(a?, y), pipe, y) = cp t (t, a), 
q(oc< y » = a) von der Klasse O' in der nnanfgescbnittenen Kreisflache mit 
AusscbluB des Mittelpnnktes P x . Im Pnnkt P x bleibt t(a?, 2/) stetig und bat 
dort- den Wert Null, wabrend p(£C, y) und q(x, y) unbestimmt werden Nabert 
sich aber der Punkt (#, y) langs einer Kurve © der Klasse O' dem Punkt P lr 
so nabem sicb p(c c, yp q(x, y) den Richtungskosinus der positiven Tangente an 
die Kurve © im Punkt P x . Letzteres folgt darans, daB nacb (,17B 2 ) die Funktion 
co(i, a) fur t— 0 gegen a konvergiert und zwar gleichmaBig in Beziebung 
auf a, 

Wir werden im AnschluB an nnsere friihere Terminologie sagen, 
die Kreisflache (P 1; B) bilde ein (uneigenthches) Feld von Extremalen 
urn den Punkt P v 

Man beweist 1 ) dann weiter mittels der WeierstraB’schen Kon- 
stmktion den 

Sat# II: 1st liegt der Kreis (P x , q) ganz im Innern des 

JBereicJies 0{ und is i 

F x (x, y, cos y, sin y) > 0 (< 0) (180) 

fur jedes x, y in (P 1? q ) und fur jedes y, so liefert die kur zests Extremals 
@ 12 von P x nacli einem im Innern von (P 1; q) gelegenen Punkt P 2 fiir 
das Integral J einen kleineren 2 ) (grojieren) Wert als jede an der e 
gewohnliche Kurve £, ivelche im Innern des Kreises (P 1? q) von P x 
nach P 2 gezogen werden kann. 

Ans § 21, b) folgt iibrigens, daB sich q stets diesen Bedingungen 
gemaB wahlen laBt, sobald die Voraussetzungen yon Satz I erfullt sind 

LaBt man in den Gleichungen (168) die Variable t von t^—h bis z um 
Wert 0 wacbsen, so stellen die Gleichungen einen im Punkt P x endigenden 
Bogen der Extremalen Q£ a dar. Definiert man nun die Funktion r(£, a) fur nega- 
tive Werte von t durcb 


l ) Vgl § 32. Der Punkt P 1 verursacht dabei einige Schwierigkeiten, da die 
Funktionen q in P t unbestimmt werden; dieselben erledigen sich jedoch unter 
Benutzung von A IV 4, wenn man beaebtet, daB die Funktionen q sicb be- 
stimmten endlichen Grenzen nahern, wenn der Punkt (x, y ) sicb dem Punkt P x 
langs der Kurve & nahert, und daB die Kurve (£, da sie eine gewobnlicbe Kurve 
ist, nur eine endliche Anzabl von Malen duicb P 1 gehen ka nn . 

*) Pftr den Naehweis, daB der Fall A 7=0 niebt eintreten kann, (vgL 
§32, b)), beaebte man, daB- A (t, a) = r V(t,a), sowie die Ungleicbung (179). 
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r(t, a) = * , 

dagegen co{t,aj ebenso wie friiher, so ist 
a) == — | Pj JFj , 

Indem man dann die friiheren Sehlilsse fur das Intervall ~ h<^t<^Q wiederholt, 
erhcilt man den 

Zusatz: Unter denselben Yoraussetzungen me im Sat# I lassen 
sick zivei Groften V und It' angeben, derarf daft von jedem van P x 
verscidedenen PunJd P 2 im Innern des Kreises (P 1? K) erne und nur 
eine Extremale @ 21 nach P 1 gezogen werden Jcann , deren Lange Tdeiner 
als V ist . 

Die Extremale @ 21 wire! im allgememen von S 12 verschieden sem. 
vgl. § 25, b). 

b) Abhangigkeit der GroBen l nnd R von der Lage des Punktes P x : 

Die Gr ofien l und Pi hangen natiirlich von der Lage des Punktes 
P t ab. Hieriiber gilt der folgende Satz: 

Sat# III: Ist £R 0 ein gang im Innern des Bereiehes 31 gelegener 7 
beschrankter 7 dbgeschlossmer Bereich , und ist das vorgelegte Variations- 
problem regular x ) in 3l 0 , so geltrn die varangehenden Resultate gleich- 
mdftig m bezug auf den Bereich 31 0; d. h. es lassen sich zwei von 
x X7 y x unabhangige positive Grofien l 0 und p 0 bestiinmen, derart daB 
irgend zwei Punkte P l7 P 2 von 3l 0? deren Entfernung kleiner ist als 
g Q , durcb eine und nnr eine Extremale @ 1S > verbunden werden konnen, 
deren Lange kleiner ist als Z 0 , und diese Extremale @ 12 liefert far 
das Integral J einen kleineren Wert, als jede andere gewohnliehe 2 ) 
Kurve, welclie im Innern des Kreises (P 17 q 0 ) von P x nach. P 2 ge- 
zogen werden kann. 

Um dies zn zeigen, hat man in dem vorangehenden Bewexs die Funktionen 
9 , ip; r 7 c o; V als Funktionen nicht nur von % a sondem auch von x u y 1 zu 
betrachten und sich dabei der Eigenschaften der Funktionen 36, g) zu erinnem. 
Es folgt dann zunachst nach § 23, a) Zusatz, angewandt auf die Menge 

t = 0 , in & 0 , 0<a<23r, 

daB sich eine positive, von a , ar 17 y 1 nnabhangige GrOBe h 0 angeben lafit, der- 


*) D h es ist 

Pi (#•> 2/i cos 7i sin y) =j= 0 

fur jeden Punkt (#, y) von 8i 0 und fur jedes 7 , vgl. § 27, a). 

Wegen der Ausdehnung des Satzes auf Knrven der Klasse K siehe 
§ 35, d), Ende. 


18 * 
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art daB das Regularitatsintervall fur jede, von einem beliebigen Punkt P 1 von 
£R, 0 ausgehende Extremale das Interval! t J < h 0 enthait 

Sodann zeigt man mittels des Satzes von §_21, b), daB sich zwei weitere, 
von a, x t , y 1 unabbangige GrcJBen k 0 <^h 0 und Z D <}& 0 angeben lassen, derart daB 


fur 

und 

fur 


r(t, rtf; x t , Vi) > 0 

0<i^A- 0 ; in 9l 0 ; — oo<a< + oo, 

r/t,a-, x 1 ,y 1 )> 0, V(/, a; jrJ > 0 (181) 

0<^<!*o; («i,2/ t ) » — oo<«< + oo. 


Ferner sei P 0 
Bereich 


das stets positive Minimum der Funktion r(i 01 a; x 11 y l ) in dem 
(&,2/i) in &»; (182) 


SchlieBlich bestimmen wir nach § 21, a) und b) eine Umgebung [<5^ , welche 
im Innem von entkalten ist, und in welcher das Problem auch noch regular 
ist. Dann ist q 0 die kleinere der beiden Grofien jR 0 , d. 

Die kurzeste Extremale @ 12 brauckt selbst niekt ganz im Bereich zu 
liegen In dem speziellen Fall, wo sick eine positive Grofie 6 0 <^g 0 angeben 
lafit, derart daB fur je zwei Punkte P 1} P 2 von £Ft 0 , deren Entfernung kleiner 
als <? 0 ist, die sie verbindende kurzeste Extremale (S 12 stets in #i 0 entkalten ist, 
sagen wir, der Bereich 9i 0 sei „extremal-konvex“ 

Fur spatere Anwendungen scklieBen wir kier nock einige weitere, die 
gleichmaBige Konvergenz betreffende Folgerungen an: 

In dem man die Stetigkeitss'atze und den erweiterten Yorzeickensatz von 
§ 21, b) auf die Funktion 

9 a) + fe 2 (t", a) 


der fiinf Yariabeln t', t'\ a, x t , y x anwendet und von Gleickung (178) Gebrauch 
macht, erhalt man das Resultat, daB 


L 
t - o 


g) 

t 


1 , 


(183) 


gleickmaBig 1 ) in Beziehung auf den Bereich (182), und daB sich zwei positive, 
von a, x t , y t unabbangige Konstante g 0 und G 0 angeben lassen, derart daB 

. , 9ot<tr(t,a)<!:G- 0 t (184) 

m dem Bereich 

0^a^2», (x t , 2/J in St 0 , 

was sich auck so aussprecken BiBt: Sind P 1? P 2 irgend zwei P unk te von 5t 01 


i ) Ygi a n 6. 
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deren Entfemung kleiner ist als P 0 , und ist ? 12 die Linage der von P t nach P 2 
gezogenen „kiirzesten u Extremal en (S 12 , so ist 

9oh% ^ 7^ P 2 j < (r 0 Z 12 . (184 a) 

Ist femer N 0 das Maximum der Funktion F x, y, eo& y, sin yi im Bereich 
(182), so erhalt man fur den Wert J Xi des Integrals J entlang von P a nach 
P 2 die Ungleichung 

\J lt |a P,P, . (184b) 

Weiter folgt ans (173*'}, daB 

L[a>(t, cij — «] = 0 (185; 

t-0 

glei chmaBig in Beziehung anf den Bereich (182;. 

Endlich ist 

L [F (gp ( t , a ) , ( t, a; , < 5 p, (t, aj , ib i (t, a;) — F(x 1 ,y l , cos rt , sin a ; ] = 0 

und (186) 

P [P(# x , y t , cos <o (t, a) , sin © (t, a i) — F (x t ,y t , cos or, sm a ■] = 0 

ebenfalls gleichmaBig in Beziehung auf den Bereich (182). 

c) Der definite Pall: 

Ein Yariationsproblem lieiBt positiv (negativ) defiutt 1 ) in emer 
in der x 3 ^/-Ebene gelegenen Punktmenge, wenn fiir jeden Punkt (x, y) 
dieser Menge und fur jeden Wert yon y die Ungleichung gilt 

F(z, y y cos y 7 sin y) > 0 (< 0) . 

Wir fiigen nun den unter b) gemachten Yoraussetzungen noch die 
weitere hinzu, daB unser Problem in Beziehung auf den Bereich 9V 0 
definit sein soil. Alsdann lassen sich die vorangegangenen Resultate 
zu folgendem Satz 2 ) erweitern: 

Sat z IV: Ist 6l 0 ein beschrankter , abgeschlossener , gam im Innern 
von £R, gelegener JBereich ? und ist gleichzeitig 3 ) 

F x (x, y , cos y, sin y) > 0, (180) 

F(x, y, cos y, sin y) > 0 (187) 

fur jeden Punkt (x, y ) von 6l 0 und fiir jedes y, so lafit sich eine posi- 
tive Grofie d 0 bestimmen , der art daft irgend 0 wei Punkte P x und P 2 

*) Nach Caeatheodoby (Mathematische Annalen, Bd LX1I (1906), p. 456) 
*) NachBniss, Transactions of the American Mathematical Society, 
Bd. V (1904), p. 123. 

s ) Nach § 30, b), vierte Folgeiung aus der Belation (125), mussen bei einem 
gleichzeitig defmiten und regularen Problem F x und F dasselbe Zeiehen haben. 
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von Sl 0 , deren Ahstand Jdeiner ist cils d 0 , durcJi eine JExtremale (S 12 
ohm mehrfache Punkte verbunden icerden Itimnen, welche einen Ideineren 
Wert fur das Integral J UefeH, als jede andere geivohnliche 1 ) Kurve, 
welche nn Bereich Sl 0 von P t nach I\ gezogen icerden foann. 

Liegt die Extremale @ 12 selbst ganz im Bereich Sl 0? so liefert 
sie daher ein absolutes Minimum fur das Integral J in Bezieliung 
auf die Gresamtheit aller gewohnlichen Knrven, welche in von P i 
nach P 2 gezogen werden konnen. Dies wird stets stattfinden, wenn 
der Bereich 9l 0 „extremal-konvex u 2 J ist und d 0 hmreichend klein ge- 
wahlt wird. 

Beweis: Aus der Voraussetzung (187) folgt zunachst, daB wir auf den 
Extremalen der Schar (168) statt des Bo gens t den Wert des Integrals J, ge- 
nommen vom Punkt P x bis zum Punkt t der betreffenden Extremalen, also 
die Grofie 

t 

u(t, a)= a)dt , 

o 

als Parameter einfuhren konnen, wobei £ a) wieder durch (83) defimert 
ist. Denn da nach (187) die Ableitung u t = £F(t, a) bestandig positiv ist, 
so konnen wir die Gleichung- u = u{t, a) eindeutig nach t auflosen, und die 
Einsetzung des gefundenen Wertes in die Gleiehungen (168) ergibt fur die Ex- 
tremalenschar durch den Punkt P 1 eine Darstellung von der Form 

r „ x = q >[ «,«], y=x{,[u, a]. (188) 

Im Bereich 

0 <><>(Z o ,a), (189) 

haben die Funktionen cp\u, a], ip[u, a ] dieselben Stetigkeitseigenschaften wie 
die Funktionen cp(t , a), tyit, a) im Bereich (170) tlberdies sind sie periodisch 
in a mit der Periode 2%. 

Gleichzeitig geht die Funktion r(t, a) in eine Funktion von u und a uber, 
die wir entsprechend mit r[u, a] bezeichnen Wegen (181) ist dann 

*«!>, a]>0 (190) 

im Bereich (189) Ist weiter m Q das stets positive Minimum der Funktion 
F(x, y , cos 7, sin y) im Bereich 

(x, y) in & 0 , 0 y < 2^, (191) 

so ist 

ni 0 1 ^ u(f, a) . (192) 

1 ) Ber Satz bleibt auch noch richtig fur Yergleichskurven der Klasse K, 
vgl § 35, d) und p. 279, FuBnote 8 ) Fur Yergleichskurven, deren samtliche 
Punkte auf % liegen, ist dabei das Zeichen durch zu ersetzen 
*) Ygl. die Definition von extremal-konvex auf p. 276. 
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Aus a 78) and (192'. leitet man dann das weitere Kesultat ab, daf$ es eine von 
t a , x 1% 2/ x , unabhangige GroSe gibt, derart dafi in dem Bereicb 


r[u, a] < K 0 u. H93* 

Nach diesen Vorbereitungen wahlen wir eine positive Grofie c kleiner aL 
K 0 und gleichzeitig kleiner als das stets positive Minimum der Funktion 
u,(ll {i , a; y x ) im Bereieh < 182} und betraebten die Kurve 1 )* 


^ = gp[c, a], y = %\c, a], 

0 < a <( 2n; . 

Dieselbe ist eine stetige , geschlossene 
Kurve ohm mehrfache Pinikte (eine 
JordaKsche Kurve;, da sie wegen 
(193) ganz im Innern des Kxeises 
(P x , g Q ) liegt Das Innere ^ der Kurve 
$ ist das emeindeutige Abbild des 
Bereiches 

0 <( u <( c , 0 <^a 





mittels der Transformation (188) 

Ist daber P 2 ein von P 1 ver- 
scbiedener Pnnkt im Innern der Kurve 
$ und (S 12 die kiirzeste Esdremale von 
P 1 nach P 2 , so ist der Wert / 12 des Inte- 
grals J entlang (S 12 kleiner als c . Zieben wir jetzt ixgend eine andere gewohnliche ^ 
Kurve (£ von P x nacb P 2 , welcbe ganz im Bereicb 0t o liegt, so ist der Wert Ji lg 
des Integrals /, genommen entlang (£, grober als J" 12 

Wenn die Kurve © ganz in dem von der Kurve $ begrenzten Bereicb ver- 
lauft, so liegt sie a fortiori im Innern des Kreises (P x , (> 0 ) und die Behauptung 
folgt nacb b). Es ist also nur notig, den Fall zu betraebten, wo die Kurve (£ 
aus dem von der Kurve $ begrenzten Bereicb beraustritt Sei P s der Punkt, 
wo die Kurve (5 zum ersten Mai 4 ) die Kurve $ sehneidet; ziebe die kurzeste 
Extremale von P x nacb P 3 . Dann ist nacb b) 


Fig 43 


Also ist a fortiori 


^18 ^ ^13 C ^ ^12 * 

^12 i 


(194 


da wegen der Voraussetzung (187): e7i 2 OP ls * 


1 ) Die Kurve ist nach § 44, b) eine Transversale der Extremalenschar durcb 
den Punkt P x . 

2 ) Vgl. A VI 2. 

d ) Der folgende ScbluB bleibt aucb nocb besteben, wenn die Kurve (£ von 
der Klasse K ist, vgl § 35, d) 

4 ) Vgl. Jordan, Cowrs d’ Analyse, Nr. 103. 
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1st endlich c? 0 das stets positive Minimum dei Funktion r[c, a; x 1} y x ] im 
Bereich (182), so liegt der Kreis (P n d () ) ganz in dem von der Kurve £ be- 
grenzten Bereich, und die Ungleichung '194) gilt daher a fortiori, wenn der 
Punkt P 2 im Innem des Kreises (P^ cl Q j liegt, womit der Satz bewiesen ist 

§ 34. Der Osgood’sehe Satz. 

Wenn eine Fnnktion f(x) an der Stelle x = a ein eigentliches, 
relatives Minimum besitzt, so kann man eme positive GroBe k an- 
geben, so daB 

fix) — f(a) >0 fur 0 < | x — a <; A . 

Dies gilt, gleichgiiltig ob die Funktion f(x) stetig oder unstetig ist. 
Wenn aber f(x) im Interval! [a — k, a + A] stetig ist, so besitzt sie 
iiberdies nocb folgende Eigenschaft: Zu jeder positiven GroBe Z. die 
kleiner ist als k , gehort eine positive GroBe s v derart daB 

fix) — f(a) ;> s t fur l < x — a J < k . (195) 

Denn alsdann erreicbt f(x) fiir das Intervall [a — k ? a — Z] ein ab- 

solutes Minimum in einem Punkt x x des Intervalls; ebenso fiir [a+Z, 
a + k] in x 2 , und es ist dann f(%~) > f(a), f(x 2 ) > f(a). Bezeichnet 

daher e l die kleinere der beiden positiven Differenzen f{x x ) — f(p\ 

f(x 2 ) — f{a), so gilt in der Tat die Ungleichung (195). 

DaB unstetige Fnnktionen diese Eigenschaft im allgemeinen nicht 
besitzen, zeigt Osgood dnrch das Beispiel: 

1, wenn x irrational* 

1/q, wenn # = wo p, q zwei positive ganze Zahlen 

ohne gemeinsamen Teiler sind*, 

0, wenn x = 0 . 

Diese Funktion hat fur x = 0 ein eigentliches Minimum, ohne die 
oben angegebene Eigenschaft zu besitzen. 

Wie Osgood 1 ) gefunden hat, gilt nun ein ganz analoger Satz 
fiir das eigentliche, starke Extremum eines bestimmten Integrals. 

a) Der Fall eines Extremums „im Grofien": 

Die Analogie ist am vollstandigsten bei der folgenden von Hahn 2 ) 
herriihrenden Fassung des Satzes: 

*) Transactions of the ’American Mathematical Society, Bd. II 
(1901), p 273. 

2 ) Monatshefte fur Mathematik und Physik, Bd XYH (1906), p. 63; 
auch der im Text gegebene Beweis ruhrt von Hahn her In der genannten 
Arbeit verallgemeineri Hahn den Satz auch auf isopenmetrische Problem© und 
auf das Lagrange’sche Problem 
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Es sei (£ 0 ein die beiden Punkte P t und P 2 vet bhidender Extre- 
malenbogen ohne mehrfache Punkte , fiir icelcheu die Bedingungen (IF), 
(IIP), (IY ’ ) und aufierdem in den beiden Endpunkten die Be - 
dingungen 

F 1 {x v i/ x , cos y, sm y) > 0 , y 27 cos 7 , sin y) > 0 (196) 

fur jedes y erfidlt sind . Alsdann existiert eme Umgebung of des Bogens 
© 0 ro/* folgender Beschaff'enheit: Zu jeder ganz im Innern von of ge- 
legenen (aber nicht mit of identischen) Umgebung 91 des Bogens 
gehoti eine positive Grope s n t , derart dap fur jede geuohnliche von P x 
uadi P 2 gezogene Knrve S, itelche gcmz im Bereich aber nicht ganz 
im Bereich 91 vertauft , 

(197) 

Beweis: A us der Voraussetzung (196 -l) folgt zunacbst nacli 
Satz II von § 33, daB wir urn den Punkt P x einen ganz im Innern 
von 31 gelegenen Kreis (P^Qj) bescbreiben konnen, m weldhem das 
Problem positiv regular ist, und lessen Inneres em Feld urn den 
Punkt P t bildet, geliefert von der Extremalenscbar dureh den 
Punkt P x 

Sei P 0 4 = P 1 ein Punkt des Bogens @ 0 im Innern dieses Kreises. 
Dann folgt weiter nach § 31, a) und § 32, b) aus den Voraus- 
setzungen (II 7 ) und (IIP), daB sicb zwei GroBen h 7 k so klem wahlen 
lassen, daB die Extremalenschar durch den Punkt P x zugleicb aucb 
ein Feld k um den Bogen P 0 P 2 von @ 0 liefert, und daB iiberdies 
die Bedingung 

y\ p(p> y), y ); cos e ? sm 0) > o (198) 

fur jedes 8 in alien Punkten (x 7 y) von of A k erfiillt ist. 

Es sei <$[ die Gesamtbeit derjenigen Punkte, welehe entweder 
zur Kreisflache (P 17 g x ) oder zu oder gleicbzeitig zu beiden ge- 
boren; C 2 ^ ist dann eine Umgebung des Bogens @ 0 und bildet ein 
Feld um denselben. Ist P 3 irgend ein Punkt im Innern von so 
konnen wir von P x nach P 3 eine Feldextremale @ 13 zieben. Ist 
andererseits irgend eine gewobnliche, die beiden Punkte P x und 
P 3 verbindende Kurve, welcbe ganz in <$ verlauft, so folgt aus dein 
WeierstraB’schen Satz, daB in bekannter Bezeichnungsweise 

^13 > ^13 * 


( 199 ) 
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Granz ebenso konnen wir nun ein zweites Feld cP 2 um den Bogen 
© 0 konstruieren, welches die analogen Eigenschaften in Beziehung 
auf die Extremalenschar nach 1 ) dem Punkt P 2 besitzt, d. h. yon 
jedem Punkt P 3 von qJJ la£t sich eine Feldext remale @ 32 nach dem 
Punkt P 2 ziehen nnd Venn @ 2 eine gewohnliche ganz in cp ver- 
laufende Kurve 1st, die von P 3 nach P 2 gezogen ist, so ist 

( 199a ) 

Wir bezeichnen jetzt mit of irgend eine Umgebung des Bogens G 0 , 
welche gleicbzeitig in qJJ_ und c^ entbalten ist. Ist dann P 3 ein 
Punkt im Inuern von of ? so konnen wir beide Extremalen und 
(S s3 ziehen Wir betrachten nun die Differemz 

f V, y 3 ) = V + J 32 — * djo 

Dieselbe ist erne nn Innern von d eindeutig defimerte und stetige 
Funktion der Koordinaten x 3 , y z des Punktes P 3 . Sie verschwindet, 
wenn der Punkt P 3 auf dem Bogen @ 0 liegt; in alien anderen Punkten 
ist sie positiv, da der Bogen @ 0 ein eigentliehes starkes Minimum 
fur das Integral J liefert. 

Nunmehr sei 91 irgend eine Umgebung von C£ 0? welche ganz im 
Innern von of liegt (ohne mit of identisch zu sem), und es sei V 

diejenigeMenge von Punkten 
von o^ welche nicht zu 91 
gehoren, unter Hinzurech- 
nung ihrer Haufungspunkte. 
Die Menge ^9 ist dann ah- 
geschlossen und enthalt 
keinen Punkt von @ 0 . Daher 
besitzt die Funktion s(x 3 ,y^) 
in ^ einen positiven Mini- 
malwert, den wir mit s qj 
bezeicbnen ? so daB also in *<9: 

+ ^32 'V > € W' (200) 

Endlich sei © irgend eine 
gewohnliche, von P t nach 
P 2 gezogene Kurve, welche ganz im Innern von o£ aber nicht ganz 

x ) Vgl. § 33 a), Zusatz. 
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in 21 yerlauft, und es sei P 3 eim Punkt yon weleher nicht in 21 
liegt. Alsdann gelten gleichzeitig die Ungleich nngen f'199) 7 fl99a) 
und (200 j and darans folgt 

^12 '^12 > f & * 

•was zu. heweisen war 

Zusatz : Der Satz gilt auch noch m etwas modifizierter Form, 
wenn die beiden Bedingungen f 196 j in den beiden Endpunkten nicht 
erfilllt sind. Der Bereich 2.1 muB dann so heschaffen sein, daB der 
komplementare Bereich V keinen Pnnkt mit der Fortsetznng des 
Bogens @ 0 uber die beiden Punkte P 1 und P 2 hinaus gemeinsam hat 1 ) 

b) Der Fall des Extremums „im Kleinen": 

Fur spatere Anwendungen moge auch noch die Modifikation des 
Osgood'schen SatzesA fur den Fall ernes Extremums ,,im Kleinen* hier Platz 
linden: 

1st 0t o ein besckrankter. abgeschlossener Bereich im Innern von SI, und 
ist das vorgelegte Yariationsproblem regular in Beziehung auf den Bereich 0l o , 
so laBt sich eme positive G-roBe r 0 bestimmen , derart daB nicht nur je zwei 
Punkte P lf P 2 von 0i o , deren Entfemung kleiner als r 0 ist, sich durch eine 
kiirzeste Extremale © 12 verbinden lassen, sondern daB gleichzeitig fur diese 
Extremale auch noch der folgende Satz gilt: 

Jeder Umgebung des Extremalenbogens (S 12 > welcM ganz im Innern des 
Kreises (P lf r 0 ) liegt, lafit sich eine positive Grofie e q ^ zuordnen , derart dafi fur 
jede die beiden Punkte P 1 und P 2 verbindende gewohnliche Kurve (X, welche ganz 
im Innern des Kreises (P x , r 0 \ aber nicht ganz m hegt , die Ungleichung gilt 

Pi 2 ^ • (197 aj 

B e w e i s : Nach § 21, a) und b) konnen wir zunachst eine geschlossene Umgebung 

von £R, 0 bestimmen, welche ganz im Innern von Si liegt, und in Beziehung auf 
welche das Problem ebenfalls noch regular ist. Fur diesen Bereich be- 


*) Hahn beweist dies, indem er auf der Fortsetznng von (£ 0 uber P 17 
resp. P 2 , hinaus zwei Punkte P x \ resp. P 2 ', annimmt und dann statt der Extre- 
malenscharen durch P x und P 2 diejenigen durch P/ und Pf hetrachtet. 

Ebenfalls ohne Benutzung der Voraussetzungen <196) und wieder in etwas 
anderer Fassung werden wir den Satz in § 46 mit Hilfe der Kneser’schen 
krummlinigen Koordinaten beweisen 

2 ) In der Hauptsache nach Caratheqdorv (Mathematische Annalen, 
Bd. LXH (1906), p. 490), der den Satz fur den allgemeineren Fall von gebrochenen 
Extremalen beweist. 
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stimmen wir die m § 33, b) definierten 1 GroBen l u R t und bezeichnen mit r 0 
eine positive GrbBe, welche den Ungleichungen gemigt: 


>o < 



1 201j 


Sind dann P,, P 2 irgend zwei Punkte des Bereiches 3l 0 , deren Abstand 
klemer ist als r 0 , so konnen war von P t nach P 2 eine wie in § 33, a ; definieite 
kurzeste Extremale @ 12 ziehen 

Sei jetzt (£ irgend eine andere gewobnliche Kurve, welcbe ebenfalls die 
beiden Punkte P 1 und P 2 verbindet und ganz nn Innem des Kreises (P x , r 0 ) 
verlauft, und sex P, irgend ein Punkt von (£, der niehfc zugleicb auf (£ 12 liegt. 
Dann konnen wir zunacbst von 1\ aueb nach P s eine kurzeste Extremale (S 13 
zieben, und es gilt die Ungleicbung 

As ^ As * 


Weiterhin konnen wir aber aucb voxn Punkt P s nacb dem Punkt P 2 eme 
kurzeste Extremale zieben. Denn aus der Ungleicbung (201) folgt, daB der 
Punkt P, im Bereicb 3t x liegt und iiberdies ist 

P 8 P 2 |<2r 0 <P 1 . 

Die Extremale @ sa liegt ganz im Innern des Kreises (P 3 , 2 r 0 ); in demselben 
Kreise liegt aber aucb der Bogen P S P 2 der Kurve (£, da ja der Kreis (P ls r 0 ) 
ganz im Innern des Kreises (P s , 2r 0 ) entbalten ist Der Kreis (P 3 , 2? 0 ) seiner- 
seits liegt ganz im Innem des Kreises (Pi, 4r 0 ), und da letzterer wegen der 
Ungleicbung (201) ganz in £Ft 1 entbalten ist, so liegt der Kreis (P 3 , 2r 0 ) ganz 
im Innern von 31, und das Problem ist regular in Beziebung auf den Kreis 
fp,, 2 r 0 ). Daraus folgt aber, daj3 


Andererseits ist aber 


As As 


As A As As i 


wie daraus folgt, daB die aus den beiden Extremalenbogen @ 13 , @ s2 zusammen- 
gesetzte Kurve ganz im Innern des Kreises (P 1 , 4r 0 ) liegt. 

Indem man nunmebr wie unter a) weiter schlieBt, erh&lt man die zu be- 
weisende Ungleicbung (197 a). 


§ 35. V erallgemeinerung der Bedeutung des Kurvenintegrais. 

Wir haben uns in alien bisherigen Untersuchungen auf ^gewohn- 
liche“ Kurven beschrankt. Diese Beschrankung war in der Tat not- 
wendig ftir die meisten nnserer Beweise, sie liegt aber niebt in der 


b Entsprecbend den dort mit l 0J R 0 bezeichneten GroBen. 
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Natur des bebandelten Problems; vielmehr ware das natiirJichste, alle 
diejenigen Kurven zuzulassen, fiir welcbe das Integral 

Jx 

J = / F(x , y , x\ ii)dt 

h 

emeu bestimmten, endlichen Wert bat. 

Fiir viele geometrisehe Probleme ist es jedoch wiin scherts wert, 
die Klasse der zulassigen Kurven nocb weiter auszudebnen. 

a) Beispiel der Lange einer Knrve: 

So ist z. B. die Aufgabe, die kurzeste Kurve zwischen zwei 
gegebenen Ponkten Pv A zn bestimmen, nicbt genau Equivalent mit 
dem Problem, das Integral 

Jx 

J—fy x '*+ y 2 (It 

h 

zu einem Minimum zu machen, weil der Begnff der Lange aucb noch 
fiir Kuryen eine Bedeutung bat, fur welche das Integral seme Be- 
deutung yerliert, msbesondere aucb fiir Kuryen, welcbe keine Tan- 
genten besitzen. 

Die Lange emer stetigen Kurye 

S: x = q>{t), y = 4>(t) , (202) 

wird folgendermaBen definiert l ) : 

Man betracbte irgend eine Teilung U des Interyalls \t x t%\ in 
n - j- 1 Teilintervalle mittels der Zwiscbenpunkte r v x n7 wobei 

^ ^ * <C * 

Die zugeborigen Punkte der Kurve £ seien: Qv * • •> Qn ; 

ibre Koordinaten: x 1} yj £ 1; | 2 , 7^ 2 ; . . £ a , 7j n - y 2 ; dann ist die 

Lange des der Kurve S eingescbriebenen geradiinigen Polygons 
dessen Ecken eben diese Punkte in der an gegebenen Reihenfolge smd: 

W n = vyc + , (208) 

v = 0 


x ) Ygl. Jordan, Cours d’ Analyse, Bd. I (1893), Nr 105 — 111. Diese Defi- 
nition ist fur unseren gegenwartigen Zweck am bequemsten. Die Peano’sche 
Definition wird unter c) zur Sprache kommen. 
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wobei 

^ 4-1 ^ tj V 3=5 hi +1 hi ’ 

mit der Yerabredung, daB 

T 0 ~ ^1? £o ^ *^1' ho ~ Hi r n -\- 1 ^ ^2? ^n + 1 ~ ^2’ hn + 1 ~ Vt 

Wetm dann die Summe I V n gegen eine bestnmnte, endliche Greuze J 
konvergiert. wenn n ins Un endliche wachst, aber so, daB gleichzeitig 
alle Differenzen r t+1 — t v gegen Null konvergieren x ), 

J=LW n , 

AT =0 

so sagt man, die Kurve S babe eine endliche Lange, deren Wert 
gleich J ist. Und man nennt eine Kurve „reJtfiftzierbar iiT ), wenn sie 
stetig ist und eine endliche Lange hat. 

Wenn die ersten Ableitungen (p'(f), ip\t) existieren und stetig 
sind im Intervall [t x fj , so kann die Lange durch das bestimmte 
Integral 

a 2 

jy^TT^dt 

h 

ausgedriickt werden. 3 ) 

b) Verallgemeinernxig der Bedeutung des Kurvenintegrals J : 

In ganz analoger Weise hat Weierstrass 4 ) die Bedeutung des 
allgemeinen Integrals 

J =f F(x, y, y) dt 

h 

auf Kurven ausgedehnt, welche nicht zur Klasse der ,,gewohnlichen“ 
Kurven gehoren. 


l ) D. h. zu jedem positiven s gehort eine zweite positive Grofie d e der- 
art, daB 


\J-W If \<8 


fur alle Teilungen IT, bei welchen samtliche Differenzen r r + 1 — % v kleiner 
sxnd als 

2 ) Vgl. Jordan, loc. cit. Nr. 110. 

3 ,> Vgl. Jordan, loc. cit Nr. Ill und Sronz, Transactions of the 
American Mathematical Society, Bd. lH (1902), pp. 28 und 803. 

4 ) Vorlesimgen 1879; vgl. auch Osgood, Transactions of the American 
Mathematical Society, Bd. II (1901), pp 275 und 293. 
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WIr setzen yon der Kurye 2 vorans, daB sie ganz Im Innern 
des Bereieii.es S\. liegt nnd steiig ist, und betraehten nunmehr, wie 
oben ? erne Teilung 12 des Intervalls und bilden die Summed 

n 

W JJ fj t , A'i, . A J J ), ,'204 i 

j =0 

die als die naturgemaBe Yerallgememerung der Sum me (208} er- 
sebeint, und die wir wegen der Homogeneitat der Function F auch 
scbreiben konnen 

W n r lt , cos u,, sia coj r t >204a* 

7 =0 

wenn r v und co v die Lange, resp die Amplitude des Vektors Q V Q V+1 
bedeuten. 

1st die Kurve 2 von der Klasse (* 7 so konvergiert die Summe W n 
lei dem angegebenen Grenzubergang gegen das Integral J^(P 1 P 2 ): 

A* 

L W n = j F(Xj y , x ? y ) dt . 

\ t = 0 Jr 

h 

Berm das Integral Jg lafit sieh alsdann nach dem Mittelwertsatz schxeiben 
Jg =2 F(x, y, x', y') dt = 

r=0* 

1 V 

n 

« =0 

-wo t y ' einen Mittelwert zwischen und T r+1 bedeutet 
Andererseits ist 


A i„ = 9>'«0 ( T ,. +1 — v 7 A JJ, = ( r ,.+ i — V ! 

wo r/" wieder Mittelwerte zwischen r v und t y +1 sind. Daraus folgt wegen 
der Homogeneitat von Fi 

n 

Wjj <p’ {*,"), (*, + i — *,) . 

i=0 


b Sollte Q v + 1 «= ^ sein, so ist dabei F(f y , 0 T 0) dureh 0 zu ersetzem 
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Aus der in der Definition einer Kurve der Klasse C enthaltenen Annahme- 
+ in [t : t s ], folgt dann nacb § 21, b), daB man eine abge- 

schlossene Umgebung €L der Menge 

i, t' = t" 

im Gebiet der Variabeln t', t" angeben bann, derart daB 

<?,*«') + in <Si- 

Die Funktion tint), <p'i t'), il '/it")) der Variabeln t, t', t" ist dann gleich- 

mafiig stetig in dem Bereich 

i, <!/<!#,. in 6L. 

Bieraus und aua der gleicbmaBigen Stetigkeit der Funktionen <f(t), y(t) folgt 
dann, daB man zu jeder positiven GroBe s eine zweite positive GrbBe 3 S be- 
stimmen kann, derart dafi 

F(<p (t/>, ifXr,'), qp'lr/), i|>V — F{qHt r ), ip(r,), y'O. l^O), <* 

Dir jede Teilnng U, deren samtlieke Intervalle kleiner als S e sind. Is ist 
dann also 

1 ^77 — r -^£ ^ g (^2 A ) i 
'womit die Behauptung bewiesen ist 

Dasselbe Resultat gilt auch noch fiir gewohnliche Kurren mit 
einer endlichen Anzahl you Ecken, wie man sick durch Betrachtung 
solcher spezieller Teilungen uberzeugt, welche die Ecken als Teilungs- 
punkte enthalten. 

Wir kommen nunmehr naek WeierstrasS liberem, allgemein 
fur irgend welche stetige Kurye £ das Integral 

7 s (Pj P 3 ) = fF{x, y, x, y) dt 

h 

durch den Grenzwert der Summe W n zu defimeren, in alien Fallen, 
in welchen W n bei dem angegebenen Grenzubergang gegen eine 
bestimmte ? endliche Grenze konvergiert. Dies ist eine naturgemaBe 
Yerallgemeinerung der Definition des Kuryenintegrals, da sie ; wie wir 
eben gezeigt haben, fiir gewohnliche Knryen mit der gewohnlichen 
Definition ubereinstimmt. 

Die folgende Modification 1 ) der WeierstraB'schen Definition 
des verallgemeinerten Kurvenintegrals wird sich spater als niitzlich 
erweisen: 


*) VgL Osg-ood, Transactions of the American Mathematical 
Society, Bd II (1901), p. 293. 
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Da die Kurve 2 ganz im Innern des Bereicbes A liegen sollte, 
so wird das geradlinige Polygon mat den Ecken P 17 ft, ft, . ft y 
P 3 ebenfalls ganz im Innern von A liegen, vorausgesetzfc, daB die 
samtlichen Differenzen r v+l — % x hinreichend Hein gewabli worden 
smd. Unter dieser Voraussetzung bezeiehne V n das Integral J f ge- 
nommen entlang dem Polygon ijj n von P t bis P 2 . 

I Venn alsdann die Kurve 2 rektifizierbar isf , e/ne cfer 

Summen W n und V n fur LAz = 0 cj ccjen eine bestimmte, eudlirhe 
Greuze Iconvergiert, so l;om:< rgiert die andere Summe gegen deusplhen 
Grenzicert , so daB man aucli definieren kann 

JJP 1 P 2 ) = L Y n (206) 

a r = 0 

Denn hezeiclmen wir wieder mit r v und co v die Lange, bzw. die 
Amplitude des Vektors ft ft +1 und setzen 

Ir 8=8 + $ C ‘OS CO, , V, = 7J, + S sm G> r , 

so konnen wir unter Benutznng der Homogeneitat der Funktion F 
die Differenz V If — W n schreiben: 

n r v 

r n ~ W n f\r(l r , r h , cos to, , sin to,; — F(£, , rj r , cos to,,, sin to„)] els . 

V = 0 o 

Hieraus folgt dann die Bebanptung, wenn man den Satz iiber die 
gleicbmaBige Stetigkeit anf die Funktion 

F(x, y 7 cos y, sin y) 

anwendet. 

In dem wir uns in der Folge auf rektifizierbar© Kurven be- 
schranken, werden wir die Gesamtbeit alter rektifizierbaren Kurven, 
fiir welche die Summe W n gegen einen bestimmten endlicben Grenz- 
wert konvergiert, )} die Klasse K i! nennen. 

e) Zweite Definition des verallgemeinerten Kurvenintegrals : 

Pur spatere Anwendungen erwahnen -wir bier noch eine zweite Definition 
des verallgemeinerten Kurvenintegrals, welche als naturgemafie Verallgemeinerxmg 
der Peano’schen Definition 1 ) der Lange einer Kurve erscheint. Peano definiert 
namlich als Lange der Kurve £ die obere Grenze der Werte der durch die 
Gleichung (203) definierten Summe W n fur alle moglichen Teilungen FI des 

x ) Vgl Peano, Appheaziom geometriche del Ccdcolo infinitesimals? (Turin 
(1887), p 161. 

B o 1 2 a , V ariaiionsrechntmg. 


19 
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Intervalls [!*£,]. DieBe Definition hat den Yorzug, daB bie in alien Fallen fur 
die Lange einen bestimmten, wenn auch moglicherweise unendlichen, Wert liefert 
Wenn die obere Grenze endlich und die Kurve 2 stetig ist, so laBt sich zeigen, 
daB die obere Grenze der Werte W TJ zugleich in dem unter a, erklarten Sinn 
die Greuze von W n for At — 0 ist, so daB also m diesem Fall beide Definitionen 
zu demselben Resultat fuhren 1 ) 

Cm diese Definitionen und Resultate aui den allgemeinen Fall unseres 
Integrals J ausdehnen zu konnen, machen wir fiber die Kurve 2, die wir nach 
wie vor als stetig voraussetzen, die weitere Annahme , daB unser Y ariations- 
problem entlang dei Kurve 2 regular ist, und zwar, um die Ideen zu fixieren, 
positiv regular 

Wir konnen dann zunachst nach § 21, a) und b) eine geschlossene ganz im 
Innern von 31 gelegene Umgebung 

der Kurve 2 angeben, in welcher das Problem ebenfalls noch regular 
ist Ferner gehort nach dem Satz fiber gleichmaBige Stetigkeit, ange- 
wandt auf die Funktionen g?(i), ^(tj, zu jedem s eine zweite positive GroBe 
A(e), so daB fur je zwei Punkte P' (t')i P"(t”) der Kurve S, fur welche 
f — t" |<A(s), stets P'P" |<€. Sei jetzt die positive GroBe B 0 fur den 
Bereich & 0 ehenso definiert wie in § 33, b), und sei d die kleinere der beiden 
Grofien P 0 , tj. Wenn wir uns dann auf solche Teilungen II beschranken, bei 
welcben samtlicbe Teilintervalle klemer sind als A (d), so konnen wir von P t 
nach Q t , von Q t nach Q 2 . , von Q n nach P 2 je eine „kiirzeste“ Extremale 

ziehen, welche ubexdies ganz im Innern des Bereiches £K 0 liegt. Wir bezeichnen 
nun mit U n den Wert des Integrals J entlang dem Extremalenzug P x Q x Q s . 

Qn A : n 

( 206 > 

t' = 0 

und definieren 2 ) als Wert des Integrals J entlang der Kurve 2 die obere Grenze 
der Werte U n fur alle moglichen, der angegebenen Bedingung genugenden 
Teilungen IT. Wir bezeichnen den {so definierten Integralwert mit J%\ so 
daB also _ 

J s ’( P^j-LUn. (207) 

Pie Surrnm XJjj hat nun die wichtige JBhgenschaft , da/3 

U n >^U n , (208) 

wenn die Teilung II' aus der Teilung II durch W'eiterteilung der Intervalle von 
II entstanden ist, vorausgesetzt, daB die Teilung U hinreichend fein gewahlt 

*) YgL Jordan, Cours (T Analyse, Bd I, ISTr. 107. 

s ) Diese Definition ist nicht wesentlich verscbieden von der von Osuood 
(T ransactions of the American Mathematical Society, Bd. II (1901), 
p 294, Fufinote) herruhrenden Modifikation einer von Hilbert in Yorlesungen 
gegebenen Definition des verallgemeinerten Integrals (vgl £Toble, „Eine neue 
Methode in der Variationsrechnung (£ , Dissertation, Gottingen 1901, p 18). 
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worden ist. Es geniigt dazu, in der Bezeiehnung von p. 290 samthche Teilintervalie 
von TI kleiner als A zu nehmen,wenn $ 0 fur den Bereich 3l 0 wie in §33, definiert 

ist. Smd namlich bei der Teilung U f zwischen den Punkten Q y und Q v+1 von IT die 
Zwisehenpunkte 3/ x , 3 / 27 . M m eingescbaltet, so iiegt alsdann der Extrema len- 
zng Q v M 1 M i . M m Q v + t ganz im Innern des Ereises und daher ist 

der Wert des Integrals J entlang decaselben naeh Satz III von § SB 
> Jg (Q v Q y +i ) , woraus unmittelbar unsere Behauptung folgt 

Auf Grund dieser Eigenschaft der Summe V fJ harm man nan aber mitt el 3 
der Metbode der Superposition zweier Teilungen unter Benutznng der Un- 
glelchung (184 b) den Satz beweisen 1 ): 

Wenn die oh ere Grenze endhch ist, so ist sie zugleich die Grenze der 
Summe U n bei unendhcher Verkleinerung dei Teilintei cable: 


JL L n — Jq , 

A r = 0 


(209) 


und ist P ein JPunLt von 2 ziuschen P t und P s , so smd (inch die Integrate 
J%(P 1 P) und J%(PPf) endhch, und es ist 

j 2 \p t P 2 ) - J S , (P 1 P) + jr z ' (pp s ) ( 210 ) 

Weiter gilt der Satz: Pas Integral ist stets endhch, icenn die Kurve 2 
rektifizierbar ist . Denn naeh (184b) ist 


v = 0 

wo die beiden GroBen W 0 , g 0 fur den Bereich. 0t o dieselbe Bedeutung baben wie 
in § 33, b). 

Es fragt sicb schliefilieh nocb, welcbe Beziebung zwischen der Weier- 
strafi’scben Definition des verallgemeinerten Integrals nnd der bier gegebenen 
besteht. Hieruber gilt der Satz: 

Ist die Kurve 2 rektifizierbar und ist das Variationsproblem regular ent- 
lang 2, so hat das verallgemeinerte Integral naeh beiden Defimtionen einen be- 
stimmten endhehen Wert und zwar denselben fur beide: 


= ejTg . 

Denn stellt man die kiirzeste Extremale (£ v voxl Q v nacb Q v ^ in der Normal- 
form (168) dar durch die Gleicbungen 

(£ v : x -=cp v (t, a v ), y = np v (t, af ) , 0 <:*<*„, 

und schreibt znr Abkurztmg 

Ffayit, a v ), %tt, a v ), g?;«, a v ), aj) = a v ) , 


*) Man schliefit ganz analog wie Joedan, loc. cit., Nr. 107, 108. 

19* 
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so ist nach dem Mittelwertsatz 

n 

Zj fj = (t v , a v )t l 
% =0 

wo t v einen Kittelwert zwischen 0 and t v bedeutet Daher ist 

* n 

T -’n — W T7 %’ rt ,) - F( X . V cos a, , sin a,)] 

r = 0 

— n y, cosfij,, sincB,)— _?(!,, r h , cos a,, sin a,.)] 4~ (:p ~ x ) ff v (i„ aj } , 

wean r v and co v wieder die Lange, resp die Amplitude des Vektors Q % Q r+1 
bedeuten 

Aas der GleichmaBigkeit der Grenzubergange (183), (186) und aus der 
Ungleichung 

a v ) ! <! 

folgt nunmehr, dafi man zu jedem positiven £ ein d f angaben kann, so daB 
Un-W n <*J;iQ v Q v+i \, 

r = 0 

sobald alle Teihntervalle von JI kleiner sind als Wenn min die Ehirve fti 
rektifizierbar und L ihre Lange ist, so ist 

T. =0 

und zugleick wissen wir, daB dann ZJjj fiir Ar = 0 gegen eme bestimmte end- 
liehe Grenze konvergiert. Derselbeu Grenze muB sick daher auch W n nahern, 
was zu beweisen war. 

d) Ausdelnung des Hinlangliclikeitsbeweises auf Kurven der 
Klasse K\ 

Es sei jetzt (S 0 ein die beiden Punkte P x and P 2 verbindender 
Extremalenbogen obne mebrfache Punkte, welcber ganz im Innern 
des Bereiches 0b liegt. Wir setzen voraus, dab fiir den Bogen @ 0 
die Bedingungen (II’), (III’), (IV’) erfiillt sind. Dann konnen wir 
nacb § 32, b) den Bogen @ 0 mit einem Feld umgeben, in welcbem 
die Ungleichung- (198) erfiillt ist. 

Weiter sei £ irgend eine Kurve der Klasse K, welche ebenfalls 
die beiden Pankte P 1 und P 2 verbindefc, ganz im Innern des Peldes 
<* verlauft und mindestens einen Punkt entbalt, welcher nicbt auf 
dexn Extremalenbogen @ 0 oder seiner Fortsetzung liegt. Wxr wollen 
beweisen, dab dann 

> 'V ( ? o j 


( 212 ) 
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unter J g das in b) definierte yerallgemeinerte Kuryen integral ver- 
standen. 

Be we is: Die Kurve £ sei wfeder durcli die Grleichungen (202) 
dargestellt Wir wahlen eme beliebige Teilung 77 des Intervalls 
\t x t t \ und konstruieren das zugehorige, der Kurye £ eingeschriebene 
Polygon n . Da die Kurye 2 ganz im Innern des Feldes liegen 
sollte, so wird auch das Polygon ganz im Innern yon of, k liegen, 
yorausgesetzt , daB die samtlichen Teilinfcervalle hmreicbend klein 
gewahlt worden sind. Da das Polygon uberdies eme gewohnlicbe 
Kurve ist, so folgt aus unseren Voraussetzungen naeh § 32, b), daB 

Geben wir daber zur Grenze uber und benutzen die Definition (205 J 
fur das Integral so folgt: 

^ si > * 

Es laBt sicb nun aber, wie scbon Weierstrass 1 ) bemerkt bat, 
noch weiter zeigen, dafi unter den gemacbten Annabmen stets 
To >«7Jg. Dies folgt sofort aus dem Osgood’schen Satz, am em- 
facbsten in der in § 46, d) gegebenen Formulierung. Denn ist Q 
em Punkt yon 2, weleber nicht auf dem Extremalenbogen @ 0 oder 
dessen Fortsetzung liegt, und ist a — a 0 + / der Wert des Parameters 
der dureh den Punkt Q gebenden Feldextremalen, dann ist: 0 < !Z < A\ 
Daraus folgt aber nacb dem erwabnten Satz, dafi sicb eine positive 
GroBe angeben laBt, derart daB fur jede gewohnlicbe, P 1 und JP 2 ver- 
bindende Kurye £, welcbe dnreb den Punkt Q gebt und ganz im 
Innern des Feldes verlauft, 

^6 ~ > 8 1 * 

Bescbranken wir uns daber bei dem obigen GrenzprozeB auf 
solcbe Teilungen IT, welcbe den Punkt Q als Teilungspnnkt entbalten, 
was, wie man leicht zeigt, auf denselben Grenzwert fur das Integral 
Vjj fiibrt, so ist 

^77 > £ l 

Vorlesungen 1875; den WeierstraB’schen Beweis findet man in § 31, e) ? 
meiner Lectures durcbgefuhrt Der im Text gegebene Beweis ruhrt von OsaooD 
her, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (1901) 
p. 292 
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und daher, wenn wir zur Grenze iibergelien, 

^ Si J~(£ 0 S l 7 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Auch der Satz uber die JEJxistenz ernes Mimmums im Kleinen la fit sich auf 
Verg le ich sku rven der Klasse K ausdehnen : 

Es sei 6l 0 ein Bereich, fur welehen die Voraussetzungen von § 33, b) er- 
fullt sind, und es sei r 0 fur den Bereich #t 0 definiert wie in § 34, b). Sind 
dann und P 2 irgend zwei Punkte von 0t o , deren Entfernung kleiner ist als r 0f 
und ziehen wir von P x nach P 2 einerseits die kiirzeste Extremale (g 12 , anderer- 
seits eine beliebige Kurve £ der Klasse jBT, welcbe ganz im Innem des Kreises 
r o) Hegt und mindestens einen Punkt enthajt, welcher nicht auf dem 
Extremalenbogen (£ 12 liegt, so ist. Jg>, . 

Der Beweis ist ganz analog wie oben mittels des Osgood’scben Satzes r 
diesmal in der Form von § 34, b), zu fubren; an Stelle des Feldes of, tritt 
jetzt die Kreisfl&ehe fP n r 0 ). * 



Ubungsaufgaben zum fiinften Kapitel. 

Fur die folgenden Flachen die geodatischen Ltnien zu bestimmen und die 
Frage der konjugierten Punlte zu untersuchen, wenn moglich sowohl geometrisch 
als analytisch 

1 Fur die Kugel. 

2. Fur die allgememste Zyhnderflache . 

3. Fiir abwickeTbare Flachtn im allgemeinen. (Jacobi) 

4. Fiir das Rotationsparaboloid : 

x — u cos v , y = u sin v , z — u a / 2 p . 

L 6 sung* Bei passender Wahl des Parameters lautet die Gleichung zur 
Bestimmung des zu t x konjugierten Punktes 

Coth t — t = Goth t x — 1 1 . 

5^ Fiir das Fotationsellipsoid . (Bkaunmuhl, v. Maxgoldt) 

6*. Fur den Kreisring . (Bliss) 

7. Die Funktionen JF 2 und K. fur geodatische Linien zu berechnen, wenn 
das Linienelement in der Form 

E(du*+ dv*) 

gegeben ist und die Bogenlange als Parameter gewahlt wird (§ 28, c)). 

Losung: 

TP = M Em -j- E g rr// 

2 2 2 E 

A = E f ~ E *° ] ■ ( (J N'DERHILIi) 

8. Fiir folgende Funktionen die Indikatnx zu konstruieren und mit deren 
Hilfe die Frage des starken und schwachen Extremums zu diskutieren: 
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F = yx + V x ' '' +■ V~ 


Fs= ? 1!+1 5 

x yV s -fy' s + yx' 

9. Das Frill sip der hleinsteu Aktwu fur die Buteyung ernes inatenelleu 
FiutKtes in einer Fbene 1 )' Ein materiellsr Punkt yon der Mass© 1 sei gezwungen, 
sich in der x, y-Ebene zu bewegen. Enter der Einwirkung einer in der x, y- 
Ebene gelegenen Kraft, welche eine von der Zeit unabhangige Kraitefunktion 
l~(x, y) besitzt, rnoge der Punkt aus einer gegebenen Anfangslage P 0 (a 0 , y 0 j 
bei gegebener Aniangsnehtung und Geschwindigkeit nach Ablaut emer gemssen 
Zeit in eine Endlage JP/a^, yfi ubergehen. Wir bezeichnen den absoluten Wert 
der Anfangsgesehwindigkeit mit r 0 . Bestimmt man dann die Konstante h aus 
•der Gleiebung 

v„ - = ii r U (x„ , y 0 ) -f- h) , 

so erfullt die von deni materiellen Punkt besehriebene Baku die erste notwendige 
Bedingung fur ein Minimum des Integrals 

a -jW. VW+W 

To 

in Beziehung auf die Gesamtheit aller die beiden Punkte P 0 und P t verbinden- 
den JKurven der x, i/-Ebene 

Das Integral 6C wird die »Aktion“ entlang der betrachteten Kurve genannt 

Konjugierte Punkte werden dabei „ konjugiette kinetiscfie Brennjpunlte “ 
genannt 

Andeutmg: Man benutze die beiden Differentialgleichungen (20) und treffe 
•eine passende Wabl der den Parameter cbarakterisierenden Zusatzgleichung 
{§ 26, a)). Welcher Satz der Meebanik wird durch die Porm (23b) der Euler’schen 
Differentialgleicbung ausgedruckt? (Jacobi, Darboux, Appell) 

10 Das Prinzip der kleinsten Aktion auf die JBeicegung eines schiveren 
materiellen Punkt es in einer vertikalen Ebene anzuwenden (unter V ernachlassigung 
des Luftrwiderstandes). 

Der materielle Punkt werde vom Koordinatenanfangspunkt P 0 eines recht- 
winkligen fCoordinatensystems , dessen positive 2 /-Aebse vertikal nacb oben ge- 
ricbtet ist, unter einem Winkel a gegen die Horizontale mit einer Anfangs- 
geschwindigkeit v 0 fortgeschleudert Der Quotient v Q ;%g werde mit k bezeicb.net. 
Die Balm ist dann eine Parabel mit der Geraden: y = k als Direktrix. Den. 
zu P 0 konjugierten Punkt P 0 ' zu bestimmen; fur welche Werte von a existiert 
•ein solcber, fiir welcbe nicbt? Geometrische Konstruktion desselben: Die Gerade 

von der Amplitude. 2 a — ~~ durch den Punkt P Q schneidet die Parabel zum 

2 
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Cbungsaufgaben zum funften Kapitel 


21)7 


zweifcen Mai lin Punkt P 0 ' Die Tangenten an die Parabel m P 0 und 1\' 
schneiden sicli in einem Punkt T der Geraden y = l (Lindelof’s Konstmk- 
tion, verallgemeinert, vgl. § 13, e)), und zwar unter einem rechten Winkel. Die 
Enveloppe der Extremalenschar durch. den Punkt P 0 zu bestimmen; welch e Be- 
deutung hat dieselbe fur die Aufgabe: bei gegebenem t? 0 den Wmkel a so zu 
bestimmen, daB die Bahn dnrch einen gegebenen zweiten Punkt P 1 hindurchgeht? 

(Tait and Steel, Appell) 

11. Fur das vorangehende Beispiel und fur die Extremalenschar durch den 
Punkt P 0 das Feldintegral W(x, y,, gerechnet Tom Punkt P 0 , zu berechnen^ 
a) mittels der Hamilton'schen Formeln (148), b) nach der Methode von § 20 
Losung. 

W<x, y\ = — y)u — “-) , 

WO 

u — Y~2k — y — *|/4 k(Jc — y ) — x 2 1 
Dies laBt sich auch m die Form bringen : 

W(x, y) = [ ['2 A- -y) + V ^~- - [(2 A -y,- Vx°- + f- J* } . 


Fur den Wert der Aktion vom Punkt 
P 0 bis zum konjugierten Punkt P 0 ' 
ergibt sich hieraus der Wert 

1 v ® 

4- { Darboux) 

3 g sm 3 a 

12 Das Prinzip der kleinsten 
Aktion auf die Planeteribeicegung an- 
zuwenden. 

Die Sonne befinde sich im Pol 0 
•eines Systems von Polarkoordinateu 
r, 6- die Anfangslage P 0 sei gegeben 
durch r = r 0 , 6 = 0, die Anfaugs- 
g-eschwindigkeit sei z? 0 , die Anfangs- 
xichtung bilde mit der Achse den 
Winkel cq die Anziehungskraft sei 
y,/r*. Die Bahn ist eine Ellipse : 
Parabel oder Hyperbel, jenachdem T 



9 .2a 2{i , .. 2 g 

»*</> =7- oiier > ~ • 

* 0 '0 M o 


Diese Bedingung ist von cc unabhangig Fur den 


Fall der Ellipse ist die groBe Halbachse a gegeben durch 


1 

a 


2_ 


■also ebenfalls von cc unabhangig. 
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Axis den Brcnnpunktseigenschaften der Ellipse folgen nunmehr folgende 
Satze* Der zweite Brennpnnkfc F liegt auf dem Kreis mit dem Radius 
= 2a — ; 0 urn den Punkt P 0 ; der Vektor P 0 F bildet mit der Achse 
den Winkel 2 a. Yerlangert man die Gerade P Q F bis zu ibrem zweiten Sckmtt- 
punkt mit der Ellipse, so ist dieser der zu P 0 konjugierte Punkt P 0 ' Die Enveloppe 
der Extremalensehar durch den Punkt P 0 ist erne Ellipse g, welche die Punkte 0 
und P 0 zu Brennpunkten hat und durch den Punkt A geht Bei der Ableitung 
dieser Resultate gehe man yon der Aufgabe aus , bei gegebenem v Q diejenige 
Extremale zu bestimmen, welche durch den Punkt P 0 und durch einen zweiten 
gegebenen Punkt P x hmdurebgeht; Durch jeden Punkt P 1 im Innern der 
Ellipse g gehen zwei Extremalen von P 0 aus; man verlangere die Gerade OP t 
bis zu ihrem Schnittpunkt 8 mit dem Kreis um 0 mit dem Radius | OA j =2 a, 
heschreibe sodann um P t einen Kreis mit dem Radius P X S \ ; derselbe schneidet 
den Kreis mit dem Radius | P 0 A um P 0 in zwei Punkten F, F\ welche die 
zweiten Brennpunkte der beiclen gesuchten Ellipsen sind. Durch jeden Punkt 
von g geht eine Extremale von P a aus. Liegt P 1 aufierhalb g, so geht keine 
Extremale von P 0 naeh P 1 . (Jacobi, Tait and Steel) 


13. Fux die vorangehende Aufgabe die Hamilton’scbe parfcielle Differential- 
gleichung aufzustellen und ein vollstandiges Integral derselben nach der Methode 
von § 20, c) aus dem ersten Integral F e , = § der Eul er’schen Differentialgleichung 
abzuleiten 

Losung 


W = fid -j- pV uj^ + ^sinw — 27/1 — e~ arctg ^——=1 tg ~ 
wohei 

(S 2 =/xu( 1 — e s ) , r — a (1 — e cos u) . 


)) 


-f- 7, 


Fur welche Extremalensehar ist die Schar. W ~ konst die Transversalenschar?' 

(Jacobi) 

14. Das Prinzip der klemsten Aktion auf die Beuegung eines Puriktes auf 
einer beliebigen Flaehe auszudehnen. Hieraus den Satz abzuleiten, dafi der Punkt 
eine geodatische Linie beschreibt, wenn keine Kraft auf ihn wirkt (Appell) 


15. Das allgemeine Problem der Brachistochrone auf einer Flaehe: Auf einen 
znateriellen Punkt, welcher gezwungen ist, sich anf einer gegebenen Flaehe zu 
bewegen, wirke eine Kraft, welche eine von der Zeit unabhangige Kraftefunk- 
ti on U(x, y, z) besitzt. Unter alien Kurven, welche auf der Flaehe zwischen 
zwei gegebenen Punkten P 0 und P 1 gezogen werden konnen, diejenige zu be- 
stimmen, entlang welcher der materielle Punkt in der kiirzesten Zeit von P 0 
nach P 2 gelangt, wenn ihm im Punkt P 0 eine gegebene Anfangsgeschwindigkeit 
erteilt wird (Appell) 
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16*. Die Brachistochrone auf einer Kugel unter der Emmrlung der ScJurere 
zu bestimmen; die Gestalt der Ehirve zu diskutieren : die Frage der konjugierten 
Punkte zu untersuchen. 

17*. Unter alien Kurven, welche zwei gegebene Punkte P 3 und P t ver- 
binden, diejenige zu bestimmen, welche das Meinste Tragheitsmoment in Beziehung 
auf einen dntten Punkt P 0 besitzt. 

In Polarkoordinaten bat man also das Integral 

J= Jr'-yr'^+rW^ dt 

h 

zu einem Minimum zu macben. 

Losung: Liegen die drei Punkte P 0 , P 1% P 2 in gerader Linie, so liefert 
das gerade Segment P X P 2 das absolute Minimum 

7C 

1st 0<|d 2 — 80 konnen die beiden Punkte P 1? P 3 durcb eine 

o 

emzige Extremale : r s cos (8 6 -f- a) = /? verbunden werden, und diese liefert stets 
das absolute Minimum. 

1st 0 2 — Q x > — , so besitzt die Aufgabe keine kontinuierliche Losung. 

(Bonnet, Mason j 

18*. Die krummlimge Bahn ernes Lichtstrahls in einem nicht homogenen, 
durchsichtigen , einfach brechenden Medium zu bestimmen , dessen absoluter Brechungs- 
exponent n eine stetige Function der rechtwmJchgen Koordinaten x, y, z des 
Ortes i$t 

Andeutungen: Die Fortpflanzung des Licbtes von einem Punkt P 0 nach 
einem andem P t erfolgt in der kurzesten moglicben Zeit. Da der absolute 
Brechungsexponent nacb der Undulationstheorie umgekebrt proportional der 
Geschwindigkeit des Licbtes in dem betreffenden Punkt ist, so haben wir daber 
das Integral 1 ) 



zu einem Minimum zu machen, wo n eine gegebene Funktion von %, y r z be- 
deutet. Wenn insbesondere n eine Funktion der Entfernung von einem festen 
Zentrum 0 ist (eine Bedingung, welche annahemd fur die Atmospharen der 
Himmelskorper erfullt ist), so liegt die Babn in einer Ebene durcb den Punkt O. 
Macht man diese Ebene zur y - Ebene und den Punkt 0 zum Koordinaten- 
anfangspunkt, so ist n eine Funktion von r — j/x 2 + y 2x , und das Integral, 
welches zu einem Minimum zu macben ist, nimmt folgende Gestalt an, wenn 
wir Polarkoordinaten r, 6 mit dem Pol 0 emfiihren: 


*) Ygl. aucb Appell, Traite de Meccmique. Bd I, p. 215. 
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■/-/«,; ]A©'+W^ 

r„ 

Ber Lichtstrahl moge von einem gegebenen Punkt r — r 0 , 0 — 0 ausgehen und 
^eine Anfangsrichtung moge mit der Achse des Xoordinatensvstems den Winkel 

— 1 biiden Den allgememen Charakter der Babn zu untersuchen, insbeson- 
dere in seiner Abhangigkeit von dem Anfangswinkel i , unter der Annahme, dab 
f(rj fur r — oc sick einer bestimmten endlichen Grenze 5> 1 nabert 

Handelt es sick urn die Brechung des Lichts in der Atmospbare eines 
Himmelskorpers vom Radius B, so ist eine angenahert ricbtige Wahl fur die 
Funktion f'r)z 

f'rj -= ^ 1 -j— Xr K 

wobei l und X zwei physikalische Konstante sind Dabei ist dann noch die 
Gebietsbesehrankung: r 2> B hinzuzufugen 

Die Frage der konjugierten Punkfce zu unteisuchen. *) (Kummek) 

0 Die letztere Aufgabe hat Weiersteass in seinen Vorlesungen gestellt. 



Seekstes Kapitel. 

Der Fall variabler Endpunkte. 

§ 36. Die Variationsmetliode. 

Wir we n den. uns jetzt zu einer emgehenden 1 ) Diskussion des 
Problems, das Integral 

J = J F(x,y,z',y )dt 

zu emern Minimum zu macben m dem Fall, wo die Endpunkte der 
zulassigen Kuryen nieht beide vorgegeben sind Wir betracbten zu- 
nachst den Fall, wo der erste der beiden Endpunkte auf emer gegebenen 
Kurie beiveglich ist, wahrend der zweite , P 2 , fest und gegeben ist 
Die Kurve $ denken wir uns durch einen Parameter a dargestellt: 

Wir setzen voraus, daB sie von der Klasse C" ist und ganz im 
Bereick 91 2 ) liegt. 

Unsere zulassigen Kuryen sind also die Gesamtbeit STL aller „ge- 
wohnlicben“ 3 ) Kurven, welcbe yon der Kurve $ nack dem Punkt P 2 
gezogen werden konnen, und welcbe iiberdies ganz im Bereicb 91 
liegen. 

Wir nebmen an, wir batten eine Kurye 

®o : x = x(t), y = y(t), (1) 

gefunden, welcbe unser Integral J in bezug auf diese Gresamtbeit STL 
zu einem (relatiyen) Minimum raacht. Dieselbe moge yon der Klasse 
C' sein und ganz im Innern des Bereicbes 91 liegen. Der Punkt der 
Kurve von dem sie ausgebt, sei P x und moge dem Wert a = a 0 
entsprecben, so daB also 

KK) = ^(«o)> = y{%), (2) 

*) Yorubergehend gestreiffc haben wir das Problem bereits in § 7, beim 
x- Problem. 

2 ) Ygl. § 25, b); die Annahmen uber die Fnnktion F sind dieselben wie dort. 
») Ygl. § 25, a) 

Bolza, Yanationsxeclm.img 
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wobei wir annebmen, daB % < a 0 < a 2 . Wir sehli eBen danii zunacbst 
ganz wie in § 7, a), daB die gesucbte Kurve G 0 in erster Linie alle 
notwendigen Bedingungen fur em Minimum bei festen Endpunkten 
erfiillen muB. Sie muB also eine Fxtremale sein und iiberdies miissea 
die Bedingungen (II), (III). (IV) erfullt sein Wir nebmen fur die 
weitere Diskussion an, daB aile diese Bedingungen erfullt smd 

Fiir die weitere Bebandlung der Aufgabe sind drei wesentlicb 
yersebiedene Metboden entwickelt worden, die wir als Variations 
methode, Differentiationsmethode l ) und Xnesersche Methode 2 ) unter- 
scheiden wollen Ini gegenwartigen Paragrapben soil die erste der- 
selben, soweit sie sicb auf die erste Variation beziebt, besprochen werden. 

a) Die Transversalitatsbedingung: 

Die Variaiionsmethode bestebt darin, daB man fur das vorliegende 
Problem . formal- Variationen^ J ) you hmreicbender Allgemeinbeit ber- 
stellt, fur dieselben dJ und d 2 j berechnet, und dann die Bedingungen 
= 0 ? 6 2 J ^>0 diskutiert. Diese Metbode, die bis auf Lagrange 4 ) 
zuriiekgeht (1760), fiihrt am einfacbsten zu der aus dem Verscbwinden 

der ersten Variation folgenden Trans- 
versalitatsbedingung, stebt jedocb fur 
die weitere Bebandlung des Pro- 
blems binter der Differentiation s- 
metbode an Emfacbbeit und Trag- 
weite zuriiek. 

Wir setzen zunacbst voraus, daB 
die Funktion F von den Koordinaten 
der Endpunfete nicbt abhangt. 

Es sei P 3 derjenige Punkt Yon 
welcber dem Parameter a = a 0 + a 
entspricbt, wobei € eine unendlicb kleine GrroBe bedeutet. Dann ziehen 
wir eine den Bedingungen einer Normalvariation geniigende Kurve 

x = x(t) + i(t,e), t/ = £C) + 

Yom Punkte P 3 nacb dem Punkt P 2 . Die Funktion en y(t ? E) 

mussen also so gewahlt werden, daB fur jedes s : 

Uh, £ ) — (o# + «) — H%), I (f », «) = 0, 

ytti , £ ) = y («o + £ ) - K a o), n (*», £ ) = o ? ^ 

0 Vgl. §§ 38—40 

*) Dieselbe setzt erst nach Ableitung der Trans vers alitatsbedingung ein 
Vgl § 41 und Kap. VII. 

*) Vgl § 8, a). 

4 ) Vgl. Lagrange, CEuvres, Bd. I, pp. 338, 345 
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■was stets moglich. ist, z. B. indem man (wie m § 30, a)) 

+ «) — 

>i(A £ ) = + fj — y{a 0 i]v{t) 

setzfcj wobei m(#j, i{t) Funktionen Ton t allein sind, die fur t = i-, ver- 
scbwinden und fur t = £, gleicb 1 werden. 

Fiir erne solche Variation erhalt man dann naeh Grleicbung (78) 
von § 8, da die Kurve © 0 erne Extremale ist, ganz wie in § 30, a), 

= [F x -d'x + F,/dy\^, (4) 

wobei nach (3) im gegenwartigen Fall 

dx 1 — ex(a 0 ), by 1 = sy'(a 0 ), 

dx\ 2 = 0, by i 2 = 0 

Die Bedingung 6J = 0 fukrt also auf das Resultat 1 ;: 

Im Punkt P t mufi die Belation 

Fx’&y, %,y'W + Ftf(x,y, xy)i/ 1 1 = 0 (5) 

erfullt sein , itobei sick die Ableitungen x\ y auf die Extremale © 0 , die 
Ableitungen x',y' auf die gegebene Kurve $ beziehen. 

Dies ist die v Transversalitatsbedingung“ fur den Fall der Para- 
meterdarstellung. 2 ) 

*) Weierstrass, Vorlesungen 1882; vgl. Kneser, Lehrbueh , p. 32. 

2 ) Die zweite Variation bei variabeln Endpunkten, auf die wir Her nicht 
eingeben, ist zuerst von Erdmann fur das Integral 

J =J f(x,y,y')dx 

x x 

xuatersucht woxden (Zeitschrift fiir Matbematik und Pbysik, Bd. XX TIT 
(1878) p 364); fiir das Integral in Parameterdarstellung 

fa 

J= f F{x,y,x,y)dt 

h 

vonBniss (Transactions of tbe American Mathematical Society, Bd. HI 
(1902) p. 132, siebe unten § 39; fiir das allgemeinere Integral 

ft 

J =J Ax, y 1 ,y,_, ■ ■ ,y n , y\, y' s , ■ ■ , y'n) dx, 

in dem die unbekannten Funktionen y x , y s , *, y durch eine Anzahl von 
Differentialgleicbungen verbunden sind, von A Mayer (Leipziger Bericbte 
(1896) p. 436). 


20 * 
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten a, des ailgememen 
Integrals der Euler ’scheix Differentialgleichung, sowie der unbekannien 
GrroBen t 17 t 2y a 0 hat man funf Grleichungen, namlich 

cc,p) « z J} g(t, a, fi) - y % , 

f(t i} a,p) = r(a 0 ), g(t x , a, 0 ) = y(a & ) 

unci auBerdein die Tran&versalitatsbedingung (5) 

Bei spiel XVI: Die Geodatischen Linien (Siehe p -209.) 

Fiir die Trans versalitatsbedingung findet man hier leiclit die Gleickung 

u ' E u -J- Ft?') + v' [Fti + 6 v ') 1 1 5=8 ® 9 

welcbe ausdruckt, daft die geodatische Lmie die auf der Flache gegebene Kurve 
orthogonal scbneiden muB b 

Die im Punkt x t , y l zar Bichtung x r v y[ transversale Richtung x f v y' v die 
durch die Gleichung (o) definiert ist, lafit sich nach Cabatheodoby sehr emfaek 
mit Hilfe der Jndilatrix (§ 30, cj) geometrisch konst ruieien Bezeicbnen wir mit Q x 
und 6 X die Ampiituden der beiden Richtungen, so folgt aus (5): 

S _ ^ y (gc u y^oo&S^aine^ 
g 1 Vu c °s d 1? sin * 

Burch Vergleichung nut Gleichung (128 b) von § 30 ergibt sich daraus die Regel* 
Jim die zur The! dung 6 X transversale RicMung 9 X zu erhalten, honstruieie 
man im Punkt Q t (9 t ) der Indilcatrix die Tangente Q X T X an die Indikatnx ,* die 
Richtung derselben gilt dann die gesuchte transversale Richtung d l7 (vgl Fig 35) 
Ubrigens ist mit 6 X stets zugleieh auch 6 X n transversal zu Q 1 . 2 ) 

b) Dei Pall, wo die Funktion F die Koordinaten der Endpunkte 
enthalt: 3 ) 

Die Unfersuchung gestaltet sich wesentlieh anders, wenn die 
Funktion F die Koordinaten der Endpunkte enthalt. In diesem Fall 
hat man naoh p. 50 dem Ausdruck (3) fiir 6J noch das Zusatzglied 

fi F x ^ x i + F ,JVi + + F.Jlh) dt 

h 

hinzuzufugen,, wobei 

= dx\K, 8y t — by h, (i — 1, 2). 

da t x und von £ unabhangig sind. 

*) Vgl z. B. Bianchi-Lukat, Differ enti a l geometric, p. 65 
2 ) Bier2u die Ubungsaufgahen Nr. 1—3 am Ende von Kap IX 
s ) Zuerst behandelt von Lagrange (1769), ygl (RJuvres , Bd II, pp* 47 und 59 
Vgl auch Kneseb, Lehrbuch, § 12 
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Unter Benutzung von (4) erhalten wir daher im gegenwartigen 
Falle statt der Transversalitatsbedmgung (5) die folgende Bedingung: 

- (J'F X . + T/F y , ) 1 +J \F x x\ + F,J,[ ,dt~ 0, (7) 

^obei die Argumente von F x „ F y . sind: y v s', y[: s u y u s,, y,; 

diejenigen von F Xi , F y : 

1 if ■ 0 ' j - (tj, y 1 0 * zb? 2 / 0 • 

Diese Gleickung ist von vresentlich anderem Charakter als die 
Transversalitatsbedmgung (5). msofern ibre linbe Seite nicht nur vom 
Punkte P v sondem gleichzeitig vom Punkte P 2 abhangt. 

Beispiel XV. (Siebe p. 207V 

Die Brachistochrone fu i den Fall, daft der AusgangspanJci I\ auf einer ge- 
gehenen Kurve & heiceghck ist , ic ah rend der Endpunlt P 2 gegehen ist. 

Dabei setzen wir voraus, daB die gegebene xlnfangsgescbwmdigkeit v t (xmd 
daber aneh die Konstante l) toil den Koordmaten x 1 , x 2 , ij 2 unabbangig ist. 

Die Fnnktion . 

F _ 

Vv-* + & 


entbalt bier in der £ Tat die Ordinate y x des Punktes JP X . Im Punkte P x imiB 
also nicbt die Transversalitatsbedmgung (5), sondern die Bedingung (7) erfilllt 
sein. Im gegenwartigen Falle ist 




yx'- + y' A Vy—y i + 


F, = — - g ■■ 


F„ 


■' yyy^ih+yy' 


Diese Ansdriicke sind nun fur die Extremale G£ 0 zxl berecbnen, d. h. fiir 
die Zykloide: 

X — x x -j- (1 = a(t — sin £) , 

V — Vt + & = «(1 — cos £), 


•wobei wir nacb einer sebon friiher gemacbten Bemerkung 1 ) voraussetzen, daB 


Man findet 



0<*,<t»<2*- 

cot g l 1 

jp _ # 

n 2|/2^ sin 2 ~ 

4 


v ) Ygl p 209 FnBnote *). Die Einsebrankung ist zur Zeichenbestimmung 
der Quadratwurzeln erforderlicb. 
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Daher nimmt die Bedingung (7> die Form an 

+ y\ cotg | = 0 


■ 8 ) 


Bezeichnet jetzt 0, den Tangentemnnkel der Zykloide ini Punkt P s , 0 t denjemgen 
der Kttrve .ft im. Punkte Pj, so folgt hieraus, da 


das Resultat 1 j 


tg e, = cotg | , 

ccis;0j — 0~; = O, d b 6 S — 6 1 


7 1 
2 


Die Tangents der Zykloide tm Punkte P 2 mu ft also cmf der Tangente an die 
Kurce it an Punkte I\ senkrecht stehen 2 j 


§ 37 Das ExtremalenintegraL 

Ehe wir zur Darstelluug der ;? Differentiationsmetb ode“ ubergehen 
konnen, miissen wir den wicbtigen Begriff des Extreinalenintegrals 
einfiihren. Dazu haben wir ein an die Satze Ton § 27 anbnupfendes 
Existenztheorem notig. 

a? Ein Existenztheorem iiber die Konstruktion einer Extremalen 
(Lurch zwei gegebene Punkte: 

Es sei ein ganz lin Innern des Bereicbes 91 gelegener Extremalen- 
bogen A X A 2 gegeben, dem entlang die Bedingung 2^ + 0 erfullt ist. 

p, Wir nebmen m der Nahe von A x 
emen Pnnkt P 1? in der Nahe von 
A 2 emen Punkt P 2 , und stellen 
uns die Aufgabe, von P t nacb P 2 
eine Extremale ® zu ziehen. 

Die Koordinaten der Punkte 
A v A 2 ' P 1? P 2 seien a 1} b 1? a 2 , b 2 - 
%i, y v % 2 , y r Der Tangentenwinkel des gegebenen Bogens A 1 A 2 im 
Punkte A t sei a 1} derjenige des gesucbten Bogens P X P 2 im Punkte 
sei 6 t \ die Lange des Bogens A 1 A 2 sei l Dann konnen wir nsbch 
§ 21, c) den gegebenen Extremalenbogen in der jSTormalform 

# = $0 — ^; a v \, ccj, %A k i); s i^: s ^ + s i (9) 



b Lagkange hatte m seiner ersten Behandlung der Brachistochrone mit 
yariablen Endpnnkten (1760) die Abharrgigkeit der Funktion F von y l libersehen, 
und infolgedessen die gewohnliche Transversalitat (hier Ortbogonalitat) als Be- 
dingung angegeben (GEuvres , Bd I, p. 348). Das Versehen wurde dann von 
Bokda (1767) bemerkt und das obige Resultat angegeben, das dann aueb. spater 
von Lagrakge (1769) nach seiner Methode bewiesen wurde ( (Ettvres , Bd. II, p. 63). 
*) Hierzu die Ubungsaufgabe Hr. 4 am Ende von Kap. IX. 
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sekreiben und ebenso den gesuckten in der Form 

® : x v y v e i )^x{s), y=ty( s - Sl x x v y l ,6 1 i=y(s), 


Dabei ist s 1 eine beliebige Eonstante, fiir die man z B. Null waklen 
kann 

Da die Eurve (10; fiir s =* s 2 durcli den Punkt P 2 geken soil, 
so kaben wir zur Bestimmung der beiden unbekannten GroBen s 2? 6 1 
die beiden Gleichungen 

36 ( s 2 s x ; x 1} y v 0() = x. 2j s i : x vVv @i) ~ y%- (H) 


Man iiberzeugt sick leickt, daB die Bedmgungen fiir die Anwendbarkeit 
des Satzes iiber lmplizite Funktionen erfiillt sind, wo fern die Funktional- 
determmante 


^1? a i) ? ^1? a i ) 

& (*; °i , h.y ) > Da (7 ; , &i , «i ) 


( 12 ) 


Diese Determinante ist aber nack § 27 ; d) nickts anderes als die 
dort mit A bezeichnete Funktionaldetermmante der Extremalensekar 
durck den Punkt A v berecknet fiir den Punkt A 2 . Die Ungleickung 
(12) driickt also aus 7 daB der Punkt A 2 nickt zu A x (im weiteren 
Sinne) konjngiert ist. Unter dieser Yoraussetzung konnen wir also 
die Gleickungen (11) im Sinne von §22 ; e) in der Umgebung der Stelle 
s 2 = l + s l7 x x = a l7 y x = b 17 x 2 = a 2 , y 2 = b 2 eindeutig nack s 2 , 6 1 auf- 
losen und erkalten so den Satz: 1 ) 

Es sei A 1 A 2 ein gam im Innern des Bereiches Si gelegener Ex- 
tremalenbogen, dem enttang F t 4= 0, und es sei A 2 nickt m A x (im 
iveiteren Sinne) konjugiert. Werden dann die beiden BunUe JP V P 2 
hinreichend nahe bei A v resp. A 2 genommen } so kann man von P x nach 
P 2 stets eine eindeutig definierte JExtremale mehen. 

Die durck Auflosung der Gleickungen (11) erkaltenen Werte 
s 2 , 6 X ergeben sick als Funktionen von x l7 y l7 x %7 y 2 , weleke in der 
Umgebung der Stelle a l7 b x , a 2 , b 2 von der Klasse C f sind, und an 
dieser Stelle selbst sick auf l + s l7 resp. reduzieren. Setzt man 
den gefundenen Wert von 6 ± in (10) ein 7 so erkalt man den Extre- 
malenbogen PjP 2 dargestellt in der Form 

x = X(s-x 1 ,y 1 ,x i) y s ), y = T(s-,x 1 ,y 1 ,x 2 ,y 2 ), 

S 1 <C S < S 2 ■ 


x ) Wexeb&tkass, Vorlesungen 1879; WeierstraJB benufczt zum Beweis irgend- 
ein allgemeines Integral der Euler’sehen Ditferentialgleiclmng; vgl. Bolza, Lec- 
tures, p. 175 ? FuBnote 
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Fur = (a 1; 6 1? a 2; & 2 ) reduziert sich derselbe auf den Ex- 

tremalenbogen A 1 A 2 . 

1st der letztere nicbt in der Normalform (9) gegeben, sondern 
dureb einen beliebigen Parameter t dargestellt: 

x = x(t), y = y(t\ t t , (9a) 

der mit dem Bogen s dureb die Parametertransformation 

s==g(t), t = h($) (14) 


verbunden sein moge ; sodaB also: /^(s 1 ) = t 17 hQ + Sj) = t 2 , so wende 
man auf die Grleichungen (13) die Parametertransformation 


* = + Jkv-t - *>) 


an; dann erbalt man den Extremalenbogen @ dargestellt in der Form 

®: * — ?(<;*!,%, **, y»), y — (13a) 

weldhe, wie roan leicbt zeigt, die beiden folgenden Eigentumiicb- 
keiten bat: 

1. Die Endpunkte P u P 2 entspi echen den von x 1? y u x 27 y 2 unab - 
hdngigen Werten t t 17 t = £ 2 . 

2. Pwr (x 1} y t , x 2 , y 2 ) = (a 1? b t , a 2 , \) gehen die Qleichungen (13a) 
in die gegebenen Gleichungen (10 a) des Extremalenbogen s A X A» uber. 

tfberdies folgen aus den Identitaten 

~ ?(^15 *^1? Vly y%)> Vl ~ *j(^5 3*1 1 Vli Vs)? 

% 2 ^ ?(^2 3 ^ 1 ? ^ 2 ? % ^ 2^2 ^ Hi' V%) 


dureb Differentiation nacb x k , y k die Grleicbungen 


dW) 

dee. 


= <5. 


ikl 


— 0; 


d£(*,) 

W*) 

2y, 


= 0, 




*,*“1.2, (16) 


wobei — 1 oder 0 ; je naebdem k = % oder k 4 = i. 

b) Die ersten partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals : 
Wir betraebten jetzt unter Festhaltung der Voraussetzung, daB 
A 2 niebt zu A t konjugiert ist, unser Integral J } genommen entlang 
der Extremalen @ yon P L nacb P 2 : 

4 

■h(PiP s ) — pr(£ t), *h)dt. 

h 
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Dasselbe ist eine Funktion der Koordinaten x t .y u x 29 y 2 der beiden 
Pnnkte P 1? P 2? eindeutig definiert und von der Klasse C' in der Um- 
gebung der Sielle a v b v a 2} b 2 . TV ir bezeicbnen diese Funktion mit 

und nennen sie das ^Extremalenintegral^ t oder ancb den ^extremal en 
AbstancE) von P x naeb P 2 * dasselbe ist identisch mit der von Hamilton 1 ) 
„ Principal Function “ genannten Funktion, im speziellen Fall der geo- 
datiscben Linien mit der „GeoclatiscJien Distanz u 2 ) der beiden Pnnkte P t P 2 . 

Es sollen jetzt die parti ellen Ableitungen der Funktion 5 nach 
ihren vier Argumenten bereebnet werden. 3 ; Aus der Definition folgt 
zunaebst, wenn ^ lrgend eine der vier GroBen x x ,y x ,x^y 2 bedeutet, 
h 

-J (Friz + P,A- + F x ,l tz + F y ,\) u )dt, 

h 


da t t und k 2 von x x , y x , x 2 , y 2 unabbangig sind. Wendet man jetzt 
auf die beiden letzten Glieder rechts die Lagrange’scbe partielle 
Integration an, und beachtet, daB die Funktionen £, t) den Differential- 
gleicbungen 


F — ~~F = 0 
^ dt x ' > 


P ~ P, = 0 
* dt y 


geniigen, so erbalt man 


O jyJ 

cz 


= \X«1, 


+ ' 


(17) 


Spezialisiert man daher die GroBe z m (17), macht von den 
Gleicbungen (16) Gebraucb und erinnert sich der Horaogeneitatseigen- 
scbaften der Funktionen F xf , F yf , so erbalt man den folgenden Satz 4 ): 

Die partieUen Ableitungen des Extremalenintegrals lidbrn folgende 
Werte: 


gTjT ~ F x : (^2 Vi i Pi 7-2 )? 


Fy’ (^1 } Hi 1 Pit 2l) ? 

gj- = Fy.ix^y^p^q^). 


(18) 


*) Philosophical Transactions, 1835, Part. I, p 99 
2 ) Vgl. Dakboux, Thiorie des surfaces , Bd II, Nr 536 
s ) Fur die ganze weitere Discussion wird vorausgesetzt, daB F die Koordi- 
naten dei Endpunkte nieht enth&lt. 

4 ) In den allgemeineren Resultaten von Hamilton enthalten, vgl Hamilton, 
loc. cit.; far den Pall der geodatischen Linien gibt Dakboux die entsprechenden 
Formeln. Hierzu die Ubungsanfgaben Nr 13 — 17 am Ende von Kap. IX. 
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Darin bedeuten <p x , resp.p,, q, (he RicMungskosinus der posit iven 
Tangente der Extremalen (£ ini Punlt P u resp P 2 . 

Wir werden die Formeln ( 18) die „aUgemeinen Hamilton' schen 
Formeln“ nennen, im Gregensatz zu den spezielleren Formeln (148) 
des fiinffcen Kapitels. 

c) Die zweiten partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals: 1 ) 

TJm die zweiten partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals 
zu erhalten, haben wir die ersten partiellen Ableitungen der Tangenten- 
winkel 9 1 , resp. 8,, der Extremalen <S in den Punkten P„ resp P 2 notig. 
Die Ableitungen Von 0 1 ergeben sich aus ( 11 ) nacb den Regeln fiber 
die Differentiation von impliziten Funktionen, und zwar findet man: 


c 6 1 

1 

86, _ 

®i («s) 

C 

ic t (s 2 ) ’ 

dy. 

w 1 (s 2 y 

d0 1 

_ y'(v 

86, ^ 

x (s 3 ) 

C JJj 

W, is.) ’ 

dy. 



Darin bedeuten in tfberemstimmung mit § 21, Gleicbung (56): 

M*) VX, «i(«) = V % - VAj, Ml (*) = XJ«- 

und die Argumente der partiellen Ableitungen der Funktionen 3£, 2) 

SmA s-s 1} x l} y l} 0, 

Um die partiellen Ableitungen yon 0 2 zu erhalten, bemerken wir, 
da 6 die Extremale S sicb aucb sebreiben laBt 


% = 3 l(s — s.y, x i} y 2 , d 2 ) = x(s), y=f)(s — s 3 ; x. 2 , y 2 , 0 2 ) = ij(s)] 

dalier geniigen die beiden Funktionen $ 3 , Q 2 von x %y y l3 x 2 , y 2 auch. 
den beiden Gleiehungen 

~ £($i 5 y 2 } ^ 2 ? 


Aus iiesen erhalt man dann analog: 


d0 2 __ 

y'i s i> 

d6 2 __ 

«G(»l) 

dx 1 

10 . (s,) 1 


W 2 (s i) 

d0 2 

_ « S (Si) 

do s __ 

®« (*l) 


w. [s,) 5 

dy 2 


U 2 y 

w 2 dieselben Determinanten 


( 20 ) 


mit den Arcramenten 


5 — $, 


2 ; 


*) Die folgenden Entwicklungen, die iibrigens erst in § 39 zur Anwendung 
kommen, sind dex Dissertation yon A. Dresden entnommen, „The second partial 
derivatives of Hamilton’s principal function and their applications in the calculus 
of variations, Transactions of the American Mathematical Society, 
B<L rx (1908), p 476 
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Nunmehr erhalt man durcTi Differentiation der Gleicbungen (IS) Aus- 
drlicke fur die zweiten Ableitungen der Funktion 3- Dieselben lassen 
sieb jedoch wesentlich vereinfacben. Zunachst drilcke man die dabei 
auftretenden zweiten Ableitungen you F naeh Gleichung (12a) und 
(85; des funften Kapitels durch die WeierstraB’schen GrdBen F 1} 
L 7 3/, AT aus Sodann beaehte man, daB die Funktionen n 1 , i\ ? iv^ 
u 27 i\, u 2 nacb § 29, a) der zur Exiremalen (5 gehorigen Jacobi’scken 
Differentialgleichung geniigen, und zwar sind sie hierdurch zusammen 
mit den folgenden Anfangsb e di ngungen , die sicb aus den Eigenschaften 
der Funktionen X, 7) ergeben, vollstandig bestimmt: 1 ) 


«i(«j = - 

%0i) = o, 

m 2 (s 2 ) = — y'(s s ), 
« 2 (s a ) = %'(S 3 ), 

«- s (s 2 ) = 0, 


u i (s i) -~y"(s i> 

<(v = — y\hh 

^2 === ^ ^2)} 

U 2 (s 2 ) =*■ 1 . 


(' 21 ) 


Bezeicbnen nun resp. co 2 diejemgen Integrale der zur Extre- 
malen @ gehorigen Jacobi’schen Differentialgleichung, welche durcb 
die Anfangsbedingungen 


resp. 


®l( s l) = h “1IS1) = °- 

® 2 (s 2 ) = 1, m 3 (s 2 j = 0 


( 22 ) 


definiert sind, so folgt 

»i = - !f"(s 1 ) ^1 — 2/'0i) 

= #"( $ ± ) -u\ + <o ly 

und ebenso 

« 2 = ~ /'(%) % “ /(&>) ^2> 
r 2 = £"($2) ^2* 

Maeht man biervon Gebraucb und setzt seblieBlicb noch 




(23) 


so erhalt man das folgende you Dresden herriihrende Besultat: 


x ) "VgL § 27, Gleichungeii (51a), (51b) und die aus (51a) durch Differen- 
tiation nach # 0 , y 0 , 0 O sich ergebenden Gleichungen. 
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=- i (s, 1 + F t (s t ) y'Ksip^s.;), = - N( Sl ) +F 1 (sjx%sjz 1 (s s ), 

p 2 £> 

dx^dy l ~ ^( 5 i) ~~ -^i ( 5 i)^ ( 5 i)^ <5 i)^i(%)? 

^.2 ” L ( s 2 ) F t (s^)y " (s 3 J ( s i ); ^ ~ ^ ( 5 s) ( 5 s) ^ - ( 5 2 J ^2 ( 5 l); 


2 S 3 

(«, y («,)*/'(«*) 

a s s_ = 

Fj <&)*/' (»i)y'(**) 

dx 1 dx i 

l( j 1 


(C„ (s,) 

£“3 

-Fj 

C o O 

g 3 ^ 

_ -Fi 

d%iCUi 

«'x fe ) 

dy 2 dx i 

ii\(s x ) 


IF, fa)®' (s,)«/(s 2 ) 

^ 2 3 __ 

F 1 (a } )af(s 1 )y , (s a ) 

cy , 

fc 2 ) 5 

dx ± dy t 

Wj («l) 

c 2 3 

JPj 


(«*)*' (*j) («») 

c-o 

2 ? 

1 

M’l (fi 3 J ; 

= 

dy»Jyi 



Die bieraus folgende Relation 

(%K fe) + (*0 - 0 (25) 

yerifiziert man direkt ; indem man den Abel’scben Satz von § 11 7 b) 
aaf die beiden Integrate n\, w 2 der Jacobi’sclien Differentialgleicbung 
anwendet: q 

iv x (6\w'js) — W t (8 )w[(s) — , 

and danu einmal s = s 1? einmal s = setzt. 

DaB ^ x (s 2 ) und (s x ) Yon Null Yersehieden smd ; wenn die beiden 
Punkte P u P 2 bmreicbend nahe bei A 1? A 2 liegen, folgt aus der 
Voraussetznng (12). 

Ebenfalls aus dem AbeTseben Satz folgen die spater zn be- 
nutzenden Pormeln 

“ , i(*)®I(0 - ®i(*K(s) = - 

J(A (26) 

iv 3 (s)co' 2 (s) — cd 3 (s)w' 3 (s) = - 

Die Funktionen tv l (s), m l (s) lassen sich leicht mittels der Weier- 
strafi’scFen Funktion ©(s,s 1 ) von §29, a) und deren partieller Ableitung 

naCh ' 1 Z( 5 , Sl ) = ^-> (27) 

ausdrncken: 

W ( A ri (q\ Z ( 5< > 5 l) 

Wl{s) ~ Zfc,*)' c ° 1 ^“ z(i^y 

und analog fiir die F unktionen w s (s), co 2 ($). 


( 28 ) 
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Die Ausdriicke fiir die ziveiten Ableitungen des Extremaleninte- 
grals sind miter der speziellen Yoraussetzung abgeleitet worden, daB 
als Parameter anf der Extremalen G die Bogenlange s gewablt worden 
ist. Sie bleiben jedocb unverandert bestehen, wenn die Extremale @ 
durch einen beliebigen anderen Parameter dargestellt ist Denn geht 
man von einem Parameter f zu einem nenen Parameter t fiber mittels 
der Transformation t — pit so erhalt man unter Benutzung der 
Homogen eitatseigenschaften der Funbtion F nnd lkrer partiellen Ab- 
leitungen (§25) tolgende Transformationsformeln: 

L-L- fy' 2 F 1; N = N-Cx'-F,. 

Q (29) 

M - J/ + frx'y'F,. 

h) = Q'&Q'dj &(t, t lh 

Z(t,t. i) = it,k) + (30) 

aus denen sich die Invarianz der reeliten Seiten der Gleichungen ( 24) 
nnter einer beliebigen Parametertransformation sofort ergibt 


§ 38. Die Differ entiationsmethode. 1 ) 

Wir kebren jetzt zu. der im Eingang you § 36 formulierten Auf- 
gabe zuruek, uin dieselbe nacb der zweiten der dort genannten Me- 
tboden, der Differentiationsmetbode, m An griff zu nehmen. Wir wollen 
den auBerst einfacben Grundgedanken dieser Metbode znnacbst an 
dem Beispiel der kiirzesten Kurve von emer gegebenen Kurve $ nacb 
einem gegebenen Punkte P 2 erlautern. Naebdem man dnrcb Be- 
tracbtung yon Variationen mit festen Endpunkten gezeigt bat, daB 
die Extremalen gerade Linien sind, bat man des weiteren nur nocb 
die Aufgabe zu losen: Unter alien Geraden, welcbe von der Kurve 
$ nacb dem Punkte P 2 gezogen werden konnen, die kxirzeste zu 
sucben; und das ist ein Problem der Tbeone der gewobnlicben Maxima 
und Minima. Die Entfemung der beiden Punkte P 3 und P 2 , (die 
nicbts anderes ist als das Extremalemntegral fiir das vorliegende Bei- 
spiel), ist - . N — 

. y$) “ "b (y% — * 

x ) Der Grundgedanke dei Metbode sebeint auf Poison und Jacobi zuriiek- 
zugeben; vgl. aueb Dijenger, Grundnfi der Variationsrechnung (1867) p. 27. Im 
einzelnen durebgefubrt worden, und zwar aucb fur die Glieder zweiter Ordnung, 
ist die Metbode zuerst von A. Mayer fur das allgemeine Lagrange’scbe Problem’ 
Leipziger Berichte (1884) p. 99 und spater nocbmals in der oben (p 303 FuB- 
note *)) zitierten Arbeit von 1896. 
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Man bat also einfach die Funktion 

— x 2)~ + (K a ) — Dif 
der Yariabeln a zu einem Minimum zu macben. 

Da die gerade Yerbindungslime zweier Punkte ausnahmslos die 
absolut ktirzeste Yerbindungskurye der beiden Punkte ist, so liefert 
in der Tat die Methode bier offenbar nicbt nur notwendige, sondern 
aucb binreicbende Bedingungen. 

Ganz analog ist die SehluBweise mi allgememen Falle: Man zer- 
legt das Problem in zwei sebarf getrennte Teiie. Zunacbst lost man 
das Problem bei festen, aber unbestimmten Endpunkten, bestimmt 
dann die Integrationskonstanten als Funktionen der Koordmaten der 
beiden Endpunkte und berecbnet das zugeborige Extremalenmtegral 
Der zweite Teil der Aufgabe bestebt dann darm, dab 
man die Funktion unter den durcb die Aufgabe yor- 

gesebriebeuen Nebenbedingungen zu emem Minimum macbt, was eine 
Aufgabe der Theorie der gewo/mlichen Maxima und Minima ist. Das 
lauft darauf binaus, daB man nur solcbe Yariationen der gesucbten 
Kurye @ 0 betraebtet, welcbe selbst Extremalen sind. 

Es ist klar, daB man auf diese Weise notwendige Bedingungen 
erbalt ; ob aucb binreicbende , das ist im allgemeinen Falle nicbt so 
selbstyerstandlick, wie es nacb Analogie des obigen Beispiels scheinen 
konnte Daker smd aucb die Einwande, die Ebdmann 1 ) gegen die 
Metbode erboben bat; an sicb berecbtigt. Trotzdem fiibrt die Metbode, 
wenigstens in emem etwas bescbrankteren Smne, aucb zu binreichenden 
Bedingungen, wenn man die bekannten binreicbenden Bedingungen 

fur gewohnhche Maxima und Mi- 
nima mit den binreicbenden Be- 
dingungen fur das V ariationsproblem 
mit festen Endpunkten yerbindet. 2 ) 

Wir fiigen flir die weitere Dis- 
kussion clen im Eingang von § 36 
aufgezablten Yoraussetzungen iiber 
den Extremalenbogen @ 0 die weitere 
binzu, daB die Legendre 7 scbe und 
Jacob i’sche Bedingung in der starke- 
ren Form (II’) und (III’) yon § 32, b) 
erfullt sind. Dann sind die V oraussetzungen der beiden Satze yon 
§ 37 fur den Extremalenbogen @ 0 erfullt, wobei anstelle der dort mit 

*) Zeitschrift fur Mathematik und Physik, Bd. XXIII, (1878) p. 364. 

*) Ygl. Bolza, Lectures , § 23, e). 
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A ly A 2 , resp. P l7 P 2 bezeichneten Punkte die Punkte P 1; P 2f resp. 
P 3? P 2 treten 

Wird daher der Punkt P 3 hinreiehend nahe bei P t angenommer^ 
so geht von P s nach P 2 eine eindeutig definierte Extremale S, dar- 
gestellt durch die Grleichungen (13a) ; wenn man darrn x 17 // x durch 
^3; 2/s ersetzt. Der Wert des Integrals -7, genommen you P 3 entlang 
@ nach P 2 , ist dann gegeben durch das Extremalemntegral 

“vS l '*3 ? i /3 ? ilfa) 

Da der Punkt P 3 auf der gegebenen KurYe ft liegt. so ist hierin 
x, = .h'n), y 3 = ha f (31) 

zu setzen, wen n a der Parameter you P, auf der Kiirve ft ist ; (so 
da6 also in der Bezeichnung Yon §36 ? aj a = a 0 + s). Durch Em- 
setzen dieser Werte geht das Extremalenintegral m erne Funktion 
der einzigen Yariabeln a liber, die wir mit J(a) hezeichnen, so dah 

J ( a ) = S ( S ' («) 7 y ‘ a » 7 ^2 7 l J ' i ) * ( 32 ) 

Die Funktion J(a) muB nun nach dem im Emgang dieses Ab- 
schmtts Gresagten fur a = a 0 ein Minimum besitzen, es muB also sein: 

eTto)-0, 7> 0 )>0. (33) 


Nun ist aber nach (32) 


-rr / \ ~ ' 1 0^> ~r 

J 0 ) = *£■'■ + 37; y ; 




^2/i 


setzt man hierin fur die Ableitungen von 3 ihre Werte aus (18) ein 
und beachtet die Homogeneitat von F x , y F yfy so erhalt man: 

J'(a) = - \¥F^{x,y,x',y') + y'F v ,(x,y,x',y')) | s . (34) 

Fiir a = a 0 ergibt sieh hieraus unmittelbar die Traiisversalitatsbedinguny 
in dereelben Form (5) wie in § 36 ? a). 

Ist die KurYe ft nicht in Parameterdarstellung, sondern durch 
eine Grleiehung %{x y y) = 0 gegeben, so hat man die Funktion 

3(7l? Si 7 y*) 

der beiden Variabeln x i7 y 1 mit der Nebenbedingung 

zu einem Minimum zu machen, was nach den bekannten Regeln fiir 
bedingte Minima auf die Trans versali tat sbedingung in der Form 

F A x i, vu <,y'i)% y ( x v Ui) - F sAi,yu vO = 0 ( 35 > 

fiihrt, in ITbereinstimmung mit (5). 
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Ebenso leicht laBt sick die Differentiationsmethode auf das ail- 
gemeinere Problem 1 ) anwenden: 

Das Integral ^ /* , , , 

J =jF(x,y,x ,y)dt 


zu einem Minimum zu macken, wakrend zwischen den Koordmaten 
der Endpunkte eine Anzakl yon Relationen gegeben ist 


Die Anzakl der voneinauder unabkangigen Relationen kann nicht 
groBer als vier sein Ist sie genau gleick vier, so kaben wir den 
Pall fester Endpunkte. 

Sind beide Endpunkte vollstandig frei beweglick, so erkalt man 
die vier Bedingungen 

-F X '! 1 = 0, V - 0, F x , I 2 = 0, F, 2 - 0. 


§ 39 Die Brennpunktsbedingung. 

Wir fiigen jetzt den lm Eingang yoh §§ 36 und 38 fiber den 
Extremalenbogen @ 0 gemackten Annakmen die weitere Annakme hinzu, 
dafi im Punkt P 1 die Transversalitatsbedmgung (5) erffiUt ist, und 
wenden uns nun, im weiteren Verfolg der Differentiations methode, zur 
Diskussion der Bedingung 

J'\a 0 ) ^ 0 (33 a ) 


a) Berecirmmg 2 ) von J"(a Q ) ; Einfukrung des Brennpnnktes: 
Aus der Definition (32) der Punktion J(a ) folgt unmittelbar 


'K) = g^+fr 




+ 


z.'~ r , 8 ! 3 m . 


dx t cy l 


~ r ~ r , U <0 ~ 

* y + dy\ y 


Tragt man kierin die Werte fur die Ableitungen von 3 aus (18) 
und (24) ein und setzt 

Lx'+ZMSfy + Ny'*\\ 


wobei die Argumente von F x , F y , } F l7 L, M, N sick auf die Extre- 
naale @ 0 und den Punkt F 1 bezieken, so erkalt man 

J" (a 0 ) = — A 1 + (37) 


wobei die Punktion 0 1 (t) durck (23) defmiert ist und t statt s ge- 
eckrieben ist, da der Parameter auf der Extremalen @ 0 beliekig ist. 8 ) 


*) Kneser, Lehrhuch, § 10. 2 ) Nach Dresden, loc. cit p. 474 

3 ) Vgl die Bemerkung am Ende von § 37, c) 
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In dexn Ausnahmefall, wo: x[\j[ — y[x[ — 0, wo also die Extre- 
male @ 0 die Kurve §. im Punkt P, beriihrt, reduziert sich die Be- 
dingung (33 2 ) auf: A t 0, also eine Bedingung, die von der Lage 
des Punktes P 2 auf der Extremalen 1 ) S* unabhangig ist. 

Wir lassen diesen Ausnahmefall in der Folge beiseite und setzen 

daB <v\ - + o, (38) 

d. h. daB die Eurven ® 0 und St sieh im Punkt P, nieht beruhren. 
In diesem Fall hangt J"(a 0 ) von der Lage des Punktes P 2 ab. Wir 
lassen daher den Punkt P 2 die Extremale vom Punkt P 1 bis zu dem 
zu P } konjugierten Punkt P' durehlaufen und untersuchen, wie sich 
dabei das Zeiehen von J"(a 0 ) andert. 

Wegen der Yoraussetzungen (IP. und (38) ist P > 0. Femer 
folgt aus (23 ) und (26), daB 

f lAM = _ Jj JA.' 

dt F 1 [f}ic\(t)’ \ 6V ) 

also stets positiv. TTberdies ist nach i21) und (22 ) 

z i (A + 0) = + cc ; dagegen z x (i\ — 0) = — oo, 1 40) 

da nach dem Sturm ’schen Satz von § 11, e) die Funktion ca t (t) in 
und t[ entgegengesetztes Zeiehen hat. 

Wahrend also der Punkt P 2 die Extremale ©* vom Punkt P l 
bis zum Punkt P( durchlauft, nimmt J"(a 0 ) bestandig ab von + oo 
bis oo, passiert also genau einmal durch den W ert 0. Denjenigen 
Wert von t, fiir welehen dies eintritt, bezeichnen wir mit t" . Dann 

* i i 


ist also 


) 


>0, 

wenn 

*»<K, 


= 0, 

wenn 

a*- 

II 

(41) 

<0, 

wenn 

t 2 > t". 



Fur eiu Minimum 2 ) ist also notig ? daB 


4 < (42) 

Derjenige Punkt JP^ der Extrerualen @* 7 welcher dem Parameter 
t = t " entspricht, heiBt nach Kneser 3 ) aus spater ersichtlichen Grun- 
den der JBrennpunM der Kurve & auf der Extremalen @* 

*) Ygl wegen der Bezeiehnung § 27, c j. 

~) Fur spatere Anwendung (§ 42) beachte man, daB die Funktion J(a) im 
Fail t 2 > tf fur a = a 0 ein Maximum besitzt. 

3 ) Vgl- Ejstesee, Lehrbuch § 24; Bliss gebraucht statt dessen ^critical point u , 
und diese Bezeiehnung ist yon Zermelo und Hahn adoptiert worden (Encyclo- 
padie, II A, p. 630). Wenn kein konjugierter Punkt PJ auf dex Extremalen (£* 
existiert, so braucht auch nieht notwendig ein Brennpunkt Pf zu existieren 
Im letzteren Fall ist J" (a f) 0 auf dex ganzen Extremalen (Sq. Wir sehreiben 
aueh in diesem Fall : t* < t[ r . 

B o 1 z a , V anatiousrecLuung 


21 
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Somit konnen wir den Satz aussprechen: 

Fur ein Minimum des Integrals J unter den angegebenen End- 
punktsbedingungen ist weiterhin notig , da/5 der Brennpmkt P" der 
Kurve $ auf der Extremalm nicht zwischen den beiden Punktm 
P t und P> liegt. 

Die Gleichung J"(g 0 ) = 0 ; welcher der Wert t” geniigt, konnen 
wir nach (27) nnd (28) auch schreiben 1 ) 

H[t, <,_) = A, ®(t, t t ) + B t - 0, (43) 

und zwar ist t ” definiert als die zunacbst auf t i folgende Wurzel 
dieser Gleichung. 

Mit Hilfe der Gleichungen (21), (22), (27) und (28) verifiziert 
man leicht, dafi 

i,ff(u)+my=o ( 44 ) 

Die Funktion E(t , t x ) kann daher, abgesehen Ton einem konstanten 
Faktor, auch als dasjenige Integral der Jacobi’schen Differential- 
gleichung definiert werden, welches der Anfangsbedingung (44) ge- 
nugt. 2 ) Denn ist u(t) ein zweites Integral der Jacobi’schen Diffe- 
rentialgleichung, welches derselben Anfangsbedingung geniigt, 

A t u(t x ) + B t u'(t i) = 0, 

so folgt, da B x 4= 0? 

Hu'-uR'V^ 0, 

und dies ist nach § 11, b) Zusatz I, nur moglich, wenn u = konst. JET. 

b) Abhangigkeit des Brennpnnktes von der Krimmung der 
Kurve $ im Punkt P t : 

In den Ausdruek fur die Funktion H(t, t x ) kann man statt der beiden 
Ableitungen y" die Krummmuiig der Kurve ® im Punkt einfuhren , also 
die GroBe 

1 %'y" — y' x" j 1 

f 3_ ’ 

(x'* + y '*)2 ! 

■wenn man — unter Festhaltung der Voraussetzung (BS) — aus den beiden Glei- 
cbungen 

xF x .+ y'F y . j'=0, x'F« + y’F y ,\' = FV (45) 

die Gro^en E. I 1 und P, 1 berechnet und in A, einsetzt. 

j if 1 A 

*) In dieser Form zuerst von Bliss gegeben (Transactions of the 
American Mathematical Society, Bd. Ill (1902), p. 136) und aus der zweiten 
Variation abgeleitet. Unsere Bezeichnung weicht von der Bliss’sehen um einen 
unwesentlicben konstanten Faktor ab. Die entsprechende Gleichung ffir das 
x - Problem findet man bei Bolza, Lectures , § 23, e). 
s ) Vgl. Bliss, loc cit. 
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Bezeiehnen Q l und 0~ die Tangentenwinkel von @ 0 , resp. f im Punkt P 
nnd setzt man znr Abkiirzung 

C\ = g >* 

pV s -f- y' 2 sm (0 — 0) ’ 

A =icos ! e-f 2Afco3 0sin0 + jV T sin s 0 », " ^ 

A = (a;' 3 4. y'*) sin*(0 -8P, 

to mmmt die Gleichung znr Bestimmung des Brennpnnktes nach (37) die Form an 

- (y + a) + A*: «') = <> (47) 

Denken wir tms die Extremal e @ 0 nnd den Pnnkt P x festgebalten nnd die 
Kurve ^ variiert, aber so, dab die Kicbtung ihrer Tangente im P nnk t P x unver- 
andert, somit die Trans versalitatsbedingung erfiillt bleibt, so zeigt die voran- 
gehende Gleichung, dafi der Brennpnnkt P'' nngeandert bleibt, solange die 
Krummung der Kurve £ im Punkte P x dieselbe bleibt, sicb dagegen im all- 
gemeinen ) Undert, wenn die Krmmmung sicb andert. TTm die Abhangigkeit 

zwischen beiden naher zn untersncben, losen wir die Gleichung (47) nacb ~ 


auf: 


= F x z t (t x ) — D x 


nnd betracbten als Pnnktion von t". 

r 1 

Aus (39) nnd (40) folgt daber fur den Pall, dafi der konjugierte Punkt P x 
existiert, das Resultat: 

Wabrend t x von t x bis t x wachst, nimmt die Krummung — ab (zu), und 

zwar von + oc (— oo) bis — oo (+ oo), wenn C x positiv (negativ) ist. 

Hieraus ergibt sicb zugleich das Yerhalten der inversen Funktion t" als 

Fnnktion von — • 
r 

Beriicksicbtigt man nocb die geometriscbe Bedentnng des Yorzeicbens von 
-^r (vgl. § 25a)), so la£t sicb das Resultat 2 ) aucb folgendermafien aussprecben. 

La fit man den Krummungsradi us r der Kurve @ tm Punkt stetig sich andern, 
und zwar von 0 hie oo auf derselben Seite von auf welcher (£ 0 liegt, und dann 
von oo bis 0 auf der entgegengesetsten Seite y so bewegt sich der JBrennpunkt P x 
stetig vom Punkt P t nach dem konjugierten Punkt P(, wenn F(x x , y x , x[, y'f) > 0, 
dagegen vom Punkt P[ nach dem Punkt P 13 wenn F(x x , y lf x[, y[) < 0. 

0 1st F(x t , y x , x x , 2/0 = 0, (was wegen (38) und (45) nnr eintreten kann, 
wenn gleicbzeitig F^ J 1 = 0, F 0), so ist G x = 0 und t[' von der Krummung 
nnabbangig; wir setzen in der weiteren Diskussion voraus, dafi 

Vi ? <7 2/0 + 0. (48) 

Aus dieser Annabme zusammen mit der vorausgesetzten Transversalitats- 
bedingung (5) folgt iibrigens riickwarts die Ungleicbung (38). 

Satz und Beweis nacb Buss, loc. cit. p. 138. 


21 
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c) Beispiel I bei variablem Anfangspunkt: 1 ) 


Hier 1st 


gV *' 2 + y' % 


Die Extremalen sind Kettenlinien mit cler #-Achse als Direktrix 
insbesondere die Extremale (S 0 in der Form 

@ 0 = X=^+a „t, y = c£ 0 Ch.t 


Wir sehreiben 


Die Transversalitatsbedingung lautet* 

y(xx' + yy') = 0, 

Die Kettenlime (S 0 muB also lm Punkt P t zu der gegebenen Kurve $ ortho- 
gonal sein, 

Ferner ergibt eme einfache Rechnung 

Z — Thi, = JV=Th t, 


und daraus, wenn wir die positive Richtung der Eurve £ so wahlen, daB 

(7, = — a 0 Chi,, D,= — Th E 1 = 1 

Endlicli findet man 

0(* t t x ) = 6:2 { ShtSht, (t — t x ) + ShtGh^ — Sh# x Ch t] 

Hieraus ergibt sicb Bestimvmmg des Brennpunktes die Gleichung -) 
a(Ckf — tSht) + b&ht == 0, worin 

a = l — -^Ch^Sht, 
r 1 

6 = ShijCht, + i, + (Chi, - i, Shi,) . 

Die Diskussion dieser Gleichung ergibt das folgende Resultat 3 ): 

Liegt der Punkt P t auf dem absteigenden Ast der Kettenlime (in welchem 
Fall ein zu P l konjugierter Punkt P[ existiert 4 ), so existiert stets ein Brenn- 
punlct, und zwar in tTbereinstim mung mit der allgemeinen Theorie zwisehen P t 
und Pi 

Liegt der Punkt P x auf dem aufsteigenden Ast (in welchem Fall kein zu 
P 1 konjugierter Punkt existiert) } so existiert ebenfalls ein JBrennpunlct, aufier 
wenn r zwischen 0 und — u Q Gh~t l Sht 1 liegt; liegt dagegen r m dem an gegebenen 
Intern ail, so existiert Teem Brennpunkt 


*) Siehe pp 1, 33, 79. 

2 ) Zuerst gegeben von Eneser, Lehrbucb S 85. 

*) hTach Mary E. Sinclair, Annals of Mathematics (2), Bd. VIII (1907), 
p 177, wo fur den Fall r = oo auch die exp erimentelle Bestimmung des Brenn- 
punktes mittels des Plateau 5 schen Versuches gegeben wird. 

4 ) Vgl. p. 80. 
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Der Brennpunkt la Bt sich drucli eine der Lindelofscben dhnliehe, aber 
im allgemeinen etwas kompliziertere Konstruldion *) bestimmmen. In dem spe- 
ziellen Fall, ■wo r = oc. 1st dieselbe besonders einfacli * Die Normale an die 
Kettenknie im Pnnkt JP X und die Tangente im Brennpunkt jp" schneiden sich 
auf der rc-Achse 2 > 

§ 40 G-eometrisclie Bedeutung des Brennpunktes. 

Ahnlieh wie der konjugierte Punkt hat nun auch der Brennpunkt 
eme einfaehe geometrische Bedeutung. ITm dieselbe abzuleiten, be- 
trachten wir zunachst die Aufgabe, durch emen Punkt P 3 der Kurve 
$ in der Nahe von P 1 eme Extremale zu konstruieren, welch e von 
der Kurve & transversal gesclmitten wird. 

Der Parameter des Punktes P 3 auf der Kurve S sei wieder a, 
seine Koordinaten also x(a), y(a) 1st dann 0 der Tangentenwinkel 
der gesuchten Extremalen im Punkte P 3 , so konnen wir letztere 
in der Normalform von § 27, b) ansetzen: 

* = X (s; 1(a), Tj(a), 9), y = g)(s; 1(a), y(a), 6), 

wobei der Punkt P 3 dem Wert s = 0 entsprieht 

Soli diese Extremale im Punkt P 3 von der Kurve & transversal 
gesehnitten werden, so muB sein 

y (a)F xf (x(a),y(a), cos 0, sin 6) + y'F 1Jf (x(a),y f a), cos 9, sin 9) = 0. (49) 

Diese Gleichung haben wir nach 6 aufzulosen. Die Voraussetzungen 
des Satzes uber implizite Funktionen (§ 22, e)) sind erfullt: Denn da 
nach unserer Annahme die Extremale @ 0 im Punkt P t von der Kurve 
$ transversal gesehnitten wird, so wird die Gleichung befriedigt fiir 
a — a 0 , 6 = 6 1} wenn den Tangentenwinkel von (S 0 im Punkt P x 
bezeichnet. Ferner ist die linke Seite von (49) in der Umgebung der 
Stelle a = a 0 , 6 = 9 1 von der Klasse O' ’, und endlich ist ihre partielle 
Ableitung nach 6 an dieser Stelle von Null versehieden; denn eine leichte 
Bechnung ergibt fiir diese Ableitung den Wert: F t (j) r cos 9 — iFsin0), 
und dies ist wegen unserer Voraussetzungen (II 5 ) und (88) im Punkt 
P x von Null versehieden. Somit konnen wir in der Tat die Gleichung 
(49) in der Umgebung der Stelle a 0 , 8 1 eindeutig nach 6 auflosen 
und erhalten als Losung eine Funktion: 6 = 6(a), welche in der Um- 
gebung von a = a 0 von der Klasse G r ist und der Anfangsbedmgung: 
6(0,) = 0 t geniigt. Die gesuchte Extremale S a wird also dargestellt 
durch die Gleickungen 

x = £(s ;l(a),y (a), 9(a)), «/ = g) (s; x (a), y (a), 6 (a)). (50) 

*) Ygl. Mary E. Sinclair, loc. cit., p. 182. 

2 ) Hierzu weitex die Ubungsaufgdben Nr, 3, 5, 6 — 8 am Ende von Kap IX. 
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Dabei liefert der Wert 5 = 0 den Schnittpunkt P B mit der Kurve 
und fur a = a 0 reduzieren sich die Gleicbungen (50) auf die Grleichungen 
der Extremalen © 0 in der Normalform 

@ 0 : x = %(s-,x 1 ,y 1 ,8^, y = 0 t ) (51) 

Endlicb folgt aus den Gleicbungen (51b) von § 27, daB die 
Funktionaldeterminante der beiden Funktionen auf der recbten Seite 
von (50) nacb s und a fur 5 = 0 den Wert: jf cos 9(a) — x sin 8(a) 
bat ; welcher fiir kleine Werte von a vregen unserer Voraussetzung (38) 
von Null verschieden ist 

Wir formulieren das Resultat als selbstandigen Satz: 1 ) 

Wenn die Extremale 6 0 im Punkt P t von der Kurve S trans- 
versal geschnitten, aber mcht beruhrt wird , so la fit sich durch jeden 
Punkt P B von $ in der Nahe von P t eine und nur eine Extremale 
konstruieren. welche im Punkt P 3 von S transversal geschnitten wird \ 
und deren Tangentenwinkel im Punkt P z nur unendlich wenig von dem- 
jenigen von @ 0 im Punkt P x verschieden ist. 

Gebt die Extremale © 0 aus der ursprunglich gegebenen Dar- 
stellung (1) in die Normalform (51) liber durcb die Parameter- 
transformation (14) , so fiibrt dieselbe Parametertransforination die 
Gleicbungen (50) iiber in eine neue Darstellung der Extremalen 

<S a : x = cp(t, a), y = ip(t, a), (52) 


welche fiir a = a 0 m die gegebene Darstellung (1) der Extremalen @ 0 
ubergebt : 


<p (t, a 0 ) = x (t), ip (t, a 0 ) = y (t\ 


(53) 


und bei welcber der Punkt P 3 der Extremalen dem von a unab- 
hangigen Wert t = t t entspricht: 

(p(ti,a) == x(a), ik(t 1} a) ^y(a). (54) 

tfberdies haben die Funktionen cp. ijj die in § 27 ? d) unter A) bis D) 
aufgezahlten Eigenschaften. 

Yarnert man a, so stellen die Gleicbungen (50) oder (52) eine 
die Extremale @ 0 enthaltmde Schar von Extremalen dar, ivelche samt- 
lich von der gegebenen Kurve transversal geschnitten werden . 

Die Transversalitat der beiden Knrven und S ina Punkt P 3 
driickt sich aus durch die Gleichung 

~x\a)F^y'(a)F v ,^0, (55) 

wobei die Argumente von F x , und F y , sind 

£ = x(a), y = y(a), x' = a), y = ip t (t 1; a). 


1 ) Derselbe ruhrt von Kneser her, vgl, Lehrbucb § 30 
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Diese Gleichung, welche eine Identitat In a ist, differentiieren wir 
jetzt nach a. In dera zunachst sick ergebenden Resultat driicke man 
die zweiten Ableitungen von F mittels der Gleichungen (12 a) und 
(85j des funften Kapitels durch die Funktionen F t , L, M, N ans und 
beach te, daB nach (54) 

y(a) = ) = il'Jt, , a) 

und dahei _ «)!/'( at — a)x'(a) = A (t L , a), 

wenn A (t, a) wieder die Funktionaldeterminante der Schar (52 ) bedeutet. 

Setzt man schlieBlich a = a 07 so erhalt man die Relation: 

A x A(t l7 a 0 ) + B x A £ (t X7 a 0 ) = 0, (56) 

wenn A (t,a) die Funktionaldeterminante der Schar (52) bedeutet. 

Nun ist aber nach § 29 ? b) die Funktion A (t,a 0 ) em Integral der 
Jacobi’schen Differentialgleichung fiir die Extremale und da 
A (t,a Q ) der Anfangsbedingung (56) geniigt, so folgt nach der am 
Ende von § 39, a) gemachten Bemerkung, daB 

A (t 9 a Q ) = 0H(t, t x ) 7 (57) 

wo C eine von Null verschiedene Konstante ist, da nach (53), (54) 
und ( 38 ) A (t lf a 0 ) = x x y x y 1 x 1 H= 0. (57 a) 

Die Funktion H(t 7 t x ) unterscheidet sich also nur urn einen kon- 
stanten Faktor von der Funktionaldeterminante A(t ? a 0 ) derjenigen 
Extremalenschar, 
welche vo n der ge- 
gebenen Kurve £ 
transversal ge- 
schnitten wird. 

Daraus folgt 
aber nach § 29 ; c) 
der Satz: 1 ) 

Der Bremi- 
pimkt P x der 
Kurve $ auf der 
Extremalen ist 

derjenige PunM, in welchem die Extremale ©* mm ersten Mai — von P x 
nach P s #u gerechnet — die Envelopjoe § der von der Kurve S trans- 
versal geschnittenen Extremalmschar benihrt A) 

*) Vgl. Bliss, loc cit. p. 140. 

2 ) Diese Eigensehaft dient bei Kneser (. Lehrbueh § 24) als Definition des 
Brennpunktes. Hierdurch findet zugleich der Ilame seine Erklarung; man denke 
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Betspiel XVIII: Von einei gegebenen Kurve ft nach emem gegebenen 
Punkt P 2 die kurzeste Kune zu ziehen 1 j 

Hier ist 

F = Yx ■ -\-y 2 . 

Die j Extremalen sind Gerade , da die Differentialgleiehung (23bj von § 26 hier 

die Form annimmt ± 

- = 0 . 
r 


Die Bedingungen (IF) und (HI’) sind stets erfiillt. 

Die Tran sversalitatsbedia gang lantet 

xx + yy 1 = 0 , 

d h. die Gerade (£ 0 mu ft im Punkt P 1 auf 
der gegebenen Kurve ft senkrecht stehen Die 
Extremalenschar, welche von der Kurve ft 
transversal geschnitten wird, ist hier also das 
Normalensystem der Kurve ft; ihre Enve- 
loppe ist die E volute % der Kurve ft Der 
Brennpunkt P'f ist daher der Krummungs- 
mittelpunkt der Kurve ft im Punkt P x , und 
\ V wir haben daher das Resultat: 2 ) 

^ Far ein Minimum ist notwendig , daft 

Flg 50 der Punkt P 2 entweder auf der entgegen- 

gesetzten Seite der Kurve ft hegi, w%e der 
Krummungsmittelpunkt P" oder aber , falls beide Punkte auf derselben Seite von ft 
liegen , daft Pf meht zmschen P t und P, hegt 



% 41. H3nreich.ende Bedingungen fur das Problem mit emem 
variabeln Endpunkt. 

Wir setzen jetzt voraus, daB der Extremalenbogen (£ 0 keine 
Doppelpunkte besitzt und die Bedingungen 3 ) (IT) und (IV’) fur feste 
Endpunkte erfullt: ferner dafi er im Punkt ft you der gegebenen 
Kurve $ transTersal geschnitten wire! und die Ungleichung (48) er- 
fiillt; endlich daB er den Brennpunkt V' nicht enthalt, d. b. also daB 

t, < C- (58) 

an den Pall, wo die Extremalen gerade Linien sind, die man als Liektstrahlen 
interpretiert. Die Brennpunktsbedingung mit dieser Definition des Brennpunktes 
rflhrt von Kneseb her (loc cit.); wir werden seinen Beweis in § 47 geben 

v ) Da fur das Langenintegral: J S1 = J ls (vgl. § 25, b)), so ist die Aufgabe 
Equivalent mit der Aufgabe: Von einem gegebenen Punkt uach einer gegebenen 
Kurve die kiirzeste Kurve zu ziehen. 

*) Schon von Eedmaiw aus der zweiten Variation abgeleitet Zeitschnft 
fur Mathematik und Physik, Bd. XXHI (1878) p. 374 
*) Vgl. § 32, b). 
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Wir wollen zeigen. da8 alsdann der Bogen % in dem im Em- 
gang von § 3G definierten Sinn ein Minimum fiir das Integral J liefert 1 ). 

Die m g 40 bestimmte Extremalenschar (52), welche von der 
Kurve §, transversal geschmtten wird, liefert unter den gemachten 
Voraussetzungen ein Feld oP /ljfc um den Bogen @ 0 Dean die Bedingung 
(58 ) laJJt sich nach (57 j, (41) und (43 ) aueh sehreiben 

&(t,ci Q ) = 4 = 0 fur t 2 ; 

und da iiberdies die Funktionen q;, rp die in § 31, a) vorausgesetzten 
Stetigkeitseigenschaften besitzen, so sind alle Bedingungen des Satzes 
iiber die Existenz eines Feldes erfullt 

Der dem Intervall: [a 0 — a 0 + £] des Parametei s a entsprechende 
Bogen der Kurve S liegt ganz in diesem Feld, da man wegen (54) 
die Kurve & aueh sehreiben kann 


~a^ + b 


S: x = cf (t 1} n), y^ipit^a). 

Wir verfahren jetzt ganz wie in § 31, b): 

Wir nehmen anf der 
Fortsetzung des Bogens 
6 0 liber den Punkt P ± 
hinaus einen Punkt P 0 
so nahe bei P 1? daJJ 

F(x 0 ,y 0 ,x' 0 ,y 0 ) + 0, 

was wegen der Voraus- 
setzung (48) stets mog- 
licb ist, konstruieren 
durch den Punkt P 0 die 
Transversale §i 0 zur Ex- 
tremalenscbar (52) und fiihren das Feldintegral W(%,y) ein, gerechnet 
von der Kurve & 0 aus. 

Jetzt sei 



6: x = x(s), y = y (s'), s 5 <s<s 2 

irgend eine gewohnliche, ganz im Feld gelegene Kurve, welebe von 
irgend einem Punkt P 5 der Kurve $ nach dem Punkt P 2 fiihrt; da- 
bei wahlen wir der Einfachheit halber den Bogen 5 als Parameter 
auf S. Dann gilt fiir die totale Variation 

A,J = ~ J <$„ 


*) Zuerst von Knesee bewiesen, Lehrbuch , §§ 20—22, wegen eines zweiten 
sicb unmittelbar an die Differentiationsmetbode anscbliefienden Beweises, vgl. 
p. 314, FuBnote 2 ) 
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der Weierstrafi’sche Fundamentalsatz 

AJ =j 8(M,y:p,q:p,q)ds, (o9) 


wobei die Argumente der 8-Funktion dieselbe Bedeutung baben, wie 
in § 32, aj. 

Dies laBt sicli auf Grand der Resultate von § 31, e) mittels einer 
von ENesek 1 ) ter ruli renden 31odifilcation der Weierstrafi schen Kon - 
struktion beweisen. 

Sei in der Tat P 3 ($ = s d ) lrgend ein Pnnkt der Kurve ©, so 
sctneidet die durch P 3 getende Extremale des Feldes, @ 3 (u = %), die 
Trans versale & 0 m dem auf $ 0 dem Wert a = entsprechenden 
Punkt P 4 . Dana bilden wir das Integral J, genommen von P 4 ent- 
lang der Extremalen ® 3 bis P 3 and von P 3 entlang der Kurve © bis 
P 2 , und bezeiehnen dessen Wert mit $(s 3 ), sodaB 

“ ^43 “P ^32* 

LaBt man den Punkt P 3 mit P 5 zusammenfallen , wobei P 4 nact P 6 
riieken moge, so kommt 

$(%) “ + ^52 • 


LaBt man dagegen P 3 mit P 2 zusammenfallen, so kommt 

$ 1 = ^02 “ 4)1 “ f * ^12 * 

Jss - TT(afc,jM, J 01 - Wix^y^ 

da nach §31, e) PT(^, ^/) auf der Transversalen $ konstant ist. 


Nan ist aher 
und 


folgt also 


AJ = — J ( 


*12 




(60) 

Es 


Die Berechnung der Ableitung S'($ z ) and damit der Beweis von (59) 
gestaltet sich nunmetr genau wie in § 32, a). 

Statt der WeierstraB’schen Konstruktion kann man auch tier 
wieder das Hilbertfsehe invariante Integral J ’* benntzen. Nact 
Crleictung (151) von § 31 ist namlict emerseits 

- W(x 3 ,y ,) — W(x- a ,y h ), 

andererseits, da © 0 eine Exfcretnale des Feldes ist, 

J®„ = W(x 2 ,y,) - W (x x , y,) ; 


*) TgL Ebtesbe, Lehrbuch , § 20. 
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also ist wegen 1 6(b j __ 

<S ? 

woraus nunmebr wie in §17, cj und § 32, a; der WeierstraB’scke 
Satz (59; folgt. 

Nacbdem aber eimnal der W eierstrafi'sdhe Satz bewiesen ist, 
kann man genau wie in § 32, b ) welter sehlieBen and erhalt das Resultat, 
daB A J> Q, falls die Euire (S nicht mit © 0 identiscb ist mid falls 
die CtroBe k hinreicbend klein gewablt worden ist. 

Der Bogen S 0 liefert also in der Tat unter den im Eingany dieses 
Paragraphen aufgezahlten Bedingungen ein starkes , eigentliches Minimum 
fur das Integral J. 


§ 42. Der Fall zweier variabler Endpunkte. 

Wir betrachten scblieBlich nocb den Fall, wo beide Endpunkte 
beweglicb sind, der erste auf emer Kurve S 1? der zweite auf emer 
Kurve ^ 2 . Beide Kurven sollen, soweit sie fur die Untersucbung in 
Betracht kommen, Ton der Klasse C" sem and im Innern des Be- 
reiebes Si liegen. An der Yoraussetzung, daB die Funktion F von 
den Koordmaten der Endpunkte unabbangig ist, soil aucb bier fest- 
gebalten werden. 

a) Vorbemerkungeii: 

Wir nebmen wieder an, wir batten eine Kurve © 0 gefunden, 
welcbe unter diesen Anfangsbedingungen em Minimum fur das Inte- 
gral J liefert. Indem wir dann zunacbst wieder Yariationen betrachten, 
welebe die beiden Endpunkte P v P 2 Ton © 0 festlassen, Auden wir wie 
in § 36, daB die Kurve ® 0 eine Extremale sein muB und die samt- 
lichen ubrigen notwendigen Bedingungen fur den Fall fester Endpunkte 
erfullen muB. Wir nebmen fur die weitere Untersucbung an, daB die 
Bedingungen (IT), (III’), (IV 7 ) erfullt sind. Sodann folgt aus der 
Betracbtung von Variationen, welcbe den Punkt P 2 fest lassen, wahrend 
P ± auf der Kurve frei beweglicb ist, daB die Kurve die Ex- 
tremale @ 0 in P x transversal scbneiden muB 

x'Fjx,y,x',y') + if F y ,(x,y,x',y') 1 = 0, (61) 

und daB der in § 39, a) definierte Brennpunkt von auf der Ex- 
tremalen (S* nicbt zwiscben P 1 und P 2 liegen darf. Wir wollen 
diesen Brennpunkt den „recbtsseitigen Brennpunkt^ von auf (5* 
nennen und seinen Parameter wie bisber mit bezeicbnen. Wir 
nebmen an, die Brennpunktsbedingung sei in der etwas starkeren Form 

% < r ; (62) 


erfullt. 
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Weiterbin betraehten wir Yariationen, welche den Punkt P t fest 
lassen, wahrend P 2 auf $ 3 beweglich ist. Fxir solclie Yanationen 
lassen sieh die Schliisse von §§ 36 — 41 fast unverandert wiederholen, 
und wir erhalten das Resultat, daB die Kurve die Extremale @ 0 
in P 2 transversal sehneiden muB: 

71 ? x ,(x,ij,x',y') + \/F y ,(x,ij,x',y') 2 = 0, (63) 

nnd daB der , ; lmksseitige Brennpunkk* yon $ 2 anf nicbt zwisehen 
P x und P 2 liegen darf. Der Parameter t' 2 desselben ist definiert als 
die dem Wert f 2 zunachst vorangehende Wurzel der Glei chung 

H 2 (t,t 2 )-0, (64) 

wobei 

m (t, t,) = A,® it, UJ + B s , (65) 

wahrend die Konstanten B 2 genau m derselben Weise fur den 

Punkt P 2 und die Kurve $ 2 zu berechnen sind, wie die Konstanten 
A v B 1 mittels der Gleichungen (36) fur den Punkt P 1 und die Kurve 
R v Wir netunen an, die zweite Brennpunktsbedingung sei in der 
etwas stiirkeren Form 

C <* 1 ( 66 ) 

erfiillt. 

Endlich soil nocli fur die weitere Diskussion angenommen 

werden, daB 

F{x 1 ,yi,x[,y[)^0, F(x % ,y 2 ,x' 2 ,y^) + 0, (67) 

woraus nacb p. 319 FuBnote *) folgt ; daB die Extremale @ 0 weder m 
P 1 die Kurve $ 1? nock in P 2 die Kurve $ 2 beruhrt. 
b) Die Bliss’sche Bedingung: 1 ) 

Zu den auf diese Weise aus der Betraehtung spezieller Yaria- 
tionen abgeleiteten Bedmgungen muB nun noeh eine weitere ^ von 
Bliss herriihrende Bedingung hinzugefugt werden. Die Kurve ^ 
bat namlieh auf der Extremalen aucb noeb einen ; ,rechtsseitigen 
BrermpumkP* PJ, dessen Parameter t" durcli die zunacbst auf t 2 fol- 
gende Wurzel der Gleichung (64) bestimmt wird. Die Bliss’sche 
Bedingung laBt sicb dann einfach so aussprechen: 

2 j Fur das Beispiel der kurzesten Entfernung zwisehen zwei Kurven ist 
diese Bedingung zuerst yon Erdmann (Zeitsehrift fur Mathematik und 
Physik, Bd. X XI I I (1878) p. 369) aus seiner allgemeinen Formel fur die zweite 
Variation bei variablen Endpunkten abgeleitet worden; for den allgemeinen Fall 
ist der Satz zuerst von Buss gegeben worden, von dem aucb der im Text ge- 
gebene Beweis herruhrt (Mathematiscbe Annalen, Bd. LVIII (1904) p. 70). 
Hierzu die Uh ungsaufgaben JSTr. 9 — 12 am Ende von Kap. IX. 
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§ 4-2 Der Fall zweier variabler Endpunkte. 

Der rechtsseitige Brennjmnld P" von ft, darf nicht zwischen dem 
Endpunkt P 2 mid dem rechtsseitigen Bmnipunkt P" von liegen, es 
mu 8 also spin „ * ~ ^ 

*:<*!'■ (68 J 

Angenommen es ware 

K < C- 

so wahle man zwischen P" und P" einen Punkt P 0 auf <5* und be- 
trachte zunachst die Aufgabe, das Integral J zn einem Minimum zu 
macben, wenn der erste 
Endpnnkt auf beweglieh 
ist, wabrend der zweite fest 
ist und mit P 0 zusammen- 
fallt. Fur diese Aufgabe 
liefert nach § 39 , a) der 
Bogen P X P 0 der Extre- 
malen @* kein Minimum, da 

<’<**• 

Wir konnen also in jeder 
Umgebung des Bogens P x P 0 eine V ergleicbskurve P 3 P 0 finden, fur welelie 

^30 ^ V 

Die Kurve P 3 P 0 scbneide in einem Punkte P 4 . 

Jetzt betracbte man andererseits das Problem, das Integral J zu 
einem Minimum zu macben, wenn der erste Endpunkt auf beweglicb 
ist, wabrend der zweite fest ist und mit P 0 zusammenfallt. Da 

to < t", 

so sind fur dieses Problem nacb § 41 die binreichenden Bedingungen 
erfullt, vorausgesetzt, dafi die Bedingungen (IT) und (IV J ) aucb nocb 
iiber P 2 binaus bis zum Punkte P 0 gelten. Daraus folgt, dafi 

^40 ^ 

falls die Kurve P 4 P 0 in binreicbender Nabe von @* gewablt worden ist. 
Durcb Subtraktion der beiden Ungleichungen folgt aber 

^34 ^ ^ 12 : 

womit die Notwendigkeit der Bedingung (68) bewiesen ist. 

Die Bedingung (68) laBt sicb nocb in eine andere Form bringen. 
Dazu konstruieren wir nacb § 40 diejenige Extremalenscbar 

^ = <p(t, a), y = a ), (69) 

welcbe von der Kurve transversal gescbnitten wird. Alsdann 
konnen wir nacb §31, c) auf Grand der Yoraussetzung (67 2 ) durcb 
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den Punkt P 2 eine eindeutig definierte Transversale X der Extremalen- 
sekar f69) konstr uieren. Zugleick ist damn die Extremalenschar (69) 
im Sinne Ton § 40 die emzige Extremal enschar, welche im Punkte P 2 
von der Kurve X transversal geschnitten wird Ans der geometriscken 
Bedeutung des Brennpnnktes folgt daher, dafi der Brennpunkt der 
Kurve % auf der Extremalen ®* mit dem Punkte P" identisch ist. 

Wendet man jetzt auf die beiden Kurven % und & 2 die Resul- 
tate von §39, bi an, nachdem man vorlier den positiven Sinn auf 
beiden Kurven so gewaklt hat, dafi die positive Tangente an ® 0 ini 
Punkfce P, links von der (gemeinsamen) positiven Tangente an % und 
liegt, so erkennt man, dafi die XJngleichimg (68) mit der folgenden 
Bedingung ‘Equivalent ist: 

Wenn F(x i 9 y^x^ 9 y^) > 0(< 0), so muB im Punkte P 2 die 
Kriimmung von nicht kleiner (groBer) als diejenige von X sein: 


1 



( 10 ) 


Dies laBt sich auck so aussprechen: 1 ) 

Wenn F(.i 2l y 2 , 4, j/ 2 ) > 0 (< 0), so mufi die Kurve % hi der 
Ndhe des Punktes P 2 gam auf derseTben ( entgegengesetsten) Seite der 
Kurve S‘ 2 liegen ivie der Extrem alenbogen @ 0 . 

In dieser zweiten Form bleibt der Satz auck dann nock ricktig, 
wenn die Brennpunkte P r f und P!f gar nicht existieren, in welckem 
Falle (68) lllusonseh wird 

c) Hinreiekende Bedingungen: 

Wir fiigen jetzt den unter a) aufgezahlten Voraussetzungen fiber 
den Extremalenbogen @ 0 nock die weitere kinzu, daB die Bedingung 
(68), resp. (70) in der starkeren Form 

f' < * " (68a) 


resp. 

erfullt ist. 

Alsdann liefert der Bogen ® 0 in der Tat einen Meineren Wert fur das 
Integral J als jede andere gewohnliche Kurve , , welche in einer gewissen Um- 
gebung von @ 0 von der Kurve Sj nach der Kurve $ 3 gezogen werden harm. 

Man kann dies nack Zeemelo und Hahn 2 ) folgendermaBen be- 
weisen: Man nekme zwischen Pf und Pf einen Punkt P 0 an; da 
t Q < t" 7 so liefert nack § 41 der Bogen P t P 0 der Extremalen einen 
Meineren Wert fur das Integral J als jede andere gewoknlicke Kurve, 

*) Vgl. Bliss, loc. cit., p, 80. In dieser Form laBt sick der Satz ftbrigens 
anch. direkt mit EGIfe des Kneser’scben Transversalensatzes beweisen 
2 ) Encyclopadie, HA, p. 631 


— > (O — 


(70 a) 
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welche in ein ergewissen Tim- ' / 

gebung Si des Bogens P 1 P Q v / 

von Si nach P 0 gezogen wer- \ s ^ p _ _ 

den kann, allerdings unter 1 

der weiteren Yoraussetzung, \ — ‘ ^ 0 ' 

dafi die Bedmgungen (II 7 ) nnd ^ \ 

(IV') fiber den Punkt P 2 bin- * \ 1 \ 

aus bis zum Punkte P 0 gelten. I 1 * ^ 

Andererseits folgt nach ^ 4 

(41) aus der TJngleiebnng Pig ss 

t" < ^o? daB der Extremalenbogen P 2 P 0 em relatives Maximum fur 
das Integral J liefert in Beziehung anf die Sebar von Extremalen r 
welche von der Knrve nach dem Punkte P 0 gezogen werden konnen. 

1st daher die Umgebung 21 passend gewahlt, so folgt: 1st P 3 P 4 
irgendeine Yergleichskurve, welche von emem Punkte P 3 von nach 
emem Punkte P 4 von $ 2 fiihrt und ganz im Bereiche 21 liegt, so 
konnen wir vom Punkte P 4 nach dem Punkte P 0 eine Extremale 
P 4 P 0 ziehen, und es ist dann nach dem eben Gresagten emerseits 


andererseits 


J 34 + ^40^ J 10 J 
^40 ^ ^20 


Durch Subtraktion folgt hieraus: P 34 < J lir was zu beweisen war. 1 ) 


*) Der hier gegebene Beweis sowohl fur die Notwendigkeit der Bedingung 
(68) ala fur die Hmlangliehkeit von (68 a) zeichnet sich durch seine Ansehaulich- 
keit aus, leidet aber an dem Mangel, daB er unnotige Bedingungen einfuhrt*. 
indem er das Bestehen der Bedingungen (H 1 ) und 
(lY*) uber den Punkt P 2 hinaus voraussetzt. Einen 
rein analytischen Beweis fiir beide Behauptungen, 
der von diesem Mangel frei ist und auch sonst vom 
Standpunkte der Strenge befriedigender, dafiir aber 
weniger einfaeb ist, erhalt man nach Bliss (loc. cit. 
p. 76), wenn man das Integral J betrachtet, ge- 
uommen entlang einer Extremalen (& a der Schar (69) 
von ihrem Schnittpunkte mit der Kurve bis zu 
ibrem Schnittpunkte mit $ 2 . Dieser Integralwert, 
der eine Funktion von a ist, muB fur a — a 0 ein ^ 54 

Minimum besitzen. Daraus folgt dann zunacbst, 

ahnlich wie in § 39, die Notwendigkeit der Bedingung (70) und sodann durch Kombi- 
nation der hinreichenden Bedingungen fiir ein gewohnliches Minimum mit den hin- 
reichenden Bedingungen von §41 fur ein Minimum bei einem variabeln Endpunkt 
die Hmlangliehkeit der angegebenen Bedingungen (siebe Fig 54). Einen dritten 
Beweis fur die Notwendigkeit der Bedingung (68) gibt Dresden mit Hilfe derFormelu 
(24) fur die zweiten Ableitungen des Extremalenintegxal, loc. cit. p. 477. 




Siebentes Kapitel. 

Die Kneser’sche Theorie. 

§ 43. Darboux’s Methode fur die Behandlung des Problems der 
kiirzesten Xiinien auf einer gegebenen Macke. 1 ) 

Alle bisherigen Beweise fur hinreichende Bedmgungen waren auf 
den Weier straB’schen Fundamentalsatz liber die Darstellung der 
vohstandigen Variation AJ durch die 8-Funktion gegrundet. 

Fiir den speziellen Fall der geodatischen Linien hat jedoch 
Darboux 2 ;, ausgehend von bekannten GrAUSS’schen Satzen fiber geo- 
datische Parallelkoordinaten, erne wesentlich neue Methode fur die 
Aufstellung hinreichender Bedmgungen entwickelt. Diese Methode 
hat dann Ejsteser in semem Lehrbuch systematisch auf das Problem, 
das Integral 

<7- / F{3c,y,x',y')at 

zu einem Minimum zu machen, ausgedehnt^) und so eine von der 
Weier straB’schen unabhangige Theorie geschaffen, die gleichzeitig 
den Fall fester Endpunkte und denjenigen eines auf einer gegebenen 
Kurve beweglichen Endpunktes umfafit und iiberdies die ganze Enter- 
suchung der zweiten Yariation fiberflfissig macht. 

Bn gegenwartigen Paragraphen wollen wir als Einleitung zunachst 
die DARBOUx’sche Methode kurz skizzieren. 


x ) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 14— 19 am Ende von Kap IX. 

*5 Baeboux, Theorie des surfaces, Bd. II (1889), Nr 514—526, Bd. IH (1894) 
Nr. 622—627. v 

3 ) "Pf 3 ; fruc ktbare Gedanke, Begriffsbildungen und Satze aus der Theorie 
■der geodatischen Linien auf das genannte allgemeine Variationsproblem auszu- 
dehnen, 1st neuerdings nach verschiedenen Richtungen hin weitergefuhxt worden ; 
vgl. Bliss, jL generalization of the notion angle , Transactions of the American 
Mathematical Society, Bd. VII (1906), p. 184 und Lakdsbero, Tiber die Total- 
krummung, Jahresberichte der Deutschen Mathematikex-Ver einigung 
Bd. XVI (1907) p. 36 und Tiber die Krummung in der Kariationsrechnung Mathe- 
matische Annalen, Bd. LXY (1908), p 313 
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a) Die (jauB'schen Satze iiber geodatische Parallelfcoordinaten: 

Zieht man in einer Ebene von einem Punkte 0 Strahlen nach 
alien Richtungen nnd sekneidet auf diesen Segmente von konstanter 
Lange ab ? so bilden die Endpunkte eine Kurve (Kreis), welche auf 
alien Geraden der Schar senkreeht steht Dieser triviale Satz der 
Elementargeometne lafit sich als Spezialfall ( oder Grenzfall) des Satzes 
iiber Parallelkuryen v ) auffassen: Sekneidet man auf den Normalen 
einer ebenen Kurve von der Kurve aus naeb derselben Seite kin 
Strecken konstanter Lange ab, so bilden die Endpunkte dieser 
Strecken eine Kurve (Parallelkurve), welcke die Normalen der ur- 
spriinglicken Kurve senkreckt sekneidet, und umgekehrt. 

Diese Satze sind von Gauss 2 ) auf bekebige geodatische Linien 
ausgedeknt worden: 

Auf einer Flache set eine Kurve & gegehen : kmstruiert man dami 
in jedem Punkte van & die senkreeht auf & stehende geodatische Linie 
und sekneidet auf diesen geoddtisehen Linien , nock derselben Seite kin ; 
Bogen von konstanter Lange ah, so bilden die Endpunkte dieser Bogen 
eine Kurve auf der Flache , ivelche die sdmthchen geodatischen Lmien 
mthogonal sekneidet. 

TJmgekekrt: Zitei oHhogonale Trajekterien derselben Schar von geodd- 
tischen Linien schneiden auf den letzteren Bogen von konstanter Lange ok. 
Die Satze bleiben richtig, wenn die Kurve S auf einen Punkt zu- 
sammenschrumpft. 

Sind nun die Punkte der Kurve £ durek einen Parameter v be- 
stimrnt, und konstruiert man im Punkte M(v) von ft die zu ft senk- 
xeckte geodatische Linie © und sekneidet auf ikr einen Bogen MP = u*) 
ab 7 so ist die Lage des Punktes P emdeutig bestimmt durek die 
beiden GroBen a, v . 

Wenn man siek nun auf ein solckes Stuck cP der Flache be- 
sekrankt, daB auck umgekehrt der Punkt P emdeutig die Werte von 
u und v bestimmt, so kann man diese beiden GroBen als krummlinige 
Koordinaten ( ;? Geodatiseke Parallelko ordinaten“) auf dem Flack enstiick 
oJ einfiikren. Die Kurven : v = konst, sind dann die geodatischen 
Linien der betrackteten Schar; die Kurven: u = konst, ikre ortho- 
gonalen Trajektorien. 

*) Siehe z. B Scheffers, Theorie der Kurven, p. 64. 

*) Gauss, Disquisitiones generates circa superficies curvas (1827) art 16; vgl 
aiich Knoblauch, Krumme Blacken, p 151 und Scheffers, Theorie der Blacken , 
X). 434. 

s ) D. h. die Lange des Bogens ist u |, wahrend der Sinn durek das Zeichen 
von u bestimmt wird. 

Bolza, Vanationarecluimig 


*22 
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Fur dieses spezielle K o or din at en sy st em nimmt dann der Ausdruek 
fiir das Quadrat des Bogen elements einer auf der Flacbe gezogenen 
Knrve die Form an 1 ): 

ds 2 = du 2 + m 2 dv 2 , (1 ) 


b) Hinreicbende Bedingungen: 2 ) 

Wir betrachten jetzt einen ganz im Innern des Flacbenstiickes d 
gelegenen Bogen @ 0 einer geodaiiscben Linie: v = v 0 der oben ein- 
gefGbrten Schar v = konst. Die Endpunkte von @ 0 seien P t (u x y v 0 ) 
nnd P 2 (u 2J ^ 0 ) ; wobei u t < tt r Wir verbinden die beiden Punkte 
P i7 P 2 durcb eine beliebige, ganz auf dem Flachenstiick oP gelegene 
Kurve £, die durch die Grleicbungen 

©: v = v(r), 

dargesteili sein moge, so daS: 

m(t 2 ) = m 2 ; v(t x ) == v 0 , v(t 2 ) = v 0 . 

Die Lange des Bogens © ist dann gegeben durcb das bestimmte 
Integral * a 

*1 

Andererseits ist die Lange des geodatisehen Bogens © 0 nach der 
Bedeutung der GrroBe u gegeben dnrcb 

J = u 2 — %. 


Nun kann man aber scbreiben (nnd dieser Knnstgriff ist der Kera- 
punkt des Beweises): 

% - u t = «(- r,) - it(T t ) = J dt. 

Daher kommt 



du 


A - r - - j - /[y'(S‘+ «*■ ©' - n] *■ 


( 2 > 


Der Integrand ist, wie unmittelbar ersicbtlicb, niemals negative 
er kann nur dann im ganzen Intervall verscbwinden, wenn 

g-- = 0 in d. b. wenn die Knrve © mit (£ 0 zusammenfallt. Da- 

raus folgt aber ; daB unter alien Kurven, welche auf dem Flacbenstiick 


*) Gauss, loc. cit. art. 19; vgl aucb Knoblauch, Krumme Fldchen , p. 162: 
nnd Scheffers, Theorie der Fldchen, p. 441 

*) Nach Darboux, Theorie des surfaces, Bd. II, Nr. 521* 
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oJ von P x nach P 2 gezogen werden konnen, die geodatische Linie @ 0 
in der Tat die Mrzeste ist. 

Es mag auf den ersten Blick auffallend erscheinen, daB beim 
Beweis von der Jacobi’schen Bedingung gar nicht die Rede war. 
Dieselbe ist jedoch implizite m der liber das Flachenstuck of ge- 
machten Annakme enthalten, daB jeder Punki von of die GroBen u, v 
eindentig bestimmen soli. Das lanffe daranf hinaus, daB die geodatischen 
Linien der betraebteten Scbar ein Feld um den Bogen © 0 bilden. 
c) Der Enveloppensatz: 

Die Notwendigkeit der J acobischen Bedingung leitet Darboux 1 ) 
ohne Benutzung der zweiten Variation aus einem bekannten Satz 
liber die Enveloppe einer Scbar von 
geodatischen Linien ab: Die Scbar 
von geodatischen Linien durcb den 
Punkt P 1 moge eine Enveloppe % 
besitzen, welcbe den Bogen © 0 in 
einem Punkt P' beriihrt; und zwar 
soil der positive Sinn auf g so ge- 
wablt sein, daB in P[ die posit iven 
Tangenten beider Kurven zusammen- 
fallen. Ist dann P X P 3 eine zweite 
geodatische Linie der Scbar durcb P 1? welcbe die Enveloppe g in 
einem Punkt P 3 beriihrt, der auf vor P[ liegt, alsdann besagt der 
erwahnte Enveloppensatz, daB 

arc P x P 3 + arc P 3 P x = arc P x P\ . (3) 

Wenn nun der Punkt P' zwischen P x und P 2 liegt, oder mit P 2 zu- 
sammenfallt, so stellt die aus der geodatischen Linie P X P S} dem Bogen 
P Z P X der Enveloppe und dem Stuck P X P 2 von @ 0 zusammengesetzte 
Kurve eine zulassige Variation des Bogens ® 0 dar, falls die geodatische 
Linie P X P 3 binreicbend nabe bei @ 0 gewablt ist. Fiir diese Variation 
ist aber nacb dem Enveloppensatz: A J = 0. 

Und da die Enveloppe selbst nie eine geodatiscbe Linie ist 2 ), 
so kann man den Bogen P 3 P' von g durcb einen ktirzeren Bogen 
ersetzen und somit A J sogar negativ macben. Der Bogen ® 0 liefert 
also kein Minimum 3 ) fiir das Integral J ' womit die Notwendigkeit 
der Jacob i’scben Bedingung bewiesen ist 4 ). 

% ) Vgl. Darboux, Theorie des surfaces , Bd. 31, Nr. 526 and Bd III, Nr. 622 

*) Siehe Darboux. loc. cit., Bd. Ill, p 88. 

*) Abgesehen von gewissen Ausnahmefallen, siehe unten § 47 

4 Sogar uoch etwas mehr, da auch P\ = im allgemeinen als unzulassig 
nachgewiesen ist. 



22 
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Die Methode, die wir soeben m lhren Umrissen skizziert haben ; 
laBt sich mit geringen Modifikationen auch anf den Fall anwenden, 
wo nur ein Endpunkt fest ; dagegen der andere auf einer ortbogonalen 
Trajektorie der Schar von geodatisehen Lmien beweglich ist. 

§ 44. Der Kneser’sche Trans versalensatz und der verall- 
gemeinerte Enveloppensatz. 

Wir wenden ims nunmehr zur V er allgem einerung der beiden im 
vorigen Paragraphen angefiihrten Fundamentalsatze liber Seharen von 
geodatisehen Linien. Dazu ist es nur notig, die Entwicklungen von 
§ 31 ? b i und c) heranzuziehen, jedoch unter etwas modifizierten Yor- 
aussetzungen. 

a) Die Funktion u{t,a)\ 

Wir betrachten eme Schar von Extremalen 

x = (pit, a), y = Ip(t,a), (4) 

welche die spezielle Extremale 

@ 0 : x = x(t\ y = y(t), 

fxir a = a 0 enthalt, und welche in dem Bereich 

\a-u 0 \^d' (5) 

die m § 27 ; d) unter A) bis D) aufgezahlten Eigenschaften besitzt, 
wobei. T x <t l7 t 2 < T 2 

tJberdies soli die Funktion F entlang dem Bogen © 0 von Null 
versc-hieden sem ? also in der Bezeichnung (83) von § 27: 

a o) 4= 0 in £ 2 ] (6) 

Wir konnen dann stets nach § 21 ? b) die GroBen T ly T 2 so nahe 

bei und die positive GroBe d' so klein wahlen, daB die Un- 

gleichung $(t,a) + 0 (7) 

im ganzen Bereich (5) gilt. 

Dagegen setzen wir in der gegenwarfcigen Untersuchung nicht 
voraus, daB die Extremalenschar (4) ein Feld urn den Bogen (§ 0 bildet. 
Es entspricht also zwar auch jetzt noch jedem Punkt (t, a) des Recht- 
ecks (5) auf Grund der Transformation (4) ein Punkt der &\,y-Ebene, 
den wir „den Punkt \t 7 a ) “ nennen wollen ; und jeder Kurve 

a = a(x) 

im Bereich (5) eine Kurve 

©: x *= a(t)) ; ij = air)) 
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der u,y-Ebene, die wir entsprechend ./lie Kurve [ t = t(r\, a = u{tj } “ 
nennen, und die iibrigens, wie m § 31, b), auch in einen Punkt 
degenerieren kann 

Aber die Umkehrung ist jetzt mcht me hr rich tig; daher werden 
wir jetzt nicht mehr unmittelbar yon einem Pnnkt oder einer Kurre 
der x, ?/-Ebene ausgehen, sondern immer zuerst von einem Punkt oder 
einer Kurve in der t, u-Ebene und dann deren Bild in der x, i/-Ebene 
konstruieren. Gerade dies soli durch die obige Bezeicbnung ausge- 
driickt werden. 

Abgesehen hiervon verfahren wir nun zuniichst ganz wie m § 31, b ) 
Wir konstruieren eine Transversale { f = fo'a)] der Scbar (4) durch 
einen Punkt F 0 {t 0 ,a 0 j von 1 ) S’, wobei: 

T\ < h < T. 2 , 

indem wir die Funktion: t = *„(«) durch die Differentialgleichung 

^ = 0 (8) 

und die Anfangsbedingung: x 0 (ct g ) = t 0 bestimmen, was nach § 23, a) 
wegen der Voraussetzung (6) stets moglich ist. Sind dann T\, T' a zwei 
beliebige den Ungleichungen 

Tv < T\ < t u t 2 < T' s < T 2 

geniigende Grofien , und wird /„ auf das Intervall Tj Tj be- 

schrankt, so lafit sich nach § 23, a), Zusatz, eine von t 0 unabhangige 
positive GroBe d<y d' bestimmen, derart, daB die Losung % 0 (a) in 
dem Intervall [a 0 — d, a 0 + d^ existiert, von der Klasse C' ist und der 
Ungleiehung: T t < Xo (a) < T 2 genugt. 

Indem wir unter (t,a) irgend einen Punkt des Bereiches 

T i <t<T 2 , \a-a 0 \^d ( 9 ) 

verstehen, definieren wir, wie in § 31, b), die Funktion u(t,a) durch 
das bestimmte Integral _ 

u(t, a) = j S/'t, a)dt, (10) 

b 

wobei wieder zur Abkiirzung: % Q (a) = t° gesetzt ist. 

Die Kurye , , 

t = Xo{<*) 

in der t y a-Ebene zerlegt das Rechteck (9) in zwei getrennte Teile; 
in dem einen ist: im andern t<^% 0 (a). Den ersten der 

beiden Teile bezeichnen wir mit 

Vgl wegen der Bezeichnung § 27, c). 
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Falls 1 ) dann der Punkt (t, a) dem Bereich angekdri, so stellt 
die Funkfcion u(t, a) den Wert des Integrals 


J = Jf(x, y, x', y )dt 


dar, genominen entlang der Extremalen der Schar (4) von deren 
Sclnutipimkt P±{t = a =* a) mit der Transversalen & 0 bis zum 

Pnnkt P 3 { t, a \ . 

Die Formeln von § 31, c) far die partiellen Ableitungen der 
Funkt-ion u(f : a) 


CM 

dt 






( 11 ) 


bleiben unverandert gelten. Bewegt sich daher der Punkt P 3 {t, a} 
entlang einer Kurve 


# = <p(t(v)> a(v)) s Mit), y = ty(t(r) 9 a(x)) == y (r), (12) 

so geht die Funktion u(t , a) in eine Funktion von x liber, fur deren 
Ableitung man nach (11) erhalt: 


du 

IP 




da 

Jr’ 


was sick mit Hilfe von Grleichung (10) von § 25 auf 

d u __ dx qr dy 

dv ~~ J *'dr + dP 


(13) 


reduziert, wobei die Argumente von u, 9V;9> sind: 

t s a = a(F). 

Aus dieser Form el ergibt sick nun die YeraUgememerung der 
beiden Satze liber Scharen geodatiseher Linien, indem man die 
Kurve © spezialisiert. 

b) Der Transversalensatz: 2 ) 

Wir wenden die Formel (13) zunackst auf den Fall an, wo die 
Kurve ^ ebenfalls eine Transversale der Schar (4) ist; und zwar 
moge sie das Bild der Kurve 

*-&(«) 

in der t } a-Ebene sein, wo dann % 1 (o) wieder der DifFerentialgleichung (8) 
genugt, 

Alsdann ist entlang S 1 

5F,ft»>g + 3>(*,«)§-0, (14) 

*) Und im allgememen auch. aur dann, weil wir stets voraussetzen, daB 
die untere Grenze des Integrals J kleiner xst als die obere; ygl § 25, a) nnd b). 
2 ) Hierzct die Ubimgsaufgaben Nr. 3, 13, 20, 21 am Ende von Kap. IX 
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und daher nach ( 13), wobei im gegenwartigen Fall a = t, 

57 = 0, also u(% t <a, 7 aj = konst (15) 

Die Funktion u(t, at ist also entlang jeder Transversalen der Schar 
Constant. 

Wir wollen nun annehmen, es sei: (a 0 ) > ^(a 0 ) ? und auch der 
Anfangswert y A (a 0 ) sei in deni Interval! \T{Ti] enthalten. Alsdann 
existiert nach der Definition der GroBe 44, ci)) auch. die Losung (a) 
im ganzen Interval! [a 0 — d 7 a 0 + d] 7 ist in diesem Intervall von der 
Klasse C und geniigt m demselben der Ungleichung: Xi ia ) > Xo (a), 
Letzteres folgt aus ( 7 \ auf Grand des Satzes von § 23, cl 

Hieraus folgt aber naeh a), daB die Funktion u(% t a J7 a) gleich ist 
dem Integral J, genommen entlang der Extremalen ® a der Schar (4), 
von deren Schmttpunkt {% 0 \d).a} mit der Transversalen $ 0 bis zum 
Schmttpunkt (a), a} nut der Transversalen S 1 Somit haben wir 
folgenden ; von Kxeser herruhrenden Fimdamentalsatz 1 ) bewiesen: 

Zivei Transversalen derselben Extremal enschar schneiden auf den 
verschiedenen Extre?nalen der Schar Bogen aus , fur iteleke das Inte- 
gral J denselben lonstanten Wert besitzt. 

Oder ausfuhrlicher: Sind 
zwei Extremalen der Schar (4) und 
P', P'\ resp. Q', Q" ihre wie oben 
bestimmten Schnittpnnkte mit $ 0? 
resp. $ i? so ist 

* Jrt (16) 

TJmgekehrt: Schneidet man auf 
den verschiedenen Extremalen der Schar 
von ihren Schnittpunktm mit einer 
Transversalen S 0 aus 7 nach d&'jenigen 
Seitc zu, auf welcher t icdchst , Bogen ah, weUhe fur das Integral J 
denselben honstanten Wert liefern , so liegen die EndpunJde dieser Bogen 
u'ieder auf einer Transversalen der Schar. 

Penn ist: u(t : a) = konst, entlang der Kurve S l7 so folgt ^ = 0, 

also ist entlang die Gleichung (14) erfullt, welche ausdriickt, daB 
eine Transversale der Schar ist. 

Da fur den speziellen Fall der geodatischen Lmien die Transversalen 

*) Kneser, Lehrbuch , § 15 Der Satz ist bereits in § 20, a) und § 31, c), 
Ende, bewiesen worden unter der V oranssetzung, daB die Extremalenschai (4) 
ein Feld bildet Diese Yoraussetzung muBte bier fallen gelassen werden, uni 
auch den Fall einzubegreifen, wo die Transversalen sicb auf Punkte zusammenziehen. 
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In die orthogonal en Trajektorien iibergehen, so 1st der Transversalensatz 
in der Tat die Yerallgemeinerung des angefiihrten GrauB’schen Satzes. 

Der Satz and seine Umkehrung bleiben rich tig, wenn eme der 
beiden Kurven oder beide m der m § 31, b) erlauterten Weise 

in einen Punkt ausarten Man erhalt so folgende Zusatze: 

Zusatzl 1 ): 1st eme Transversale der Extremalensehar durch 
einen festen Pankt P 0? so hat das Integral J vom Pnnkte P 0 bis 
zur Transversalen auf den verschiedenen Extremalen der Scbar 
denselben konstanten Wert, und umgekehrt 



Znsatz 11: 1st eme Transversale der durch den festen Punkt 
P t gehenden Extremalensehar, so hat das Integral J von der Kurve 
aus his zum Pnnkte P t auf den verschiedenen Extremalen der 
Schar denselhen konstanten Wert, and umgekehrt. 

Zusatz 111 2 ) : Wenn die Extremalen 
(lurch einen Punkt P 0 alle durch einen 
zweiten Punkt P 1 gehen, so hat clas Inte- 
gral J vom Pnnkte P 0 nach dem Punkte P 1 
auf den verschiedenen Extremalen der 
Schar denselben konstanten Wert 
c) Der verallgemeinerte Enveloppensatz: 3 ) 

Wir wenden jetzt zweitens die Eormel (13) auf den Pali an, wo 
die durch (12) definierte Kurve die Enveloppe der Extremalenschar 
(4) ist und daher samtliche Extremalen der Schar beruhrt 



Fig 59 


*) Auf geo datische Liuien angewandt ist dies der GrauB’sche Satz uber geo- 
datische Polarkoordinaten, G-auss, loc cit Art 15 

s ) Bin Beispiel far diesen Fall bieten die geodatiscben Limen auf der Kugel: 
die grofiten Kreise durch. einen Punkt P 0 geben alle dureb den gegenuber- 
liegenden Punkt P t der E/ugel Ygl. aucb § 47 

s ) Hierzu die ZTbungsaufgaben Nr. 13, 21 am Ende von Kap. IX. 
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Dies bedarf jedoeh einer genaneren Formulierung: 

Der Punkt x der Kurve ftj fallt rnit dem Punkte t = t(x) der 
Extremalen a = n(r i der Sehar (4i zusammen Insbesondere sei: 
a (r 0 ) = a 0 , t ( r 0 ) = Wir nehmen an, daB > f a und 




0. 


Dana laBt sich ein den Wert r 0 enthaltendes Interval! |Vr"] an geben, 
in welcbem gleiehzeitig die beiden Ungleichungen 

~ Zc/ a ' T '') > (17) 


0 


(18) 


(*£) 3 m 

,, Ur ‘ \dr 

geiten. 

Wir setzen voraus, daB wemgstens fur jedes r in [tV'] die 
Kurye die Extremale a = a{t) in dem oben naker ckarakterisierten 
gem eins amen Punkt berukrt, so daB also 







(19) 


wo w ein yon r abhangiger Proportionalitatsfaktor ist Aus (18) 

und aus der fur den ganzen Bereick (5) vorausgesetzten Ungleickung: 

^2 _j_ ^2 ^ q f 0 lgt ; daB die Funktion m (r) in [t't"] stetig und yon 

Null yersckieden ist. Sie kann also ihr Zeichen nickfc weckselm 

Wir durfen 2 ) stets okne Besckrankung der Allgemeinkeit voraus- 

setzen, daB / *. ri * r r ,f ~\ 

7)i (t) > 0 m [r t ], 

d. k. clafi die positives Tan gentenr i chiungen der beiden Kmven m ihrem 
Beriihrungspunkte zusarnm eyif alien. 

Nunmekr folgt aber aus (19) auf Grand der Homogeneitats- 
relationen (13) yon § 25 




y , fl W) Vi dr 7 dr) 


Daker nimmt die Gleickung (13) unter Benutzung der Homogeneitats- 
relation (10) yon § 25 die Form an 


dn(t ( r), a{v)) 
dt 


- *(».*: “>S)- 


( 20 ) 


*) D k. der Bogen ]Vt"] der Kurve ^ ist das Bild einer Kurve m der 
a-Ebene, welcke ganz in dem nntei a; definierten Bereick $ liegt. 

2 ) Sollte m < 0 sein, so konnen wir durck Umkekrnng des positiven Sinnea 
auf der Kurve vermittels der Transformation % — — a kewirken, daB fur die 
so transformierte Kurve m positiv ist. 
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Integrieren wir diese Grleiehung naeli r von x bis x" (% so 
^rhalten wir ^ , 

iat(r"), a(r”)) — u(t'r'), (ex';) =J. F(l', ij, dt, (21) 

t r 

Erinnem wir uns jetzt der Bedeutung der Funktion u(t,a), so erhalten 
wir, da die Ungleiehung (17 j erfullt ist ; den verallyemeinerten Erne- 
loppensatz 1 ): 

Es sei eine Transvenale der Extremalensehar (4) und g [die 
Enveloppe der Schar. Ferner men 6" zivei Extremalen der Schar , 
welche von den Pimkten P\ P" von airsgehen and % in den Pimkten 
Q\ Q" Ijernhren , ahdann ist 

Jw{P"Q") - J®(P'Q f ) + JXQ'Q”). (22) 

Dabei ist vorausgesetzt, da£ der 
positive Sinn auf in der oben 
angegebenen Weise festgelegt 
worden ist, und daB der Punkt Q' 
auf g dem Punkt Q" vorangeht. 

Der Satz bleibt richtig, wenn 
die Kurve $ 0 in emen Punkt 
degeneriert, in welchem Falle 
wir den Zusatz erhalten: 

J®>'(PQ")-MPQ') 

+ WQ"), (23) 

wo PQ\ PQ" zwei Extremalen 
der Schar durch den Punkt P 
sind und § die Enveloppe der 
Schar. 

Beide Satze behalten ihre 
Grultigkeit, wenn ~ und — beide 

07 at dt 

fur t=*x" verschwinden, d. h. wenn die Enveloppe g in Q " eine Spitze 
besitzt, wenn nur die Ungleichung (18) fiir r' x < x" erfullt bleibt. 


l ) Fiir den speziellen Fall, wo in einen Punkt degeneriert, gibt den Satz 
schon Zermelo in seiner Dissertation, p 27, wo er denselben mittels des Weier- 
strafi’schen Fundamentalsatzes kerleitet. Der Satz in seiner allgemeinen Form 
riilxrt von Knusek ker, sieke Matkematis eke Annalen Bd. L (1898) p. 27. Der 
einfachste Fall des Satzes ist der bekannte Satz iiber die Involute einer ebenen Kurve. 

Der Satz fmdet seine Erganzung in den Entwicklungen des §47, a), wo die 
Existenz der Enveloppe nachgewiesen wird. 
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Um dies zu zeigen, mtegnert man die Grleichung (20) zunacbst von 
r ' bis r" — e nnd geht dann znr Greuze Lb = + 0 fiber. 1 ) 

§ 45. Transformation des Integrals J durch. eine 
Punkttransformation. 

Indem wir uns jetzt der Verallgememerung dei in § 43, a) an- 
gefuhrten Resultate uber die Emfiibrung geodatiseber Parallelkoordi- 
naten zuwenden, betrachten wir zunacbst im allgem emeu die Frage 
der Emfd lining von krummlmigen Koordinaten m das Integral J ? oder, 
was dainit gleichbedeutend ist, die Wirkung einer Punkttransformation 
auf das Integral J. 

a) Allgemeine Vorbemerkungen: 

Wir flihren an S telle der bisher gebraucbten recbtwinkligen Ko- 
ordinaten x. y rrgendein System krummliniger Koordinaten em: 

u = v = V(x,y). ( 24 j 

Dabei mogen die Funktionen U(x 7 y ), V(x,y) von der Klasse C" sem 
in eineni Bereicb oi der x 9 y~. Ebene, der in dem in § 25, b ) emgefubrten 
Bereicb SI entkalten ist; tiberdies soli in of die Funktionaldetermmante 
der beiden Funktionen von Null verschieclen sein: 

0 in of. (25) 

c[x,y> v ' 

Die Transformation (24) laBt sich aueh als, 7 Punkttransformation“ 2 ) 
auffassen, indem man die neuen Variabeln u, v ihrerseits als recbt- 
wmblige Koordinaten ernes Punktes in einer ^u-Ebene deutet. Dabei 
bezeiebnen wir das Bild des Bereiches of in der u, r-Ebene mit 21 
nnd setzen des weiteren voraus, daB die durcb die Transformation (24) 
definierte Beziebung zwiscben of und 21 ein-eindeutig sein soli. Aus 
den Satzen fiber unplizite Funktionen folgt dann, daB die als dann fur 
den Bereicb 2.1 eindeutig definierten inversen Funktionen 

x = X(u } v) 7 y = Y{u,v) (26) 

eb entails von der Klasse C" sind, und daB ibre Funktionaldetermmante 
D in 21 ebenfalls von Null verscbieden ist: 

zt = P 4 = o in at (27) 

c(u, t) 1 v J 

*) Die beiden in diesem Paragraphen bewiesenen Satze lassen sich in etwas 
anderer Fassnng auch mittelB der Satze yon § 37 fiber das Exfcremalenintegral 
beweisen, was anf eine VeraHgememerung der yon Darboux, loc. tit., fiir den 
Fall der geodatischen Linien benntzten Methode hinansTauft. 

s t YgL fiber Punkttransformationen z. B. Lie- Scheffers , Beruhrungstrans- 
formationen , Kap. X 
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Wir betrachten jetzt maser Integral 

dr, (28) 

*1 

genommen entlang irgendemei* gewobnlichen, ganz im Berei eh of lie- 
gendem Kurve 

S: x=*=jc(t), lf—y(r), D<^<! r 2; 

yon einem Punkt Q 1 (t 1 ) nacb einem Punkte Q 2 ( r 2 ). 

Fuhren wir dann in das Integral statt der Variabeln x ) y die 
neuen Variabeln a, v ein und bezeichnen mit G(u,v,u\v') die durcb 
die GrleLChung 

a(u, r, u'S) - f ( x > Y > x » u ' + x y> r y + r y ( 29 ) 

definierte Funktion der vier unabhangigen Variabeln it, -v, n', v\ so gehi 
das Integral Jg fiber in das Integral 

*-/a>(«,»,ar.£K (“) 

h 

genommen entlang dem Bild Ton (£ in cler u,v- Ebene: 

5': U(x{x > y(tv) ss u (t), i — V(x(t), y(rj) ss v(t), 

vom Punkt (dem Bild des Punktes zum Punkt Q 2 (dent 
Bild des Punktes Q 2 ). Die Kurve £' ist ebenfalls erne gewohn- 
lielie Kur?e. 

Ans der Definition der Funktion G und den Homogeneitatseigen- 
schaften der Funktion F folgt, da£ aueh die Fnnktion G die Homo- 
geneitatsrelation 

G (u, v , Jc u, Jo u) = k &{u, v, it, v), k > 0 (31) 

erfiilli Daber ist aueli der Wert des Integrals Jfa Ton der Wahl 
des Parameters unabbangig. 

Aus der Gleicbung 

Ji’ = eT* (32) 

folgt: Wenn die Kurve & das Integral J zu einem Minimum maebt, 
so macbt aueb ibr Bild QT das Integral J' zu einem Minimum und 
amgekehrt Wir sagen daber, das Problem, das Integral J in der 
%>y- Ebene zu einem Minimum zu macben, und das Problem, das .Inte- 
gral J' in der u,v-Ebene zu einem Minimum zu machen, seien i7 dqui- 
mlente Probleme iC . 



§ 45 Transformation des Integrals .7 dm eh eme Punkttransformation. 345 
b) Invarianten der Funktion F(x,y,x,y' 

Die Gesamtbeit aller Punkttransformationen (26) bildet eme 
Gruppe Adjungiert man den Transformationsgleicbungen (26) nocb 
die Gleichungen 

/ = X u n + X r v, y = Y u ii + !>', (33; 

die man aus (26 1 ableitet, indem man fiir u. i Funktionen yon x em- 

setzt und dann naeh r differentiiert, so erhalt man eme Gruppe von 
Transformationen zwischen den Yariabeln z,y. x,y' emerseits und den 
Yariabeln u, v, u , v andererseits, die sogenannte Gruppe der ;! eru eiterten 
Pankttransformationen 1 ' 1 ). Diesen, ProzeB der Erweiterung kann man 
weiter fortsetzen, indem man den Gleich ungen (26) und (33) die 
dureh nochmabge Differentiation nacb r abgeleiteten ' Gleichnngen 

x " = x u u" + xy + x uu n' s + 2x U 'U'v + x c y-, 

f = Y a u" + Y c v" + Y uu ii' 3 + 2 r„«V + Y e y ^ 

adjungiert, usvr. 

Es sei ietzt ^ , _ , , „ „ 

J $ t \x,y:a ,y-x ,y ... ) 


eme Funktion der angegebenen Argumente und auBerdem der Funktion 
F und einiger partieUer Ableitungen von F: ferner sei 

P; u'j v'- v" . . .) 

die genau in derselben Weise aus den Yariabeln u,v, u'.v- u" ,v" 
und der Funktion G und ihren partiellen Ableitungen gebildete 
Funktion Wir sagen alsdann, die Funktion d> F sei eine absolute In- 
variants der Fimltion F in Beziehung auf die Gruppe der Punkt- 
transformationen (26) und ihrer Erweiterungen, wenn 

(“» » > u '> u "> v '\ - •) — (x, y ; x, y'- x", y"- . . . ) (35) 

in dem Sinn, daB diese Gleicbung besteben soli fiir alle Wertsysteme 
X ,V\ X ', y'\x r ,y'\- • einerseits und: u,v, u,v-, u",v" . . andererseits, 
welche durcb die Transformationsgleiebungen (26), (33), (34) usw. 
verbunden sind, und zwar soli dies gelten fur die Gesamtheit aller 
Punkttransformationen. Dagegen nennen wir dG eine Invariants vow 
Index r, wenn in demselben S inn 


®e(u,v; u, v; u",v "- . . .) = Ir <Z F (x,y, x',y- x",y'- . . ), (36) 

wo D, wie oben, die Funktionaldeterminante von X und Y bedeutet. 

Die einfachste, allerdings triviale, absolute Invariante ist die 
Funktion F selbst. 


*) Ygl Lie-Schefferk, Beni hrungsti amformatio n en, p. 12. 
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Ferner ist F 1 eine Invariante vom Index 2, 

Gi-JPF-. i- (37) 

Denn durch Differentiation der Identitat (29) nach u und v r folgt 

G u , = F x ,X u + F y , r„, G', = F„X, + F y , Y„ (38) 

wobei die Argmnente yon F x , } F y . dieselben smd wie in (29) Aus 
(38) erbalt man durch nochmalige Differentiation nach u 
= F x . x ,X; + 2 Y u + F„ Y,? 

- F 1 (X ll y - 1>? = r' 2 D 2 ^ = 


Ebenso verifiziert 1 ) man leidht, daB die linke Seite der Eulersehen 
Differentialgleichung eme Invariante vom Index 1 ist: 

Tv, S3 G ur r — G ru . + GJn'v" — v'u") 

= D \F x , y - F yx . + - J/V')] - nr,. 

Hieraus folgt, daB das Bild emer Extremalen des urspriinglichen 
Problems wieder eine Extremale fur das neue Problem ist, wahrend 
die Grlelchung (37) die Invarianz der Legendre’schen Bedingung aus- 
driickt, Resultate, wie sie aus der Aquivalenz der beiden Probleme 
a priori zn erwarten sind. 

Aus (37) und (39) folgt, daB der Quotient 

T f 



eine absolute Invariante ist Dazu bemerken wir noch folgendes: 
Denken wir uns diesen Quotienten fur irgend eine Kurve © mit dem 
Parameter r berecb.net und wenden dann eine Parametertransformation 2 ) 

t = x( r ')> %'(f) > ° 

an, so folgt aus den Homogeneitatseigenschaften von F ? daB der obige 
Quotient bei dieser Operation nicbt invariant bleibt, daB aber der 
Quotient 

S~ — 

F x 

nieM nur bei jeder PunlM) ansformation (26), sondern auch bei gleieh - 
zeitiger Ausfuhmng einer beliebigen Parametertransformation invariant 
bleibt*), da nacb § 25 Grleicbung (9) und (13) 




(40) 


*) Vgl. auch unten § 45, c) 8 ) Ygl. § 25, a). 

*) Siehe die auf p 226, FuSnote l ) zitierte Dissertation von Underbill, die 
inzwischen in den Transactions of the American Mathematical Society, 
Bd. IX (1908) p 316 pnbliziert worden ist, nnd Landsbero, Mathematische 
Annalen, Bd LXV (1908) p 329, der die Grofie S die extremale Krumrmmg 
der betrachteten Kurve im Punkt x 1 y nennt 
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F{x,y/£, d £) = (^,)F(z,y, 


dx dy\ 
dr 7 dr) ? 


F ( x u — d -X\ = i dx f 3 V (r 1 1 — ' hj \ 

1 \ ’J’dr’ dr) \dr) dr 3 dr)’ 

mnd nach einer einfachen Rechmmg 


= T F (x, 


y > 


da d y iPx d i y\ 
di' dV’ dr^ dr*) 


Fur den Fail der geodatisehen Linien ist die Invariante S mit 
der geodatisehen Krummung identisch, wie aus den Gleichungen f'39) 
und (95) des fiinften Ivapitels ersichtlich ist 

Neben den V ariabeln :c\ y r - x" y"] . . kann man auch, ahnlich wie 
in der gewohnlichen Invariantentheorie der Formen, eine zweite Reihe 
Jzogredi enter Variabeln u x, //; . . . resp u, v . . einfuhren, die sicb mittela 
der Formeln 

x - X u u + X e b, y = Y u k + Y r v < 41 j 


usw. iransformieren, was zu einer entsprechenden Erweiterung der 
Gruppe und des Invariantenhegriffes fiihrt. 

Die einfaehste derartige Invariante ist die „identisehe Invariant^*: 
xy — yx 9 fur welche 

u i — vu = U~ 1 (x y — yx). (42) 


Hierauf beruht die Invarianz der J a co birchen Bedingung. x ) Ist 
n5mIict y -*(?,<,) 


die Extremalenschar durcb den Punbt P x der Extremalen © 0? und 
identifiziert man die GroBen x\ y mit (p t} ip t , dagegen x 7 y mit cp af ijj aT 
was gestattet ist, da die bierdurcli einander gleichgesetzten GroBen 
sich in derselben Weise transformieren, so geht x r y — yf x in die 
Funktionaldeterminante A (t : a) uber, woraus nach (42) und nach 
§ 29, b) folgt, daB zwei konjugierte Punkte des urspriinglichen Prob- 
lems durch die Transformation (24) in zwei konjugierte Punkte des. 
neuen Problems transformiert werden. 

Eine andere Invariante dieser Art ist die GroBe 


xF^(x,y,x',y) + yFj{x,y t x',y). 

©eon aus (38) und (41) folgt, daB 
uG u ,(u,v,u,v') + v G v ,(u,v,u',v')=xF x ,(x,y,x,y') + yF y ,(x,y,x,y). (43) 
Dies zeigt, daB, wenn eine Kurve S eine zweite Kurve @ im Punkt 


Nach Underhill, loc cit. 
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Q transversal sehneidet, dann auch das Bild von & das Bild 
von S ini Bildpunkt Q ' von Q transversal schneidet 

Aus (43) folgt unmittelbar, daB in demselben Sinn aucb die 
8-Funktion eine absolute Invariant© ist. 


Sr, (u, l: u, r'; a, l) = S,.(z,y: x , /; i ; y), (44j 

womit auch die Invananz der eierstraB’schen Bedmgung gezeigt ist. 


c) Der ^-Algorit hm ns als invariantenbildender ProzeB: 

Wenn man m dei eine Funktion 0 als absolute Invariante charakterisie- 
renden Gleichung (35 fur x, y willkurliche Funktionen x(t),y(r) emer Varia- 
beln % emsetzt, fur x\ y , x" , if' , , deren erste, zweite, . Ableitungen nach 

r, und gleichzeitig fin u , v die durch die Transformation (24) aus x(f), y(v) ab- 
geleiteten Funktionen a ir ) , o(z \ , fur u', c'; u",r"; . deren erste, zweite .. 
Ableitungen nack x, so geht die Gleichung (35) in erne Identitat in r Tiber, da 
die Ableitungen von x , y mit denen von u , v j a gerade durch die Transformations- 
gleichungen 1 33) , (3A> us w verbunden sind Differentiiert x ) man die so ent- 
standene Gleichung nach r, so erhalt man 


c0 / c 0 r c0 G d0 (r 

■ X' + v - + u" . + r" 4- . 

r u 1 dv cu cv 

X*!. , „ 2 #, „ r o$j 

dx ~ r ‘ / {-i/ dx' cy' 


(45; 


Dies© Gleichung stellt zunachst wieder nur eine Identitat m t dar 7 wobei 
y'; , Ableitungen nach t bedeuten, Da jedoch die bei dem Pro- 

zeB verwandten Funktionen x(r), y(x) ganz willkhrlich 1 2 ) waren, so schlieBt man, 
daB die Gleichung (45; auch gultig bleibt, wenn man unter x, y, x' , y\ x" , y ' ... 
einerseits und u, v; u',v'\ u ", v " . andererseits schlieBlich wieder beliebige durch 
die Transformationsgleickungen (24), (33), (34) nsw. verbundene Variable ver- 
steht. Durch den angegebenen Differentiationsprozefi wird also aus der absoluten 
Invariante 0 eme neue absolute Invariante abgeleitet 

Wenn die in (35) fur x, y emgesetzten Funktionen auBer von % auch noch 
von einer zweiten Variabeln s abhangen, so geht die Gleichung (35) in eine 
Identitat in r und s Tiber, die man daher auch nach s differentiieren darf In- 
tern wir die Differentiation nach s durch das Symbol d andeuten, erhalten wir so* 


c0 G d0 /r 
Tu 6u+ dI Av + Tu' 


dt 0 , 

6u ’ +J -Uv' + 


rt h dtp dt F dtp 

d - iy+fa, dx'+ dv ,8y' + - 


(46) 


1 ) Dabei ist zu beachten, daB x , y , x , y f auch m der in 0 enthaltenen 
Funktion F und deren partiellen Ableitungen vorkommen. 

2 ) Naturlich abgesehen von Bedingungen der Stetigkeit und Differentiier- 
barkeit, die wir bei dem lediglich formalen Charakter der gegenwartigen Unter- 
suchung nicht explizite angeben* 
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Dabei ist, wie durcb Differentiation \on 26 und S3) nach s folgt, 

6X-XJU + X r 6v, 6y=Y u 6u+Y r 6 r, (47) 

6x ' = X u du ' + x c s v' + Z uu u '*>< -t X u ^it'6i -j- i'6uj + X^v'dv, 
s y — Y r 6> ’+ I'„, 'u'dr -\-r'6uj-i- T er v’6v. ^ 

Die Gleichung (46) ist zunacbsfc wieder bloB eine Identitat in z und j; aus 
der Willkurlichkeit der bei dem ProzeB benutzten Funktionen x(z, y(t, s) folgt 
aber wieder, daB die Gleichung (46) gultig bleibt, wenn man nnter: x,y-, x',y'; 
. . . Ax, Sy; Ax’, Ay'-, . einerseits und u, > u\ i Au,6 r; Su\ do';’ ! 

andererseits irgendwelche durch die Gleiehnngen 26), 33), . (47), (4g)’ 

verbundene GroBen versteht Also stellt <5 0 erne aeue absolute Invariante dar 
nnd zwar fur die durch Adjunktion von Ax , Ay, Ax', 6y . . erweiterte Gruppe. 
Wir haben also das Resultat, daB anch der A-Prozefi aus einer alsoluten In- 
variayite wieder eine absolute Invariante erzeugt. 

Bei spiel Ans der Gleichnng 

(?<■«,», v"< = F<z,y,x', y', 

folgt, daB auch die Funktion 

SF^F^x + F^y+F^&x’ + F^y’ 

erne absolute Invariante ist. Xun konnen wir aber in bekannter Weise 6 F auf 
die Form bringen l ) 

SF= Tic +/- (AxF x , + SyF y ), 

•wo 

ic = y' bx — x'dy 

Da nach (47) die GroBen dx, by mit x\y’ kogredient sind, so folgt nach (43;, daB 

bxF x ,+ 6yF yf 

-eine absolute Invariante ist, also nach dem oben Gesagten auch die Ableitung 
dieses Ausdrucks nach v. Hieraus folgt aber welter, daB auch Tw eine absolute 
Invariante ist Nun ist aber nach (42) iv eine Invariante vom Index — 1, also mnB 
der andere Faktor T des Produkts eine Invariante vom Index + 1 sein, womit 
wir fast ohne Rechnung das oben ausgesprochene Resultat (39) bewiesen haben. 2 ) 

*) Ygl. § 26, Gleichung (18 a). 

*) Eine weitere Ausfiihrung der hier nur kurz angedeuteten Theorie findet 
man in der oben zitierten Arbeit von Underhill, wo insbesondere die mit der 
zweiten Yariation zusammenhangenden" Invarianten untersncht werden Man 
kann sich die Aufgabe vorlegen, fur eine bestimmte Gruppe erweiterter Punkt- 
transformationen alle Invarianten zu bestwimen Fur den Fall des ^-Problems 
hat schon Lie in seiner Arbeit fiber Differentialinvarianten (Mathematische 
Annalen, Bd. XXIY (1884), p 569) die Aufgabe gestellt und in seine allgemeine 
Theorie der unendlichen Kontinuierhchen Grtippen eingeordnet. Fur den speziellen 
Fall der geodatischen Linien ist die Lns’sche Method e von Zorawski im einzelnen 
durchgefuhrt worden („ Tiber Biegungsmvarianten. Erne Anivendung der Lie’schen 
'Gruppmtheorie“ r Acta Mathematics, Bd. XVI (1892), pp. 1 — 64). 

Bolza, Variationsrechnxmg 23 
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$ 46. Die Kneser’sctien krummlinigen Koordinaten nnd ihre 

Anwendungen. *) 

Wir haben jetzt die im vongen Paragraphen entwicbelten all- 
gem einen Transformationsprinzipien auf den speziellen Pall der „Kneser t - 
^sehen krummlinigen Koordinaten" welch e die Verallgemeinerung der 
GrAUSS 7 schen geodatischen Parallelkoordinaten smd, anzuwenden. 

a) Definition der Kneser’schen krummlinigen Koordinaten: 

“Wir fugen jetzt den m §44, a) fiber die Extremalenschar 

x=*<p(t,a), y = (4) 

gemacbten Annahmen die weitere hinzu, daB die Funktionaldeter- 
minante A (t,a) der Schar der Unglei chung 

A (t 9 a 0 ) =j= 0 in [t x Q (49) 

genugen soil, und dafi auch die Ableitungen (p aa , ip aa im Bereich (5) 
existieren und stetig sind. 

Dann lassen sich nacb § 31, a) zwei positive GrroBen \ Tc so klein 
wahlen, daB das Bild of des Rechtecks 

00: t x — h t t 2 + h 7 \a — a 0 \<^Tc 

mittels der Transformation (4) em Feld um den Extremalenbogen 
bildet, worm die Ungleichung 

A (t, a) 4= 0 in 00 (50) 

mit mbegriffen isi 

Wir nehmen /*, Jc so klein an, daB uberdies 2 ) 

T x <C t x — h , + h <C , Jc < d > 

und wahlen den Punkt P 0 der Extremalen ©*, durch welchen die bei 
der Definition der Funktion u(t,a) benutzte Transversale = % 0 {a)} 
hindurchgeht, so, daB: T[ t 0 < t x — h. Dnrch Verkleinerung von k 
konnen wir dann schlieBlich noch erreichen, daB 

Xo( a ) <*i~h ft* % — k^a^ag + k, 

so daB das Recliteck 0C ganz dem in § 44. a) definierten Bereich £5 
angehort. 

Die inversen Funktionen 

t=t{x,y), a = <x(x,y) (51) 

des Feldes sind eindeutig definiert und von der Klasse C" im Bereich 
wie aus den Gleichungen (136) von § 31 folgt. 

3 ) Vgl. Ejseser, Lehrbueh , § 16. 

s ) Wegen der Bedeutung der Grofien T[, T', d vgl. § 44, a) 



§ 4(5 Die Kneser'scheu krnmmlinigen Koordinaten. 


351 


Wir kombinieren jetzt mit der Transformation (51) die Trans- 
formation /' t ,^ ox 

u = ufr ? a), r = a (o2) 


zwischen der /, a-Ebene and der u, s-Ebene, wobei die Funktion u it, a) 
durch ('10') defmiert ist. Da naeh (11s und (1) 

= ~f(t, a i — 0 m 61, (53) 


so folgt, daB die durch (52' definierte Beziehung zwischen dem Be- 
reich €L und dessen Bild 2.1 m der u, r-Ebene ein-eindeutig ist. Denn 
sind (t\ a ) und ( t", a") irgend zwei verschiedene Punkte von (SL, so 
sind ihre Bilder in der u, r- Ebene sicher verseliieden , wenn a" =f= d 7 
weil dann v" 4 s v- ist aber a ' = a und t" 4= t\ so ist wegen (53) 
sicher u(t",d) =)= u(t' 7 d), well die Funktion u(t, a) entweder bestandig 
wachst oder bestandig abnimmh Eberdies ist offenbar 


I w^ + 0ma - 


Wenn wir daker die beiden Transformationen (51) und (52) kombi- 
nieren, so erhalten wir eme Transformation von der Form (24), nam- 
lich, in der Bezeiehnung von § 31, Gleichung (142): 

u == W(x,y), v = a(x 7 y), (54) 

wo W(x,y) wieder das Feldintegral, gerech.net von der Transversalen 
ans, bedeutet. Die Transformation (54) definiert dann nach dem 
fiber die beiden Transformationen (51) und (52) gesagten eine ein- 
eindeutige Beziehung zwischen dem Bereich of in der x, y - Ebene und 
dessen Bild 21 in der w ? t?-Ebene ? welche alle Bedingungen erffillt, die 
wir in § 45, a) der Transformation (24) auferlegt haben. 

Die durch die Gleichungen (54) definierten speziellen krumm- 
linigen Koordinaten u, v nennen wir die Kneser’schen Koordinaten, 
Sie sind hiemach durch folgende Eigentfimlichkeiten charaktensiert: 

1. Den Geraden : v ===== konst, der u, v- Ebene entspredien in der 
x 7 y -Ebene die Extremalen der Schar (4) und umyekehrt; und zwar 
entspricht insbesondere der Geraden: v = a die Extremale a = a 

2 . Den Geraden: u == konst, der u 7 v - Ebene entspredien in der 
x, y- Ebene die Transversalen der Schar (4) und umgekehrt, und zwar ent- 
spricht insbesondere der Geraden u ===== c diejenige Transversale, entlang 
welcher das Feldintegral W (x } y) den konstanten Wert c hat (vgl. § 31, c)). 

b) Eigenschaften der Funktion &(u,v,u ? i f) fiir den speziellen 
Fall der Kneser’schen Koordinaten: 

Aus den eben angeffihrten Eigentfimlichkeiten der Kneser’schen 
Koordinaten ergibt sich, daB fur dieses spezielle Eoordinatensystem die 
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FunMimi G(u, v, u, v) folgende char alder istische Eigenschaftmi besitet 1 ): 

G(u, v, u\ 0) = u 7 (55j 

G u , ( u , v , u', 0 ) == 1, ( w, t?, w', 0) = 0 

fur jecles Wertsystem u,v im Bereich 21 unci fur jeden Wert von ii 7 
dessen Vorzeichen mit dem in €L konstanten Vorzeichen der B'uuktion 
SF(f, a) ubereinstimmt. 

Beweis: Wegen der Em-eindeutigkeit der Beziehung zwischen 
den Bereiehen of und 0L konnen wir jede im Bereich cf der x 7 y- 
Ebene gelegene Kurve © in der Form 

x — q>(t{r), a(r)\ y = a(tj) 

darstellen, wo dann 

t = t(z), a = a(t) 

das Bild der Kurve © in der t, a-Ebene ist. Das Bild von © in der 
w ? ^-Ebene ist alsdann gegeben dureh 

u = u(t[i), a (tt)) ; a = a(r) ? 
und wegen (29) gilt die Gleichung 

~ <p(t,a),~ip(t,a)) = G(u(t,a), a, ^.u(t,a), (56) 

wobei man sich fur t, a die Funktionen i t(r), a(v) gesetzt zu denken hat. 

Wenn nun insbesondere die Kurve © eine Extremale a = a der 
Schar (4) ist, so ist lhr Bild in der t \ a-Ebene gegeben durch 

t = r, a = a\ (57) 

und die Gleichung (56) nimmt die Form an 

SF(r, a') » Gr(u(x y a'), a! y u t {%, a'), 0). (58) 

Daher ist wegen (11) 

u t (t } a) = G(u(t, a), a\ u t (t, a% 0). 

Jetzt sei a, v irgend ein Punkt von 91 und u' irgend ein Wert, 
welcher dasselbe Vorzeicben hat wie 9 r (£ ? a). Das Bild von u, v in 
der tj a-Ebene sei r } a\ so daB: u = u(T ? a'), v = a. Dann hat ufo, a ) 
dasselbe Zeichen wie u • wir konnen also eine positive Grofie m be- 
stimmen, so daB: u = m u t {r y a'). Daher folgt aus (58) unter Be- 
nutzung von (31) die erste der Gleichungen (55) und aus derselben 
durch Differentiation nach u unmittelbar die zweite. 

2 ) Die erste dieser Bleichungen ist eine Folge der beiden tibxigen, wegen 
der Homogeneitatsrelation . 

G = u'G a , + v'G v ,. 
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Um die dritte zu beweisen, lassen wir jetzt die Kurve 6 mit 
emer Transversalen {t = x( a )} ^ es Feldes zusainmenfallen. Das Bild 
derselben in der u, r-Ebene ist dann die Gerade 

u = u(% a, a) = c == w(a) 7 i === a = r(aj. (59) 

Dieselbe ist wegen der in § 45 ? a) bewiesenen Invarianz der Trans- 
y ersalitatsbedmgung ebenfalls eme Transyersale der Extremalensebar: 
v — konst, fiir das Integral J\ Im Scknittpunkt der Transversalen 
(59) mit der Extremalen (57) muB also die Transyensalitatsbedingiing 

ii'G u , + vG^ 0 
erfiiUt sem, die sich hier auf 

G c ,(u( r f a , u t (r } a';, 0) = 0 

reduziert, woraus, wie oben ? die dritte der Gleichnngen (55) folgt 


Bezspiel XVI Fur den Fall der geodatischen Linien, wo 
Gr (w, r, u ? v ' = ~y £ u ~|— 2 F w v -j - G ^ ^ ‘ j 
nehmen die erste und dritte der G-leieh ungen (bb\ die Form an 

/ — F ll 


und daraus 


VE “'‘-”W 0 ' 

E - I, F « 0, 


was in der Tat mit der GaujB’schen Kormalform (1) ubereinstimmt. 


Ans den Gleiehungen (55) ergibt sieb die folgende wiebtige Re- 
lation fiir die Funktion 8 a , far die wir der Einfachheit balber 8 ' 


scbreiben: 


8'(u > v ; u, 0; ii, v) = G(ii 7 v, u, v) — u. 


(60) 


Dabei sind die GroBen u 7 v, u' denselben Besehrankungen unterworfen, 
wie in den Relationen (55) 7 wabrend ii, v irgend ein von 0 7 0 ver- 
scbiedenes Wertsystera bedentet. 

Wir wollen dieses Resultat noch auf eine andere ; fiir spatere An- 
wendung bequemere Form bringen. Das Bild der Extremalen a == a f 
in der u 7 ^-Ebene ist gegeben dnrch die Gleicbungen 

u = u(r ? a), v =» a . (61) 

Bezeiehnet 6' den Tangentenwinkel der Kurve (61) im Punkt % 7 so 
folgt aus (53 ), daB Q r = 0 oder tc 7 je nacbdem das konstante Zeicben 
yon a) positiy oder negatiy ist. 

Nun war die GroBe u irgend eine GroBe, welche dasselbe Zeicben 
bat wie a). Wir diirfen also in (60): u — cos#' setzen und er- 
balten, da sin#' = 0 7 die Gleicbnng (60) in der Form 

G(u, v 7 u, v) ~ u = 8 f (tiy Vy cos 6'y sin Q'y Uy v). 


(62) 
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c) Hinreickende Bedingungen fiir ein Minimum bei einem festen 
nnd einem variabeln Endpuntt: 

Die vorangegangenen Entwicklungen lassen sici. nun nach Kneser x ) 
folgendermaBen zur Aufstellung kinreichender Beclmgungen fur ein 
Minimum des Integrals J bei emem festen und einem auf einer Kurve 
$ bewegliehen Endpunkt verwenden: 

Wir zieken durek den Punkt P 1 der Extremalen @ 0 die Transversale 

des Feldes, 

. v = a # + 7 c wobei wir h so klem voraus- 
setzen diirfen, daB der Bo- 
gen [a 0 — Jc ? a Q + h~\ von 
- rssa * $ ganz lm Felde oP liegt 
Dann zieken wir von einem 
^ beliebigen Pnnkt P 5 von $ 
eine ganz im Bereich of ge- 
legene gewoknlicke Kurve 
S: x = x(x), y = y(x), r 1 ^x^x 2 

nack dem Punkt P, (vgi. Fig. 51 auf p 325), und konstruieren das 
Bild der so entstandenen Figur m der tc ; i;-Ebene. 

Das Bild von @ 0 ist das Segment P'P 2 ' der Geraden v = a 0 , wo- 
bei die Abszissen der Bildpunkte P',P 2 der beiden Punkte P 1; P 2 
nack (54) smd 

«i = W(x 1 , y t ), u 2 = W(x 2 ,y 2 ). 

Die Bilder der beiden Transversalen S 0 und S sind die beiden Geraden: 
w = 0, beziehungsweise: u = u v Das Bild der Kurve d ist eme ge- 
woknlicke Kurve: 

u =« u(r) } v = r 1 ^ ^ t 2; 

welcke ganz in 91 gelegen ist und den Punkt P( der Geraden: u = 
mit dem Punkt P' verbindet, so daB also 

w(*i) = u 1} = — a 0 (63) 

Nunmekr ist nack (32) f 

Jf&Pd - WM -/<?(«, g, ff) 

— 

x ) Ygl Ksteseb, Lehrbuchj § 17. Urn die Resultate der folgenden Entwick- 
lung auf den Fall anzuwenden, wo nicht die Extremalenschar (4), sondern die 
Kurve $ vorgegeben ist, hat man zunachst deu Satz des § 40 uber die Kon- 
struktion einer Bxtremalensckar, welch e von einer gegebenen Kurve transversal 
gescbnitten wird, anzuwenden. 


= Ti \—h T$ 



.«5 s! 
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Andererseits ist nach der Definition des Feldintegral' 

J iS JT 1 P i ) = i = W(x i ,y i ) — W(x 1 , j = i( 3 — Uj 

Wegen ( 68 1 konnen wir aber sehreiben D 


r 2 



*1 


Daber konnen wir die totale Variation 


A J'=J g (P 5 P 2 )-J e (P 1 P sJ 

dnrcii das entlang der Knrve S' genommene Integral ausdriicken: 




Statt dessen konnen wir aber nacb f 62) sehreiben 


AJ 


<-2 

== J* o' (ic,v; 




(64) 


(65) 


Wegen der Bedeutung des Winkels d f ist dies aber niebts anderes 
als der WElERSTRASS’scbe Satz fur die u 9 v- Ebene. Erinnem wir ims 
jetzt der in § 45, bj bewiesenen Invarianz der SJFunktion, so baben 
wir biermit einen neuen Beweis dafur gewonnen, daB die in § 41 auf- 
gezahlten Bedingongen fiir ein Minimum des Integrals J binreiebend 
sind, wenn der erste Endpunkt auf der Transversalen & beweglicb ist, 
wabrend der zweite fest ist, aller dings nnter Hinzufiigung einer 
weiteren Annabme 2 ), namlieb der Voraussetzung (6). 


v ) Dieser wiehtige Kunstgriff ist m letzter Instanz gleichbedeutend mit der 
Einfdhrung des Hilbert’schen invarianten Integrals. Denn nach Grleichung (150) 
von § 31 lantet dasselbe im gegenwartigen Fall 


J'* 



cos 6\ sin Q')du + 6r»'(w, v , cos 6\ sin Q^dv, 


was sich wegen (55) auf ^ 

r*=jdu 

reduziert. 

2 ) Es lafit sich zeigen, da£ dieselbe keine wirkliche Beschrankung der All- 
gemeinheit bedeutet. Denn das vorgelegte Variation sprohlem ist mit dem Problem, 
das Integral der Funktion 

F(x, y, x\ y’) -j- $ x (x, y)x' + <£„(>. y)y' 


unter denselben Anfangsbedingungen zu einem Minimum zu machen, Equivalent, 
vorausgesetzt, daB die Funktion # (x, y) entlang der gegebenen Kurve $ konstant 
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d) Der Osgood’scke Satz 1 ) fur den Tall eines variablen Endpunktes : 

Aus den Resultaten des letzten Absatzes ergibt sicb ein einfaeher Beweis 
des Osgood’sehen Satzes far den Fall eines vanabeln Endpunktes Wir gehen 
dazu von der Gleieh ung 160) aus Ffthren wir statt des _beliebigen Parameters x 
den Bogen s der Bildkurve S' ein und bezeichnen mit 8' den Tangentenwinkel 
der Kurve S' im Punkt w, v. so konnen wir unter Benutzung der Gleiehung (123) 
von § 30 die Gleiehung (OS'! aueh schreiben 

A/— ( k'(u, d: cos $\ sine'-, cos 6', sin Q'\ds (66) 


Wir setzen jetzt voraus, daB fur den Bogen @ 0 die WeierstraB’sche Be- 
dingung (IV 1 ) erfullt ist, was wegen (44) die analoge Ungleichung fur den Bogen 
($' in der ?(, tf-Ebene zur Folge hat. Fnhren wir nun genau wie in § 82, Glei- 
chung (158), die Funktion ein, so konnen wir wie dort schlieJBen, daB die die 
Ausdehnung des Feldes c p , oder ausfuhrlicher 2 ) bestimmenden Grofien h , Jc 

sich so klexn wahlen lassen, daJS die Funktion 

&[(u, V', cos 6', sin 0'; cos 0', am 6') 

in dem ganzen Bereich 

(«, v) in dl, 0 <^6' <^%7t 

positiv ist nnd daher einen positiven Minimal wert m erreicht Da nun nach der 
Definition von § 2 ' fur alle Werte von 0' 

cos0', sin 6'; cos 0 sin 0 ') = (*— cos(0' — 6')) cos Q\ Sind'; cos 0', sin 0'), 

nnd da iiberdies 0' = O oder jr, so folgt aus (66) nach dem Mittelwertsatz 



wenn L die Lange des Bogens S' von J? r & bis bedeutet 

Es sei jetzt l eine beliebige positive GroBe kleiner als &, und es werde 
vorausgesetzt, daB die Kurve £ in der x, ^/-Ebene dnrch emen Punkt P 3 einer 
der beiden Extremalen: a a 0 + Z der Schar (4) hindurchgeht Die Bildkurve 


ist (in dem Sinn, daB jede Losung des einen Problems zugleich eine Losung des 
andern ist). Man kann dann stets die Funktion $>(x,y) so wahlen, daB die Vorans- 
setzung (6) fur das neue Problem erfullt ist, selbst wenn dies fur das ursprungliche 
nicht der Fall sein sollte; man braucht nur 

0 (%, y) = M [t (t x , y) — %(a (#, y))] 

zu setzen, wo M eine hmreichend groBe Konstante ist; vgl. Bolza, Lectures ? § 37, c), 
2 ) Vgl. § 34 und fur den hier gegebenen Beweis Bolza, Transactions of 
the American Mathematical Society, Bd II (1901) p 422 
*) Vgl wegen der Bezeichnung § 31, a). 



§ 47 Folgerungen aus deni Enveloppensatz 357 


d' geht alsdann durch einen Punkt P^ dessen Ordmate 
wenn der FuBpunkt der vom 
Punkt P' auf die Gerade u = u x 
gefallten Senkrechten ist, so ist 

lS \pipi + PiPiS pjPii, 
a. h 


; l ist; und 


L > ]/P -f- {u t — u t Y 1 

Bezeichnen wn* daher mit ^ die 
stets positive Grofie 





£ i = m[YP 4- f u» — - uff -ft u„ — iti)] , (67) 

so ist 

AJ^>Bi 68 ? 

Somit erhalten wir clen Satz. 

Fur clen Fxtremalenbogen % mogen die Bedingungen (IT) und CIV’) erfullt 
sem; derselbe moge sich mit einem Feld ^ A imgeben las&en, und e$ set im Punkt P x ; 

Vi> x i j Vi) 0 l )? 

so dap durch den Punkt P 1 erne Transversale $ des Feldes gezogen loerden kann . 
Smd dann h und k litnreichend kleiu geuahlt, so gehoit zu jedeni positiven l<^k 
e me positive Grope i t deiart, dap 


A J>b % 

fur jecle Variation des Bogens %, icelche die Kune I mit dem Punkt P 2 verbmdet 
und icelche ganz vm Innern von ^ aber nicht ganz im Inner ?i von t 
gelegen ist 


§ 47. Folgerungen aus dem Enveloppensatz. 

Die in § 46, a) eingefiihrte Annahme 

Aa«o) + 0 in [t^l (49) 

welche nach. § 40 aussagt, daB der Extremalenbogen @ 0 den Brenn- 
punkt der Kurve $ nicht enthalten soil, war in dem vo rangegangenen 
Hinlangliehkeitsbeweis fur die Konstruktion eines Feldes erforderlich. 
Aber aus unsern Entwicklungen geht nicht hervor, ob diese Beding un g 
zugleich anch eine notwendige Bedingung fur ein Extremum ist. 

Wir wollen nun, in Ver allgem ein erang der in §43 ; c) fur den 
Fall der geodatischen Linien mitgeteilten Darbonx ? schen Methode, 
nach Kneser 2 ) beweisen, daB die obige Bedingung wenigstens in der 
etwas milderen Form 

*) Will man sich auf Variationen beschranken, welche auch den Pnnkt P x 
fest lassen, so ist die letzte Voraussetzung nicht notig. Die Yoraussetzung (6) 
hrancht nach p. 355 FuBnote 2 ) nicht gemacht zu werden. 

2 ) Ygl. Kneser, Mathematische Annalen, Bd. L, p 27 und Iehrbuch y 
§§ U, 25 
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A (t, a 0 ) 4= 0 fur t t <C t <! 4 (^9) 

in der Tat fur ein Extremum not wen dig ist. 

Der Beweis macht ron der Betrachtung der zweiten Yariation 
(resp den damit aquivalenten Untersuchungen von §39) keinen Ge- 
brauch; er grundet sick auf den m §44,c) bewiesenen Enveloppen- 
satz und gibt zugleich die Entsekeidung fiber den bei unseren frukeren 
Entwicklungen von der Betrachtung ausgescklossenen Fall, wo der 
Endpunkt P 2 nut dem Brennpunkt der Kurve St auf der Extremalen 
@ 0 zusammenfallt *) 

aj Gestalt der Enveloppe in der Naie des Brennpunktes : 

Wir bekalten die Annakmen von § 44, a) liber die Extremalen- 
schar ( 4) bei, lassen aber die Yoraussetzung (49) fallen und setzen im 
Gegenteil voraus,) dab der Extremalenbogen @ 0 den Brennpunkt P" 
der Kurve St entlisilt, dafi also 

< t'l <; 

und gleickzeitig A (C « 0 ) - 0, (70) 

dagegen A (t } & 0 ) 4 = 0 fiir < t < t r (. 

Wir stellen uns die Aufgabe, alle Losungen (t,a) der Gleichung 

A (t, a) = 0 (71) 

iu der Umgebung der Stelle (t", o 0 ) zu linden. Da nacb unsern An- 
nahmen die Funktionen F t , F(, F 2 stetig sind m der Umgebung von 
i = {[ und tiberdies F x 4= 0 in f v so schlieBen wir wie m § 29 ; b) ; daB 

a o) H 3 0^0 

JSfacli dem Satz iiber implizite Funktionen lafit sich daher die Grleickung 
(71) in der Umgebung der Stelle (£" a Q ) eindeutig nach t auflosen, 
und die Losung, die wir mit 

t = t (a) 

bezeichnen, ist in der Umgebung von a = a 0 von der Klasse C r und 
reduziert sick fur a = a 0 auf t". 

Die Kurve 

3 : x « (p (ha), a) ss x(a), y — (i(a), a)==y (a), 

l ) Da dex folgende Beweis auch fur den Fall giiltig bleibt, wo die Trans- 
versale $ in einea Punkt zusammenscbrumpft , so erhalt man damit zugleich 
einea von der zweiten Variation unabhangigen Beweis der Notwendigkeit der 
Jaeobi’scken Bedingung fiir den Fall fester Endpunkte, sowie die Entscheidung 
fiir den Fall, wo der Punkt mit dem konjugierten Punkt zusammenfallt. 



§ 4:7 Folgerungen aus deni Enveloppensatz 359 

die vregen t (a Q ) = t” durcli den Punkt P" geht, ist dann die En- 
veloppe 1 j der Extremal enschar (4). 

Denn da 


dx dt . 

cla= V‘d^ + V" 


z ^ a j dy dt . *-1(4* 

’ da ~ v ‘ dci + > 


BO fclgt 


dx , dTf t~ Ua) * 

da = Ai/^ ? aj = U 


(73) 


Dies zeigt, — zuniichst abgeselien von den Punkten, m denen ¥ 
und ?/' gleielizeitig verscbwinclen — ? daB die Kurve gr im Punkt a = a r 
die Extremale (5^, der Scbar (4) beriihrt, und daher ist in der Tat 
die Enveloppe der Schar (4) 

Piir die weitere Diskussion unterscbeiden wir jetzt zunaehst zwei 
Hauptfalle : 

Fall I: Die Enveloppe degenenert nicht in emeu Punkt* 
d. h. die Funktionen x{a) : y(a) reduzieren sieh nicbt beide au£ Kon- 
stante. Wir wollen dann voraussetzen 2 ). daB die Funktionen x(a), 
y{a) in der Umgebung von a = a Q von der Klasse C ^ sind, und daB 
fur a «■ a 0 ibre Ableitungen bis zur r — l ten Ordnung versehwinden, 
daB aber x^(a 0 ) und y^ia 0 ) niebt beide Null sind Dann erbalten 
wir nacb dem Taylor’schen Satz: 

(A + «), 3!-0-«„r-‘(-B + /S)i (74) 

dabei isfc l»W 

(r — iy ? (r — 1) f 7 

wabrend a und /3 Funktionen von a sind, welcbe nut a — a 0 unendlicb 
Hein werden. Durcb Einsetzen in (73) folgt bieraus 

A = C<p t (tl, a 0 ), B = a a \ (75) 

wobei G ein Proportionalitatsfaktor ist, der endlich und von Null 
verscbieden ist, da weder A und B nocb q> t (t", a 0 ) und a o) gleich- 
zeitig verscbwinden konnen. 

Ist r > 1, so hat die Enveloppe im Punkt P" einen singularen 
Punkt r ter Ordnung; aber auch in diesem Fall besitzt sie eine be- 


x ) liber die Theorie der Enveloppen vgl. Encyclopadie , HE D, p. 44, ins- 
besondere die in Fufinote 117 gegebenen Literaturangaben ; femer Scheffers, 
Theorie der Kurven , p 55; vgb auch oben § 29, c). 

2 ) Dies wird stets der Fall sein , wenn die Funktionen cp (t, d ), ip (t, a) von 
der Klasse <S rJr ^ sind, und dies darf nach § 24, a) Zusatz I angenommen wer- 
den, wenn die Funktion Ffa y, x\ y f ) von der Klasse C^ r + ist 
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stimmte 1 ), als Grrenzlage der Sekante definierte Tangente, deren Gre- 
falle gleich B:A ist Die Gleichungen (75) zeigen ; dafi die Extre- 
male @ 0 die Enveloppe % im Punkt P[ auch dann beruhrt, wenn 
P" ein smgularer Punkt von % ist. 

Der Emfachheit halber denken wir uns das Koordmatensystem 
so gedreht, daB die positive x-Ackse die Richtung der positiven Tan- 
gen te an die Extremale (§ 0 im Punkt P^ hat; dann ist 

9*(C a Q ) > 0 a 0 ) = 0. 

Die y-Achse fallt mit der Normalen 5ft der Kurve © 0 im Punkt P" zu- 
sammen. 

Wir untersehelden dann nock weiter folgende Falle: 

A.) r linger ade* 

Dann weckselt ~ sem Zeichen nicht, wenn a dureh den Wert a 0 


hindurckgeht. Daher hat die Enveloppe m P" Iceinen BuckMir- 
j punkt; sie tritt von der negativen 2 ) Seite der Normalen 5ft auf die 
positive oder umgekehrt (Pig. 64). 5 



Hierher gehort der nieht-singulare Fall r *= 1. 

B) r gerade: 

In diesem Fall hat die Enveloppe m P' einen Milckkehrpunkt T 
und zwar 

1. wenn G < 0, 

so liegt die Enveloppe in der Nahe des Punktes P" ganz auf der 
negativen Seite der Normalen 5ft (Fig 65)* 

2. wenn C > 0, 

so liegt die Enveloppe in der Nahe des Punktes P'' ganz auf der 
positiven Seite der Normalen 5ft (Fig. 66). 

*) Wenn man darauf verzichtet der Tangente einen positiven Sinn bei- 
znlegen. 

*) Die positive #-Riektung fnkrt von der „negativen Seite 11 der Normalen. 
auf die „positive“. 
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Fall II: Die Enveloppe degeneriert in einen Pankt, 
d. li. die Funktionen %(a), y fa) reduzieren sich beide auf Konstante, nam- 
lick die Koordinaten des Punktes P" In diesem Fall gehen alle 
Extremalen der Schar (4) dureb den Punkt P" 



b) Die Brennpunktsbedingung, abgeleitet aus dem Enveloppeusatz: 
Es moge jetzt zunachst der Fall I vorliegen, and es sei eine 
dem Bogen @ 0 benachbarte Extremale der Sebar (4); sie schneidet 
die Transversale £ im Pnnkt 1 ) P s {%(a), a } and berubrt die Enveloppe 
g im Punkt P i {t(a),a}. Wenn dann, eventuell nacb Umkebrung 
des positiven Sirrnes auf der Enveloppe, die positiven Tangenten- 
riebtangen von und % im Punkt P 4 zusammenfallen und zugleicb 
P4 auf ( V dem Pankt P, vorangeht, so konnen wir den Enveloppen- 
satz 2 ) yon § 44, c) anwenden und erbalten 

aj- + j s (p,p;') - - 0 . (76) 

Wir fiibren daber auf % statt a einen neuen Parameter r ein 
durch die Substitution 

a — a 0 = £t* 

dabei ist £ = -I- 1, und wir bebalten uns die Wahl des Vorzeichens 
vor. Es folgt dann aus (73) ? dab wir sehreiben konnen: 
dx dv 

Ft = mcp t , f x = mt t , (77) 

wo m eine in der Umgebung von x = 0 stetige Funktion von r ist, 
deren Yerbalten fur unendlicb kleine Werte von x durch die aus (74) 
und (75) sicb ergebende Grleichung 

m = B r T r '^ 1 (G J r y) 

bestnnmt wird ? wobei y mit x unendlicb. klein wird. 

Der Enveloppeusatz ist dann nacb dem Obigen dann und nur 
dann anwendbar, wenn sicb das Zeicben von a so wahlen laBt, daB 
m > 0 fur unendlicb kleine negative Werte von x. 

*) Vgl. wegen der Bezeichnung § 44, a). 

*) Die Kurven entspreehen den dort mit ® 0 , ^ bezeiehneten -Kurven. 
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Im Fall A) kann man dies stets erreicken, indem man das Zeichen 
von s gleick dem Zeicken von G waklt. 

Im Fall BJ ist die Bedingung sowohl fur positives als fur nega- 
tives a erfullt 

Dagegen ist es im Fall B 2 j nickt xnoglick, das Zeiehen von s in 
der angegebenen Weise zu bestimmen. 

In den Fallen A) und B x ) konnen wir daher in jeder Umgebung 
des Bogens @ 0 zulassige Yanationen angeben, fur welcke A J = 0. 
Es findet in diesen Fallen also sicher kein eigentlickes x ) Minimum 
statt. Es findet aber auck kein uneigentlickes Minimum statt. 
Denn die Enveloppe ^ kann selbst nie erne Extremale sein 2 ), da sick 
sonst durck den Punkt a von $ der Ricktung der positiven Tan- 
gente zwei Extremalen zieken lieBen, namlick die Extremale und 
auBerdem die Enveloppe % selbst. Dies ist aber nack den Caucky’seken 
Existenzsatzen (§ 27, a)) mckt moglick, da nack unsern Voraussetzun gen 
(vgl. § 44 ; a)) entlang der Enveloppe 

9 \{t, a) + 0. 

Daker konnen wir die beiden Punkte P 4 , P'[ durck eine zulassige 
Kurve P 4 P 5 P'' verbinderi, welcke fur das Integral J emen kleineren 
Wert liefert, als der Bogen P 4 P" von Es ist also moglick, durck 
eine zulassige Variation A J negativ zu macken, und daker liefert der 
Bogen Pi P^ von @ 0 , und daker a fortiori auck der Bogen @ 0 selbst, 
kein Minimum. 

Wenn der Fall II vorliegt, so kann man unmittelbar den Zu- 
satz II (resp. Ill) zum Transversalensatz (§ 44, b)) anwenden. Darnach. 
kat man fiir jede benackbarte Extremale der Sekar (4) fsieke Fig. 67) 

AJ = JJP.F'O-J^P.JP';) = 0, (78) 

woraus kervorgekt, daB der Bogen (S 0 sicker kein eigentlickes Minimum 
fiir das Integral J liefern kann Er kann aber auck kem uneigent- 
lickes Minimum liefern, wenn " < t 2 . Denn da W t (t" ; a Q ) =j= 0, so folgt 
aus dem Cauchy’scken Existenztkeorem, daB die beiden Extremalen 
und @ 0 sick im Punkt P' r nickt beriikren konnen Die aus dem 

x ) Vgl. § 3, b). 

*) Vgl. Dabboux, Theorie des surfaces, Bd, III, Nr. 622, und Zebmeeo, Disser- 
tation, p. 96. Man kann die fragliche Behauptung aueh direkt beweisen, indem 
man in die linke Seite der Euler’sehen Differ entialgleicbung (I) die Funktionen 
x{xf y(t) einsetzt Man findet in der Bezeiebnung von § 26, a) 

m T(x , y*, x% y\ x\ y") = (t, a) Afi, a ), 

und dieser Ansdruck ist fox unendlich kleine Werte von x von Null verscbieden. 
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Bogen P 3 P" der Extremalen (£ a und dem Bogen P"P 2 der Extre- 
malen © 0 zusammengesetzte Kurve hat also im Punkt P" eine Eeke 
Bezeichnen <9 0 , resp 6 die Tangentenwinkel von G 0 , reap <S a im Punkt 
P", so ist dm Funktion Pjfb:, >/, cos y, smy) mi Punkt P" fur alle 
Werte von y zwisclien 9 0 und 6 von Null verschieden, wenn a hm- 
reichend nahe bei a Q gevahlt ist. Daraus folgt aber nach § 4S, c) 
Zusatz I, daB im Punkt P" die fur ein Extremum notwendige Erd- 
mann-WeierstraB’scbe „Eckenbedingung“ nieht erfiillt sem karm. 
Daher kann man eine Variation P 3 P 5 P B P 2 der gebroehenen Kurve 
PgP"Pj angeben, welch e fiir das Integral J einen klemeren Wert 
liefert, als die Kurve P 3 P 5 P"P 2 , und welche daher A J negativ macht. 
fSiehe Fig. 67). 

Hiermit ist fur alle Falle mit Ausnahme des Falles IB 2 ) die Not- 
wendigkeit der Bedingung (69) bewiesen. 

Aueh fur den Fall IB,), m welebem unsere bisherige SebluBweise 
versagt, hat kurzlich Lindeberg 1 ) — wenigstens fur das ^-Problem 
und unter der Voraussetzung, daB F analytisc-h ist, — die Notwendig- 
keit der Bedingung (69) dureh eme emgehende Untersuchung des 
Verhaltens der Extremalenschar (4) in der Umgebung des Punktes 
P," nachgewiesen. 

c) Der Fall, wo der Endpunkt P 2 mit dem Brennpunkt (resp. dem 
zu P 1 konjugierten Punkt) zusammenfallt: 3 ) 

Dureh die vorangegangenen Entwicklungen ist zugleich — ab- 
gesehen von dem Ausnahmefall IB 2 ) — der Fall erledigt, wo der End- 
pnnkt P 2 des Bogens @ 0 mit P" zusammenfallt 

Denn aus § 47, b) folgt unmittelbar, daB alsd ann m den Fallen 
I A) und IBJ der Bogen @ 0 kein Minimum liefert (auch kein un- 
eigentlich.es und anch kem schwaches). 

*) Siehe Mathematische 
Annalen, Bd. LIX (1904), p 321 
Lmdebergzerlegt die Extremalen- 3 
schar (4) in zwei Teilscharen ent- 
sprechend den beiden Intervallen l 

a Q <^a<ia 0 - und a Q — &<><; a 0 

nnd zeigt, daB jede derselben fiir 
sich genommen ein Feld bildet. 

Diese beiden Felder greifen jenseits $ 
des Punktes P" in der in Fignr 68 
angedeuteten Weise ubereinander, und es wird gezeigt, daB bei passender Wahl des 
Punktes P 4 der ExtremalenbogenP 3 P 4 einen kleinerenWert liefert als der Bogen P 1 P 4 - 

*) Hierzn die Ubungsaufgdben Nr. 22, 23 am Ende von Kap. IX. 
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Ferner folgt ; daB im Fall II sicker kein eigen tlicii es Minimum 
stattfinden kann. Dagegen findet in diesem Fall ein uneigentlicbes, 
starkes Minimum statt, wen n aufier der Bedingung (IT) nock die Be- 
dingung (IV ; ) entlang @ 0 erfullt ist. Denn die Bogen der Schar (4), 
gerechnet you der Transversalen $ bis zum Punkt P" bilden ein „un- 
eigentliches Feld“ of urn den Bogen und man zeigt dann mittels 
der Kneser’seben Modifikation der WeierstraB’scben Konstruktion, 
daB A J > 0 fur jede Vergleiehskurve, welche ganz in of liegt ; und 
welche nicht mit einer der Extremalen der Schar identisch ist. 

Wir fassen das Resultat in den folgenden Satz 1 ) zusammen: 

Bei der Aufgabe 9 das Integral J zu einem Minimum zu machen , 
wenn der Endpunkt P 2 fest ist. wcihrend der erste Endpunkt aaf einer 
Kurve $ beiveglich ist (resp. ebenfaUs fest ist), hefert der Extremalen- 
bogen ® 0 im allgemeinen kein Minimum, uenn der Punkt P 2 mit 
dem Brennpunkt P" von S: (resp. deni m P 1 Jconjugierten Punkt) zu- 
sanmenfdllt 

Eine Ausndhme Inervon findet nur in folgenden zwei Fallen statt: 

I Wenn die Enveloppe g in den Punkt P" ausartet, so liefert 
der Bogen ® 0 mar kein eigentliches, aber dock ein imeigentliches, starkes 
Minimum , falls aufier der Bedingung (IP) auch nock die Bedingung 
(IV) entlang S 0 erfullt ist. 

2. Wenn die Enveloppe $ im Punkt P" einen Buckkehrpunkt von 
der unter IB 2 ) charalierisierten Art besitzk Fur diesen Fall ist die 
Frage noch unentscheden . 

x ) Fur den Fall, dab die Enveloppe im Punkt Pf kexnen singularen Punkt 
besitzt (Fall I, A), r — 1), bat scbon Erdmann mittels der dritten Variation be- 
wiesen, dab kein Minimum stattfinden kann (Zeitsebrift fiir Matbematik 
und Physik, Bd. XXII (1877) p 327), vgl oben p. 69 Fubnote *). Die Behand- 
lung der Aufgabe mittels des Enveloppensatzes ruhrt von Kneser ber (Mathe- 
matxscbe Annalen, Bd L (1898) p 27 und Lehrbuch , §§ 24,25), wo die Falle 
IA), IBj) und II erledigt werden. Osgood (Transactions of tbe American 
Mathematical Society, Bd II (1901), p 166) und spater Lindeberg, loc. cit. 
p. 329, baben dann gezeigt, dab im Fall IB S ) beim x-Problem ein starkes Mini- 
mum stattfindet Osgood zeigt ferner, dab aucb beim £-Problem ein starkes 
Minimum stattfindet, wenn im Punkt P 2 ~ Pf nberdies 

F(& 2 , cos y, sin y) > 0 


fur alle Werte von y 



Achtes Kapitel. 

Diskontinuierliehe Losungen. 

g 48 Die ~W eierstraJS-Erdmann’sche Eekenbedingung. 

Bei der Formulierung 1 ) der Aufgabe, das Integral 

V 1 

h 

zti eiiiem kTinimuin zu macben ? baben wir von den Vergleicbskurven 
vorausgesetzt, daB sie „gewobnliebe Kurven" sind, worn it wir aus- 
druckbch Kurven mit ^Ecken" 2 ) zugelassen baben. Dagegen baben 
wir 11 ns in alien bisberigen Entwicklungen auf den Fall besebrankt^ 
wo die gesuchte Kurve selbst kerne Eeken besitzt. 

Wir wollen nns jetzt von dieser Besebrankung befreien, indem 
wir uns die Aufgabe stellen, nunmebr aucb diejenigen Losungen 
unseres Variationsproblems zu bestimmen, welcbe Ecken besitzen; 
solcbe Losungen pflegt man , ; diskontinuierliebe Los un gen" zu nennen 3 ) 
im Gregensatz zu den bisber ausscblieBlieb betraebteten „kontinuier- 
licben Losungen" Dabei sollen die Endpunkte P 1? P 2 der zulassigen 
Kurven jetzt wieder fest und gegeben sem. 

a) Einleitende Bemerknngen iiber diskontinnierlicbe Losungen: 

Wir setzen zunachst der Einfacbbeit balber voraus ; die gesuebte 

Kurve: y-yif), 

b Vgl. § 25, d). 

2 ) Vgl. § 25, a) Statt „Ecke u sagfc Caratheodory ,,Kjaickpunkt u . 

3 ) obgleich die Funktionen x, y selbst stetig bleiben. Gleicb bei dem 
&ltesten Problem dei Variationsrecbnung (Newton’s Eotationskorper kleinsten 
Widerstandes) ergab sich eine solcbe Diskontinuitat (vgl. § 54) und dfl.nn wieder- 
bolt im Lauf der gesebiebtlieben Entwicklung bei vereinzelten Beispielen. Der 
erste, der steb in systematiscber Weise mit diskontinuierlicben Losungen be- 
scbaffcigte , war Todhunter, der in semem Buch „ Researches on the Calculus of 
Variations u (1871) eine grofie Anzabl von Beispielen bebandelt, obne jedocb zu 
einem allgemeinen Satz zu gelangen Die aus der ersten Variation sicb ergebende 
-m E ekenbedingung 11 verdankt man Weierstrass und Erdmann (vgl. § 48, b)). 

Bolza, V anationsrechnxiii g 24 
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welcke das Integral J zu einem Minimum macht, und welcke wieder 
ganz im Innem des Bereiches 91 liegen moge, besitze eine Ecke und 
zwar im Punkt P 0 (£ = t 0 ). Sie bestekt also aus zwei Bogen der Klasse 
G',P x Pq und P 0 P 2 , die im Punkt P 0 unter emem Winkel zusammen- 

^ stoBen. Der Tangentenwinkel des Bogens 
P X P 0 im Punkt P 0 sei 0 o , derjemge des 
Bogens P 0 P 2 im Punkt P 0 sei 0 O . Es 
wird ausdrucklick vorausgesetzt, daB 

0 O — 0 O =j= 0 (mod 2%) 

Wir betrackten nun zunackst solche 
spezielle Variationen P 1 P 3 P 0 der ge- 
suckten Kurve P 1 P 0 P 2; welcke das Stuck P 0 P 2 unverandert lassen 
und nur den Bogen P* P 0 variieren Dann folgt, wie friiker, daB fur- 
den Bogen P X P Q die im funften Kapitel entwickelten notwendigen 
Bedingungen (I), (II), (III), (IV) fur ,,kontinuierlicke“ Losungen er- 
fullt sein mussen. Ebenso folgt aus der Betraektung von speziellen 
Variationen, welche das Stiiek P t P Q ungeandert lassen, daB dieselben 
vier Bedingumgen aueh fur den Bogen P n P 2 erfullt sein miissen. 

Dieselbe SckluBweise ist auf den Fall von beliebig vielen Ecken 
anwendbar und man erhalt so das Resultat: 

Jede d iskontinu ierliche Losung 1 ) setzt sich aus Extremaleribogen der 
Klasse G' msammen , von denen jeder, fur sick genommen, die Be- 
dingungen von Leg-endre, Jacobi und Weierstrass erfullt. 

b) Die WeierstraB’scke Eckenbedingung: 

Wir setzen fur die weitere Diskussion voraus, daB unsere beiden 
Bogen P X P 0 und P 0 P 2 Extremalenbogen sind. Die Extremale, welcker 
der Bogen P 1 P 0 angekort, bezeicknen 2 ) wir mit @ 0 , diejenige, welcker 
der Bogen P 0 P 2 angekort, mit ® 0 . Ferner nekmen wir an, daB fiir 
die beiden Bogen P X P 0 und P 0 P 2 die Legendre’scke und die 
Jacob i'sche Bedingung in ihrer starkeren Form erfullt sind: 

Fi>0, (II’) 

t Q <t 2 < (IIP) 

wobei P^(t = O denjenigen Punkt von ® 0 bezeichnet, dessen konju- 

gierter Punkt P 0 ist, und P'(£ = £') den auf © 0 zu P 0 konjugierten 
Punkt 


o -- 



*) Um Mibverstandnisse zu vermeiden, mag man bier noch bmznsetzen:. 
„welche abgeseben von ihren Endpunkten frei variierbar ist“, vgl. §52. 

2 ) @ 0 , fi 0 sind bier in demselben Sinn gebraucht, wie (£J in § 27, c). 
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Wir ersetzen nunmekr die Kurve PjPqPj durcb eine benachbarte 
Kurve yon der Form 

® : a> - x(t) + e$(t), y - y{t) + sr)(t), 

wobei |(i t), rj(t) zwei willkurlicbe Funktionen von t von der Klasse O' 
sind, welche m t ± und t 2 verschwinden. Das Integral 1st dann 
gleicli der Summe 1 ) 

}o ~ 0 \ 

•h =,/ F(x,y,x',y')dt -f- j‘ F(x,y,x ,y') dt 

t 1 t Q + 0 

Auf jedes dxeser beiden Integrate konnen wir dann nnmittelbar die 
Form el (18 a) yon § 26 anwenden und erhalten 

dj=[Pvi+p^];:;:=o. 

WaMen wir jetzt das eine Mai die Funbtionen so, daB 
£ (*o) + r i (Q = 

das andere Mai so, da6 

|(£ 0 ) «= 0, r ]( t 0 ) 4= 0, 

30 erhalten wir den folgenden yon Weierstrass 2 ) herrubrenden Satz: 

In jeder Ecke P 0 einer diskontinmerlichen Losung mussen die 
beiden Gleichungen 

FJo-O-FJo+O' ( 2 ) 

erfullt sem. 


1 ) Vgl. wegen der Bezeichnung p. 197, FuBnote 2 ) 

2 ) Yon Weierstrass schon in seiner Yorlesnng nn S B 1865 gegeben. 
Siebe Caratheodory, Vber die diskontmmerlichen Lomngen in der Variations- 
rechnung, Dissertation (Gottingen, 1904), p 3, 

Unabhangig von WeierstraB hat Erdmann (Journal fur Mathematik, 
Bd, LXXXII (1877), p. 21) die entsprechende Eckenbedingung fur das ^-Problem 
gefunden und zwar in der Form 


f k 0 -o = f 1;f o + 0 

V I VI 

f—Vfj h -0 = f—y'f y ,f° +0 - 


(2b) 


Diese Gleichungen folgen nnmittelbar mittels der Gleichungen (16) von § 25 aus 
.den WeierstrafTschen. Eine direkte Ableitung derselben ist umstandlicher als 
fiir den Fall der Parameterdarstellung, vgl z. B Bolza, Lectures , § 9. 

Die Eckenbedingung (2) laBt sich nach Whittemore auch aus dem Du- 
Bois-Reymond’schen Lemma von § 5, c) ableiten; diese Methode l^Bt sich auf 
Diskontinuitaten von kompliziterem Charakter anwenden, ja sogar auf den Fall 
von unendlich vielen Diskontinuitaten, vgl. p 28, FuBnote 2 ) und p. 29, FuBnote *). 

24 " 
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Aehtes Kapitel Diskontinuierliche Losungen. 


Trotz der Diskontinuitat in der Fortscbreitimgsricbtung mlissen 
also die Funktionen F x „ F y , in jeder Ecke stetig bleiben. 

Wir nennen eine Kurve, welche aus zwei Exfcremalenbogen P 1 P Q 
und P 0 P 2 zusammengesetzt ist und m P 0 eine Ecke besitzt, in welch er 
die WeierstraB'sche Eckenbedingung (2) erfiillt ist, eine gebrochene 
Extremale. 

Da die Funktionen F x> , F y , in x r , y positiv homogen von der 
Dimension 0 sind, so lassen sich die Gfleich ungen (2) auch schreiben: 

F A x o, Vo,Po, 4o) = FA* o, Vo, Po, 4o), 

F y(Po, y 0 ,Po, 2o) - F y ,(x o, y 0 , p 0 ,q 0 ), ^ } 

Pa = cos d 0 , % = sin 6 0 , 

Po = cos 6 0 , q 0 = sin 6 0 . 


wobei 


c) Zusatze und Beispiele: 

Die Eckenbedingung lafit sich auch mittels der S-Funktion ausdrucken l ) 
Ea ist namlich nach der Definition der 8-Funktiou 

% (; x , y ; cos 0, sin 0 ; cos 0, sin 0) =* cos 0 (F x , — F x ,) + sin 6 (F y , — F y ,), 
und hieraus berecbnet man leicht 


d S (x, y ; cos 0, sin 0 , cos 0, sin 0) 

de 


= sin 0 (F x , F x )-\- cos 6 [F ff , — F }) ) 


Daraus folgt, daft die Eckenbedingung (2 a) mit den beiden Grleichungen 
HxoiVoi COS0 O 7 sm 0 o ; cos0 o ,sm0 o ) = 0, 
d%(x 0 ,y 0 ] cos 0 Q , sin 0 O ; cos0 o ,sin 0 o ) 

on* ^ 

Equivalent ist 0 0 

Andererseits ist aber auch 


cos ^ 01 sin0 o; cos0 o^ sin(9 o) ““ ° ? 




und aus (3 X ) und (4) folgt ruckwarts (2 a), vorausgesetzt, dafi 

0 O — 6 0 ^ 0 (mod it). (5) 



Aos der Symmetrie der Gleichungen (2 a) in 
bezug auf 0 O und 0 O folgt: Schneiden sich zwei 
kontinuierliche Extremal en P t P 0 P 2 und P 1 P 0 P 2 
im Punkt P 0 derart, dafi fur ihre beiden Tan- 
gentenrichtungen 0 O und 0 O im Schnittpunkt die 
Eckenbedingung (2 a) erfullt ist, so ist sowohl 
P t P Q P 2 als P 1 P Q P 2 eine mogliche 2 ) diskontinuier- 
licbe Losung 


*) Vgl Caeatheodoby, Dissertation, p. 8. 

2 ) Soweit es sich eben um die Eckenbedingung handelt 
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Komoiniert man die Gleichung (3^ mit der Relation zwisehen der &-Funktion 
nnd der Funktion F t (Gleichung (125) von § 80., so erhalt man den 

Zusat'. I Die Funktion F 1 (x 0 , j/ 0 , cos 6, sm6> lerschmndet wenigstens fur 
eineu Wert von 8 zictschen v ) 8 0 nnd 6 0 

Daraus folgt, daB ein Punkt P 0 , in welchem F 1 fur Icemen Wert von 6 
verschwmdet, nicht Ecke einer disk ontinmerli ch en Losung sein kann* bei einem 
^regulaxen 1 Problem konnen also ilberhaupt keine diskontmuierlichen Losnngen 
auftreten 

Zusat t II Wenn aberdies 

(•*». 2/<ui>o, 2o ' > 0 , F l ,x 0 , y,~p a , g 0 , > 0, 

oo nimmt die Funktion F.fx^y^ cos 6, si„Qj zicisclien'j 0 O und 0~ auch negative 
H erte an und versehicmdet daher nundestcns ~.weimal zuischen 0 O und 0 0 . 

Denn aus dem Ausdruck (124) von § 30 fur die S- Funktion folgt dann, 
da6 die Gleiehung (3 X ) nur dann erfullt sein kann, wenn F 1 zwisehen 0 O und 0 O 
negative Werte annimmt. 

_ Zusat z III' J ) Geometrisch sind fur emeu Punkt P 0 dtejenigen Richtungspaare 
° 0 > welche der TP eierstrafi’schen Eckenbedingung genugen, dadurch cliarak - 
ierisiert, daf> die Punkte 0 O ,<9 0 der zum Punkt P 0 gehorigen Indikatnx die Be- 
ruhnmgsp unkte emer Doppeltangente der Indilatrix sind 

Denn die Tangente in einem beliebigen Punkt 8 der Indikatrix fur den 
Punkt P 0 ist nacb Gleichung (128 b) von § 30 gegeben durch die Gleichung 

F A X 01^01 cos ^ sin 0)X+J^(* ol y # , cos 0, sind) Y = 1, (6) 

woraus unmittelbar folgt, daB die Tangenten 
in den Punkten 8 0 und § 0 zusammenfallen, wenn 
die Gleichungen (2 a) erfullt sind, und umgekebrt. 

Erinnert man sich der Beziehungen der 
Funktionen § und F t zur Indikatrix, so kann 
man Mernach die Gleichungen (3), (4), sowie die 
beiden Zusatze I imd II unmittelbar an der 
Indikatrix ablesen 

Verbindet man dies Resultat mit der in 
§ 36, a) gegebenen Xonstruktion der zu einer ge- 
gebenen Richtung transversalen Richtung, so 
erhalt man den 

Zusatz IV' Die im Punkt P Q zu den beiden 
Richtungen 8 0 und 6 0 t) ansversalen Richtungen 
fallen zusammen, was iibrigens auch un mi ttelbar 
aus der Vergleichung der Gleichungen (2) mit Gleichung (2) von § 36 folgt. 

*) Dabei sind nach § 30, b) die Winkel 0 ft , 6 0 so zu nonnieren, daB: 

— 7t<C0 o — d Q < n. 

2 ) Nach Cakatheodout, Dissertation, p 71 nnd Mathematische Annalen, 
Bd LXII (1906), p. 465 
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Achtes Kapitel. D i sk o nt inui er lick e Losungen. 


Die Konstantenbestimmung fur eine diskontinuierlielie Losungmit einer Ecke 
gestaltet sich folgendermafien: 1st wieder 

x = y » g{t, a, §) 

das allgemeine Integral der Euler'schen Differentialgleichung (I), und sind a = 
fi — @ 0 , resp a == a 0 , £ ft, diejenigen Werte der Integrationskonstanten, welche 
den Bogen resp P 0 P 2 liefern, und sind ferner t Q , resp. £ 0 diejenigen Werte 

von welche auf P X P 0 , resp. P 0 P 2 den Punkt P 0 liefern, so hat man zur Be- 
strmmung der acht unbekannten GroBen 

a o? P o» a o? ft? ^l? ^2? ^o? 

folgende acht Gleichungen*. Zunachst die vier Gleichungen, welche ausdriicken, 
daB der Bogen P a P 0 fur t = t 1 durch P 3 , der Bogen P 0 P 2 fiir durch 

P 2 geht; ferner die beiden Gleichungen 

A*0? ft) ■“ / (*0? ^0? ft)? 9 $ 0? ^o? ft) ^ a o? ft)? (0 

welche ausdriicken, daB die Koordinaten a?, ?/ beim Durchgang durch die Ecke 
stetig bleiben; und endlich die beiden Gleichungen (2), bei denen die Argumente 
auf der linken Seite sind 

/(*©? ^0’ ft)? ^0? ftk ^o? ft)? 9 $ o? a o? ft)? 

auf der rechten Seite: 

f^O? ClJ 0’ ft) 1 0(An ^o? ft J ? tt^o* ^o? ft)? &(*<>? a o? ft) 

Beispiel XIII (Siehe p 268) 

Da hiei 

P x (#, cos 0, sin d) == &(#, 2/)? 

so folgt nach Zusatz I, daB die Punkte der Kurve G(x,y) = 0 die einzigen 
moglichen Ecken von diskontinuierlichen Losungen sind 
Bei spiel XIX: Das Integral 

J aY^Tf^ + x' 

<1 

zu einem Extremum zu machen. Dabei ist unter a eine Funktion von x und y 
verstanden. Die zulassigen Kurven sind auf den Bereich- a (x, y)^>l zu be- 
schranken, damit das Integral sicher endlich bleibt. 

Die Gleicbung der Indihatrix lautet: 

$ as a + cos 6. 

Dieselbe stellt eine Pascal sche Schnecke v ) dar Bei der Diskussion sind drei Fall© 
zu unterscheiden, je nachdem a ^2. In den beiden ersten Fallen (> 2) besitzt 
die Indikatrix keine reelle Doppeltangente. Ist dagegen 1<><2, so besitzt 


*) Vgl G. Lokia, Spezielle ebene Kurven, p. 136 
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sie eine reelle Doppeltangente, parallel derjj-Achse, dieselbe beriilirfc die Indikatrix 
in den Punkten $ = -\~ p, wo p durck die Gleichung gegehen ist 

cos 6 = — - . 

Hieraus folgt nacb Zusatz III fur diskontinuierliche v s ' \ 

Losungen das Resultat v . n u \ 

Injlenjemgen Teilen der x, y-Hbene, m nelchetr --k: y 

mx, y) > 2, lonnen l eine Ecken von diskontinuierlichen f/ ** 

Losungen Jiegen Dagegen ist jeder Punkt des durch f 

die Ungleichungen * 1 < a (x, y) < 2 defmierten Be - /V / 

reiches Ecke einer gebrochenen Extremalen Die beiden ” ^ 

zugehorigen JRichtunrjen 6 } 6 haben die Amphtuden + p 72 

Fur die Funktion F 1 findet man nach einfacher Rechnung, bei welcker es 

beqnem ist, von den Formeln von § 32, c) Gebrauck zn machen, 

f & m a 2 + 3«eos0-f2 

F x y, cos e, sm 6 ) = — 

(a -f- cos 0) s 

Die Funktion F l yersehwindet mit Zeickenwechsel fur 0 = + c', wo a 
definiert ist durck die Gleicknng 

a 2 + 2 

cos « = — i 

d U 


cos a — — 


In dem speziellen Fall, wo a eine Konstante ist, sind die Extremalen gerade 
Linien Ist insbesondere 1 < a < 2 , so ist jeder Punkt der Ebene Ecke einer 
gebrochenen Extremalen. 

Ist der Punkt P 1 beliebig gegeben, so fiillen diejenigen Lagen des Punktes 
P 2 , welcbe mit P 1 durck eine gebrockene Extremale mit einer Ecke verbunden 
werden konnen, das Innere des (spitzen) 

Winkels aus, welcker von zwei von P l aus- 
gekenden Halbstrahlen yon den Amphtuden p 
und — p gebildet wird. End zwar gibt es 
nack jedem solcken Punkt P 2 allemal zwei 
gebrockene Extremalen P 1 P 0 P 2 und P X P S P 2 
(sieke Fig. 73). Es sind dies gerade die- 
jenigen Lagen des Punktes P 21 nack welcken 
sick keine kontinuierlicke starke Losung 
ziehen la fit Dagegen lassen sick yon P x 
nack jedem Punkt P 2 in dem angegebenen 
Wmkelraum unendhck viele gebrockene Ex- 
tremalen mit mehr als einer Ecke zieken, namlich gebrockene Linien, welcke sick 
aus Stricken zusammensetzen, die abweckselnd die Amplituden p und — p kaken *) 



*) Hierzu weiter die TTbungsaufgaben Nr. 24—29 am Ende von Kap. IX. 
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Achtes Kapitel Diskontinuierliche Losungen 


§ 49. Konjugierfce Punkte auf gebrochenen Extremalen. ^ 

Wir setzen fur die weitere Diskussion voraus, daB unsere Kurve 
P 1 P 0 P 2 eme gebrochene Extremale ist, daB also un Punkt P 0 die 
WeierstraB’sehe Eckenbedmgung (2) erfiillt ist, und betrachten jetzt 
als Vorbereitung fur die Aufstellung weiterer notwendiger, sowie hin- 
reiehender Bedingungen die Aufgabe ; die Kurve P 1 P Q P 2 in eme Schar 
von gebrochenen Extremalen emzubetten. Dabei halten wir an der 
scbon in § 48, b) eingefuhrten Annahme fest, daB sowobl fur P t P 0 als 
auch fiir P 0 P 2 die Bedingungeu (IP ) und (IIP) von §32.b ) erfiillt sind. 

a) Konstruktion einer Schar von gebrochenen Extremalen; 

Es 861 x = q>(t,a), y = ii>(t,a) (8) 


irgendeine Schar von Extremalen, welcbe den Extremalenbogen P t P 0 
enthalt, und zwar fur a = a 0 , und welcbe den in § 27, d) aufgezahlten 

0 Bedmgungen A) bis D) geniigt Wir 

stellen uns die Aufgabe, auf einer der 
Extremalen P t P 0 benacbbarten Extre- 
malen (£ a der Scbar (8) einen PunktP(^) 
und zugleick eine durcb P gebende 
Richtung 0 zu bestimmen, derart, daB 
die Richtung 0 der positiven Tangente 
der Extremalen mi Punkt P zu - 
sammen mit der gesucbten Ricbtung 0 
der WeierstraB'schen Eckenbedm- 
gung (2 a) geniigt 
Wir haben dann zur Bestirumung der beiden Unbekannten t und 
6 die beiden Gleichungen 

F x ,(<p(t 3 a), (t, a), cp t (t, a ), ip t (t, a)) ~~ F x ,(<p(t , a), cos 0 , sin 0) = 0, 

F y ,((p (t, a), ^ (t, a ), (p t (t, a), a)) — F y ,(<p ( t , a), i/j (t, a), cos 6, sm 6) == 0. ^ 

Fur den Wert der Funktionaldefcerminante der lmken Seiten dieser 
beiden Gleicbungen nacb t und 6 im Punkt P 0 ergibt eme einfache 
Recbnung 2 ) den Ausdruck 

Yzp 



Fig 74 


+ y ^ 


( 10 ) 


J ) In ibren allgemeiuen Umrissen nihrt die Theoiie der konjugierten Punkte 
auf diskontinuierlichen LSsungen von Caratheodory her (Dissertation, §§ 6, 8, 9 
und Matkematische Annalen, Bd LXII (1906), p 474); im einzelnen durcb- 
gefuhrt und in wesentlichen Punkten veivollstandigt worden ist sie von Bolza 
(American Journal of Mathematics, Bd XXX (1908) p 209) und Dresden 
(Transactions of the American Math em ati cal Society, Bd.IX(190S),p 480). 
s ) Fur die Einzelheiten derselben vgl Bolza, loc. cit. p 211. 
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§ 49 Konjugierte Punkte auf gebrochenen Estremalen. 

wobei die you Caeatheodoey eingefiihrte GroBe P. 0 definiert ist durch 

•^o = PqF x (x 0 , y 0 , p 0 , q 0 ) + q 0 F y (x 0 , y a , p 0 , <f 0 j 

- Po F Jxo,y<»Po,4o) - ?o F „^vyo,Po,%^ ^ 

Daraus folgt nach deni Satz iiber lmplizite Funktionen das Resultat: 
Wenn die Bedingung 

-^o=r r -» (12) 

erfullt is t, so lassen sich die GleicJiungen (9) in der Unigeiung dev 
Stelle t 0 , a 0 , 6 0 eindeutig nnch t, 6 auflosen, und die Lo&ung 

t = t(a), 6=*6{a\ (13) 

ist in der Umgebung von a = a 0 von der Klasse O' und erfidU die 
Anfangsbedi n giing 

K a o) = to, 0(a i} ) = 6 0 (14) 

Hiermit ist die Aufgabe, die wir uns zunacbst gestellt batten, gelost. 
Wir setzen in der Folge die Bedingung (12) als erfullt voraus 
Nun war welter Bach Voraussetzung 

Fl(*o, Vo> cos ^o; sin ^o) > 0; 
daraus folgt, daB auch 

F t {cp (t{a), a), ip (t(a), a), cos 6 {a), am 6 (a)) > 0, 

weun uur a — a 0 hmreichend klein gewahlt wird. Alsdann konnen 
wir aber nach den Existenztheoremen yob § 27 ? a) durch den Punkt 
P m der Richtung 9 eine Extremale @ a konstruieren ? die wir mit 

x = y(t,a), y=*$(t,a) (15) 

bezeichnen. Den Parameter t konnen wir so wahlen, daB auch auf 
dem Wert t = t(a) der Punkt P entsprichh, so daB also 

y(t{a\ a) = q>(t{a), a), a) — d). (16) 

Wir erhalten so eine gebrochene Extremale @ a + mit der Ecke im 
Punkt B } auf welcher der Parameter t sich stetig andert. 

Lassen wir a yariieren, so erhalten wir eine Schar von ge- 
brochenen Extremalm , welche die spezielle Kurve P 1 P 0 P 2 fur a = a 0 
enthalt. 

Die Schar (15) wollen wir die zur Schar (8) y.lomplementdre 
Extremalenschar “ nennen. 
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Achtes Eapitel. Diskontinuierliche Loaungen. 


b) Die Eckenkurve: 

Lassen wir a yariieren, so beschreibt die Eeke P eine Kurye 
S, welehe wir die JEckenkurve *) nennen wollen Definiert man die 
Funktionen 2(a), y(a) durch die Gleichungen 

x(a) = (p{t (a), a), yia ) = a\ (17) 


wofiir man wegen (16) auch schreiben kann 

2(a) = yiha), a), yia) ===== ty(tia) } a), (18) 

so ist die Eckenkurve in ParameterdarsteRung gegeben durch die 
Gleichungen 

(£; x = £c(a), y = yfa), 


wobei em gegebener Wert a = a' die Eeke fur die gebrochene Extre- 
male liefert. 

Aus den Definitionsgleiehungen (17) fur die Funktionen x(a),y(a) 
kann man dann nach den Regeln fur die Differentiation lmpliziter 
Funktionen, angewandt auf die Funktion t(a), die Ableitungen x'(a), 
y'(a) und daraus das Gefalle tg 0 der Tangente an die Eckenkurve 
im Punkt P berechnen Insbesondere erhalt man fur das Gefalle d Q der 
Kmrve d im Punkt P 0 das folgende Resultat 2 ): 

Es sei Q{t- = r) der dem Punkt P 0 zunachst yorangehende Brenn- 
punkt der Schar (8) auf der Extremalen © 0 ; em solcher existiert stets ; 
wenn der in § 48, b) defimerte Punkt P 0 ' existiert, wie wir fur die 
folgende Diskussion yoraussetzen wollen, und zwar liegt Q nach dem 
Sturm’schen Satz zwischen PJ und P 0 . Weiter bezeichne ®(t, r) die 
in § 29, a) definierte Funktion yon WeierstraB, d. h, dasjenige Inte- 
gral der Jacobi’sehen Differentialgleichung fur die Extremale © 0 , 
welches fur t == % verschwindet. Alsdann ist 


. T <* ®(t<n r ) + P 

Wo- 

wobei 

« = A A + A? w i 3 = (A 2 + A 2 )?oA(A a ' m( A - e o)> 

7 = ~ (A A + A?o)> — « 2 + Vo 2 )Po F : (*a) aia A ~ d o)> 

A = A A? A = -A> -A>> A ~ A A>* 


(19) 

( 20 ) 
( 21 ) 


Die Grofien P 0 , Jf 0 , JVq, resp. P 0 , ilf 0 , N Q sind durch die Glei- 
chungen (85) von § 28 definiert, und zwar sind die ersteren fur den 


J ) „Knickpmiktskurve a nach Caratheodora loc. cit. 

*) Fur die Einzelheiten der Eechnung vgl Bolza, loc. cit. p. 215. 
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Punkt P 0 unci die Extremale G 0 zu hereehnen, die letzteren fiir den 
Punkt P 0 und die Extremale S 0 . 

Da die GroBen a, y, d von der Wahl der Sehar (8), und ins- 
besonclere von % unabhangig smd ? so folgt: 

Das Gefalle der Eckenkurve S im Punkt P 0 ist dasselbe fiir alls 
Extremalenscharen (8), ivelche denselben BrennpimJd Q besitzen , wobei 
die Extremalenschar durch den Punkt Q unter den letzteren mit in- 
begriffen ist 1 ). 

Wir untersuchen jetzt ; wie sich das Gefalle tg 0 Q verandert, wenn 
der Punkt Q die Extremale © 0 durchlaufh 

Dazu hat man die Ableitung von tg 0 o nach % zu berechnen. Die 
Rechnung, bei welcher man zu beachten hat, daB die durch (11) defi- 
nierfce GroBe Q q sich auf Grund von Gleichung (87) von § 28 auch 
schreiben laBt 


AqPqPq -f- P 0 (Po^o "h "P G 0 q 0 q 0f 

ergibt das Resultat 

d_ » f, = _ — fc 2 si n (0 O — fl 0 ) & 0 

d* ° 0 F l (r)(y©it Q ,r) + d® t (t 0 ,T;)'f 7 


(11a) 


( 22 ) 


wobei k eme von Null verschiedene GroBe ist. 

Wir maehen fiir die weitere Diskussion die Annahme, daB 


S 0 — 0 O =j= 0 (mod a?). (23) 

Nunmehr lassen wir den Punkt Q die Extremale (S 0 vom Punkt 2 ) 
P 0 A bis zum Punkt P 0 durehlaufen, d. h. wir lassen % von t 0 ' bis t 0 
wachsen. Dabei behalt nach (22) die Ableitung von tg0 o ein kon- 
stantes Vorzeichen, da P 1 (t) > 0 und die GroBe £i 0f welche von r 
unabhangig ist, nach (12) von Null versehieden vorausgesetzt wird. 

Fiir r = £ 0 ' und t = t 0 verschwmdet @(tf 0 ,r) 7 und es wird: 




= i?=t g 0 o . 


Hieraus ergibt sich das Resultat: 

Wdhrend der Punkt Q die Extremale @ 0 vom Punld P' bis mm 
Punkt P 0 durchlduft , dreht sich die Gerade z ) O 0 um den Punkt P 0 von 
deft' Anfangslage 6 0 bestdndig in demselben Sinn um den Winkel % bis 
mr Endlage 0 O . 


*) Q erscheint dabei als entartete Enveloppe, vgl. § 47, a) p. 361 
*) Siehe § 48, b), Eingang. 

3 ) D. h. die G-erade duxch P 0 vom Gefalle tgd 0 , so dab also die Gerade 6 0 
(nicht zu verw.ecbseln mit der Richtung 0 O ) mit der Geraden 6 0 it identisch ist. 
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AcMes'Kapitel. Biskontinuierliclie Losnngen. 


Dabei passiert sie genau einmal durcb die Lage B 0 Den Wert 
ron fur welcben dies eintritt, bezeiebnen wir init e Q , den ent- 
sprecbenden Punkt you @ 0 nut E 0 Dabei ist es fur die weiteren 
Entwicklungen wichtig ; zu unterscbeiden, ob die Grerade 6 0 in den 
Winkel 1 ) zwischen den beiden Zweigen P 1 P 05 P 0 P 2 unserer diskonti- 
nuierliclien ^Losung emtritt oder nicbt. Man erbalt vier Falle ; die 
durcb die beifolgenden Figuren geniigend charakterisiert sind ; wobei 
zunacbst nnr der Bogen P 0 'P 0 in Betraeht kommt: 

FaH I: £l 0 > 0 ; 

a) sin (6 0 — 8 0 )> 0 b) sin (0 O — 0 Q ) < 0 



K *° 



x ) Darunter soil derjemge dex beiden von den Ealbstrablen 0 O und 0 O + % 
gebildeten Winkel Yerstanden werden, weleber kleiner ist als n Wu werden 
diesen Winkel m der Folge kurz den „EckenwirikeV ( nennen 
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Wahrend sick der Punkt Q von P' nack E 0 bewegt, drekt sick 
die Gerade 6 0 aus der Lage 6 0 in die Lage 6 0) und zwar durck den 
Eekenwinkel, wenn Si 0 > U, auBerkalb desselben, wenn <2 0 < u. Be- 
wegt sick dann Q weiter von E 0 nack P 0 , so drekt sick die Gerade d 0 
welter aus der Lage 0 O m die Lage 6 0 und zwar auBerhalb des frag- 
licken Wmkelraumes, wenn £l 0 > 0, innerhalb, wenn S2 0 < 0 Liegt Q 
auf dem starker ausgezogenen der beiden Bogen P'E 0 .E 0 P 0; so tritt 
die zugekorige Gerade 6 0 m den Eekenwinkel ein. 

Aus der vorangegangenen Diskussion folgt zugleick die Um- 
kehruny : Zu jeder durck den Punkt P 0 gekenden Geraden d 0 . welcke 
in P 0 weder den Bogen P^, nock den Bogen P 0 P 2 beriikrt, gekort 
ein und nur ein Punkt Q zwiscken PJ und P 0 derart, daB die Ecken- 
kurve fur jede Extremalen sckar (8 1, welcke lkren Brennpunkt im 
Punkt Q liat, die Gerade 6 0 im Punkt P 0 beriikrt 

Man erkalt den zu einer gegebenen Geraden d () gekorigen Wert 
von r, indem man die Gleiekung (19) nack r auflost SetziT man die 
Werte.von a, ft y, d era, so erkalt man die Gleiekung in der Form 

(A Joi>o + A(?o2o t 4oiV + C 0 q 0 ?/ 0 )®(t 0f r) 

~ + Ml) F So) sin (A ~ #<>) sin (0 O - 9 0 ) & t (t 0 , r) = 0; ^ 

dabei ist >- 

p o = cos0 o , q 0 = sin 0 O . 

Insbesondere erhalt man die Gleiekung fur den Parameter e 0 des 
Punktes E 0 , indem man in (24): 6 0 = 6 0 setzt 

c) Definition der konjngierten Pnnkte fiir gebrockene Extremalen: 

ifalls der zu P 0 auf @ 0 konjugierte Punkt P' existiert, wie wir fiir 
die weitere Diskussion annekmen wollen, so besitzt auek die zur Ex- 
tremalensckar (8) komplementare Sckar_ (15) emen Brennpunkt 
Q"(t = x '\ und zwar zwiscken P 0 und P'. Zwiscken x" und dem 
Gefalle tgd 0 bestekt dann eine Relation (24), die aus (24) dadurck 
kervorgekt, daB man die iiberstrickenen und unuberstriekenen Buck- 
staben vertausekt, da man ganz analoge Betracktungen wie unter b) 
auck fiir die Sckar (15) ansteRen kann. Daraus folgt aber, daB alle 
Sckaren gebrockener Extremalen, welcke den Brennpunkt Q gemein- 
sam kaben, auck den zweiten Brennpunkt Qf' gememsam kaben. 

Wir nennen diesen zweiten Brennpunkt Q" dm sum Punkt Q auf 
der gebrochenen Extremalen @ 0 + @ 0 konjugierten Punkt. Derselbe kann 
nack dem eben Gesagten auck definiert werden als der Brennpunkt 
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auf @ 0 tier 01 c r Extremdlenschar (lurch den Funld Q Icomplementdren 
Ecctremalenschar. 

Durch Elimination yon tg# 0 ans den beiden Gfleich ungen (24) 
mad (24) erbalt man die folgende Relation 1 ) zwischen den Para- 
metern t 7 z" der konjugierten Punkte Q, Q": 


(A 0 c 0 - ) &(t 0 , T )©(#„, %") 

— ix? + ih-)FMApl + So + c&) — » 


8 1, 


+ (z'o* + >OF 1 tt 0 )(A 0 pl + 2B 0 p 0 q 0 4- C„ 


+ y?)^+rC)FlU)m,) sin \9.-0 % p$*£ d - & ^f ° = 0. 


0 ,-)- 

(for 

o\ 


") 


f ®(t 0 ,T") 


9t„ 


(25) 


In Fig. 75 bis 78 1 st die Abhangigkeit zwiscben den Punkten 
Q r Q " angedeutet. So bewegt sich z B. im Fall I, a) der Punkt Q" 
von E 0 nach P', wahrend cler Pnnkt Q von P' nacb E 0 geht. Be- 
wegt sicb der Pnnkt Q weiter von E 0 nacb ?0, so bewegt sjcb der 
Punkt Q" von P 0 nach P 0 . 

Dabei bat der Pnnkt E 0 (t = e 0 ) die analoge Bedeutung fiir die Ex- 
tremale @ 0 , wie der Punkt E 0 fur die Extremale @ 0 , d. h m der Re- 
lation (24) entspricbt dem Wert z" = e 0 der Wert 0 Q = 0 0 . 

Die beiden Punkte E Qi j£ 0 , deren Bedeutung fur die Frage des 
Minimums aus dem folgenden Absatz erbellen wird, sind von 
Caratheodouy eingefubrt worden 


d) Das Analogon der Jacobi’schen Bedingung fiir diskontinuier- 
liche Lostmgen: 

Wir werden jetzt unter Festbaltung der Voraussetzungen (12) 
und (23) zeigen, daJJ fur em Minimum des Integrals J aufier dm 
bereits aufgezdlilten Bedmgungen weiierhin notwendig ist , da/3 2 ) 

E 0 ^P lf P 2 <P'', (26) 

wenn P" den zu F t auf der gebrocbenen Extremalen ® 0 + ®o kon- 
jugierten Punkt bezeichnet. 


*) Ygl. Bolza, loc. cit. p 221 und Dresden, loc cit p. 483 
*) Der Satz in dieser einfachen Form ruhrt von Dresden her, der denaelben 
mittels der Differentiationsmethode beweist (Transactions of the American 
Mathematical Society Bd. IX (1908), Tiber die Beziehung zu den ur- 
sprunglichen Resultaten von Caratheodory vgl, p 372. Wegen der Bezeichnung 
vgl § 25, a) 
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Zum Beweis werden wir uns des Enveloppensatzes, ausgedehnt 
auf gebrochene Extremalen, bedienen. 

Es mogen die Gleichungen (8) die Extremalenschar durcb den 
Punkt P 1 darstellen, (15) die dazu komplementare Sehar. Wir greifen 
lrgend eine der gebrochenen 
Extremalen der Schar herans: 

® a + nehmen auf ihr 

einen Punkt P s (£) an Den 
W ert des Integrals J" ; genommen 
entlang dieser gebrochenen Ex- 
tremalen vom Punkt P 1 bis 
zum Punkt P 3 , bezeichnen wir 
mit u (tj a ). Liegt der Punkt P 3 
vor der Eeke P 5 , also auf der 
Extremalen so gelten fur 
die Funktion a (t, a) und ihre Ableitungen genau die frtiheren Formeln 
yon § 31, e) und § 44, a). Liegt dagegen der Punkt P 3 jenseits der 
Ecke, also auf der Extremalen so ist 

** X 

u(t, a ) = J u + J 5 , =J &(t, a)dt + j f(t, a)dtj (27) 

t l h 

dabei ist zur Abkiirzung gesetzt 

^(t, a) = a), ip(t, a), cp t (t, a), ip t (t, a)), 

W(i, a) = F(y(t, a), 7p(t, a), ip t (t, a), 7p t (t, a)), 

und t 1 und t b smd die Werte von t, welche auf der Extremalen 
die Punkte P v resp. P n liefern. Hieraus folgt zunachst: 

l" = m <*), ( 28 ) 



und weiterhin, wenn man beachtet, dafi die auf den Punkt P x beztig- 
lichen Glieder ebenso wie in § 31, b) — wo dem Punkt P t der Punkt 
P 0 entspricht — wegfaUen, 




was sich wegen der Homogeneitatsrelation (10) von § 25 auch 
schreiben lafit 


da 


+ VtTn) + 


Nun ist aber = t(a ), wo i{a ) die in § 49, a) ebenso bezeichnete 
Funktion bedeutet, fur welche die Gleichungen (16) und (17) gelten. 
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Daber kommt 

~fa = ®) *'(®) + «)y («) 

<Janz ebenso erbalt man, wenn man (18) statt (17) benutzt 

d fa — 3>ft <*)9>«ft «) + 3>ft »)*>« ft o) 

- %&> a)y<n) - %’(ts, a)y(a), 

also scblieBlieh 

- ‘fjA <09>«ft <*) + ^ft «}^ B ft ») (28a) 

+ *'(«)[3vft» a) “ «)] + ^(a)[3>ft, «) - 3>ft> «)1 

Die Ausdriieke (28j und (28 a) fur die partiellen Ableitungen von 
u(t } a) untersebeiden sich also you den friiher fiir den Fall eines Feldes 
von kontmnierlichen Extremalen gegebenen Gleicbungen (144) und 
(146) you § 81 nur durch das in dem Ausdruck fiir u a in der zweiten 
Zeile stebende Zusatzglied Dieses Zusatzglied ist nun aber auf Grund 
der Weierstrafischen Eckenbedingung (2) gleieh Null 1 ) Denn dar- 
nacb gelten irn Punkt P 5 die Gleicbungen 

7 a ) ~ ^r' (^5 ? a )? a ) ” (^5 ? #) 5 

•somit erbalten wir fur die Ableitungen u t , u a genau dieselben Aus- 
driicke wie friiber. 

Es sei jetzt $ die Enveloppe der komplementaren Schar (15) 
(Fig. 79); sie berubrt, wiejwir wissen, die Extremale © 0 im Punkt P"; 
dier Berubrungspunkt von @ a mit % sei P 4 . Dann folgert man genau 
wie in § 44, e) den Enveloppensatz : 

*.(*1 A) + SzJAPd + -h(P^) = JMPo) + Js.(P, PDi 

und bieraus folgt weiter wie in § 47, daB im Fall , eines Mimmums 
der Punkt P 2 nicbt jenseits des konjugierten Punktes liegen darf: 

P 2 < P" (29) 

Uberdies mu/5 abe> 

P 0 < Pi ( 30 ) 

sein, 2 ) Dm dies zu beweisen, nebmen wir an, es sei: P t -<P 0 . Dann 
konnen wir nacb den Resultaten von § 49, c) stets auf dem Bogen 

*) Ygl. Cakatheodory, Dissertation , p 21. 

0 Es nm.13 sogar* i£ 0 -<^P 1 sein, "wie sick aus der Biffexentiationsmethode 
•ergibt, ygl. Dresden, loc cit. 
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P 0 P 0 einen Punkt Q so nahe bei E 0 wablen, daB dessen konjugierter 
Punkt Q" tot P L > liegt. Daber ko mien wir nach dem ebeu be- 
wiesenen Satz von Q nacli P 2 eine zulas^ige Knrve £ zieben, welche 
einen kleineren Wert far das Integral J liefert als die gebrocbene 
Extremal e QP 0 tv omit zugleicb gezeigt ist, daB aucb die gebrocbene 
Extremale P 1 P Q P 2 selbst kein Minimum liefern kann. 

Aus ( 30) folgt nach § 49, c), daB: P" Somit muB a fortiori 


sem 


P» 


(31) 


Wir erlialten also zunacbst fiir jeden der beiden Pnnkte P t und 
P 2 fiir sick genommen erne Bedingung, namlicb (30) and (31); auBer- 
dem muB dann zwiselien beiden die der Jacobi’scben Bedingung ent- 
sprecbende Bedingung (29) erfullt sein 1 j 


§ 50 . Hinreicliende Bedingungen fiir diskontinnierliclie Iiosimgen. 

Die Aufstellung von binreiebenden Bedmgungen berubt auf der 
Konstruktion eines Feldes von gebrocbenen Extremalen und auf der 
Ausclebnung de^ WeierstraB ’schen Fundamentalsatzes auf ein 
solcbes Feld 

Wir balten dabei an der bereits in § 49 gemacbten Annabme 
fest, daB fiir nnsere gebrocbene Extremale P i P 0 P 2 die Bedingungen 

0 ( 12 ) 

nnd 

sin ( e 0 - 6* 0 ) + 0 (23) 

erfullt sind 

a) Konstruktion eines Feldes von gebrocbenen Extremalen: 2 ) 
Wir betracbten eine beliebige Scbar von gebrocbenen Extremalen, 
die sich zusammensetzt aus der Scbar (8) und der dazu komplemen- 
taren Schar (15), und bezeicbnen wieder mit Q(t = v) und = 
ibre beiden Brennpunkte auf £ 0; resp. @ 0 . Wir nebmen an, es sei 

P 0 '<£<P 0 , P 0 < Q" < P'o, 

und 3 ) der Punkt P ± liege zwiscben Q und P 0? der Punkt P 2 zwiscben 
P 0 und Q rr . Dann gelten nacb der Definition der Punkte Q, Q" fur 
die Funktionaldeterminanten der beiden Scbaren die TJngleicbungen: 

b Hierzu die Vbungsaufgaben Nr. SO, 31 am Ende von Kap. IX. 

2) Naeb Caratheodory, Dissertation, § 6 und Matbematische Annalen 7 
JBd LXII (1906) p 474. 

3 ) Vgl p 383 

Bolza, V anationareclimmg 


25 
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t 


&(t, a 0 ) + 0, fur < t < t 0 , 

A (t, a 0 ) 4= 0, fur U 

Wir konstruieren jetat ia eiaer t, a-Ebene das Kechteck 

*1— h <!*<A + }l 2> ' a - a o\ <t 1: ! 

wobei h t ,h 2 ,k positive GroBen sind. 


(32) 

(33) 



Dasselbe wird durch 
die Kurve 

t = t(a) (34 ) 

— wobei t(a) dieselbe 
Bedeutung bat wie in 
§ 49, a) — in zwei Teile 


___ Flg 80 zerlegt, die wir mit GL 

und GL bezeichnen; im ersten ist t < t(a ), ini zweiten t 5? t(a). 

Das Bild des Bereiches €L in der x,y- Ebene mittels der Trans- 


formation (8) bezeichnen wir mit dasjenige des Bereiches GL mittels 
der Transformation (15) mit qP Die Bereiche of und of haben das 
Bild der Kurve (34), d. h. die Eckenkurve K gemeinsam Wir 
maehen noeh die Annahme, daB die Kurve P ± P 0 P 2 keine vielfaehen 
Punkte besitzt. Dann folgt nach § 31, a) aus (32), daB sich die 
positiven GroBen h t , k 2 , k so Hein wahlen lassen, daB die Trans- 
formation (8) eine ein-eindentige Beziehung zwischen GL und und 

gleicbzeitig die Transformation 
(15) eine ein-eindeutige Bezie- 
hung zwischen GL und of de- 
finieren, nnd daB iiberdies 

A (£, a) =j= 0 in GL, 

A (t, d) =f= 0 in GL. 

Dabei ist es immer noch moglich^ 

daB die beiden Bereiche of und oP 
sich teilweise iiberdeeken, und dies tritt in der Tat auch stets ein, 
wenn die Tangente an die Eckenkurve £ in P 0 auBerhalb des Ecken- 
wmkels a ) liegt, (siehe Fig. 81). Wir setzen daher m der Polge voraus,. 
daB die Gerade 0 O durch den Eckenwinkel geht. Enter dieser Voraus- 
setzung mt sich zeigen, daB die beiden Bereiche of und oT aufier der 
Kurve 6 kemen Punkt gemeinsam haben, wofern nur die GroBen 
h i, Jc hinreichend klein genommen werden. 



*) Vgl p 876, FuBnote *) 
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Znm Beweise nehme man an, es gabe, wie klein auch Jc gewahlt 
werden mdge, mindestens einen nicht anf © liegenden Punkt, der 
gleichzeitig zu oP nnd qT gehort. AJsdann laBt sich ganz ahnlich wi© 
in § 22, b) und d) zeigen, daB es dann in jeder Nahe des Punktes 
P 0 Punkte geben muBte, die, ohne anf © zu liegen, gleichzeitig zu qP 
nnd of gehoren. Letzteres ist aber nicht moglich, da bei der voraus- 
gesetzten Lage der Greraden 0 0 alle Punkte yon of in der Nahe von 
P 0 auf derselben Seite 1 ) von ©, alle Punkte von J in der Nahe von 
P 0 auf der entgegengesetzten 
Seite von S liegen mussen. 

Man erhalt also das Resul- 
tat, daB man die GrroBen h v \, h 
so klein wahlen kann, daB die 
dnrch die Grleichungen (8) und 
(15) defimerte Bezielmng zwischm 
dem JEtechteck (33) und dessen 
JBild of + of eine ein-emdeutige ist. 

Den Bereich of + of nennen wir 
dann ein Feld von gebrochenen 
Fxtremalen um die spezielle ge- 
brochene Extremale P 1 P 0 P 2 . 

Durch jeden Punkt des Feldes geht dann also eine und nur eine (kon- 
tinuierliche oder gebrochene) Extremale unserer Schar, fur welche die 
Bedingungen (33) erfiillt sind. — 

In dem vorangegangenen Beweis sind wir von einer gegebenen 
Sehar von gebrochenen Extremalen ausgegangen nnd haben dann an** 
genommen, daB die beiden Punkte zwischen den Punkt en Q 

nnd Q" liegen. Wir wollen jetzt umgekehrt von den beiden Punkten 
P t xmd P 2 als gegeben ausgehen und uns fragen, unter welchen Be- 
dingungen wir die Xurve P 1 P 0 P 2 mit einem Feld von der angegebenen 
Art umgeben konnen. 2 ) Es handelt sich also darum, ob wir den 

Punkt Q so wahlen konnen, daB P' Q Q P 1? P 2 -<< Q ", und daB 

gleichzeitig die Gferade 0 Q in den Eckenwinkel eintritt. So bald dies 

der Fall ist, so brauchen wir nur eine Extremalenschar (8) mit dem 

Brennpunkt Q zu konstruieren (z. B. die Schar von Extremalen durch 
Q ); diese Schar zusammen mit ihrer komplementaren liefert dann naeh 
dem vorigen ein Feld von gebrochenen Extremalen um die Kurve P t P 0 P g . 

*) Um einen aiithmetisch strengen Beweis zn erhalten, waren bier noch 
mancherlei Emzelheiten zu beweisen, anf die wir jedoch nicht eingehen. 

2 ) Immer unter Festhaltung der Yoraussetzungen (If) und (ITT) von §48,b)* 

25 * 
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Es sind folgende Falle zu unterscheiden, wobei P" den dem 
Punk!; P 1 auf ® 0 konjugierten Punkt bezeichnet. (Man vergleiche 
Fig. 75 bis 78): 

Fall I; Si 0 > 0, 

A) P' < P, < P 0 , also E 0 P" -< P 0 ' 

Alsdann ist fur die Moglicbkeit der Konstruktion ernes Feldes der 
gegebenen Art offenbar notwendig, daB 

p 0 <p,<p;; 

da ja aus Q -< P 3 folgt: ()" -< P('. Diese Bedmgnng ist aber aucb 
iunreichend; denn wir konnen dann Q so nahe bei P 1 waklen, daB 

P2 < Q "' B) E 0 <P 1 CP 0 . 

Dann lautet die Bedmgung fur P 2 

P 0 < P 2 < P' 

Dean wir konnen dann den Punkt $ zwiscben P 0 ' und P 0 so nahe 
an P 0 wahlen, daB P 2 -< Q"-<^P' 0 * 

Pa?/ 17; < 0 

A) P'^P^F,. 

Hier ist es nicht moglich, ein Feld der gewiinschten Art zu kon- 
struieren; derm fur jede Lage von Q zwiscben P' und P 1 liegt die 
0-erade 6 0 auBerhalb des Eckenwinkels 

B) E 0 < 1\ < P 0 , also P o ^P"<J0 o . 

Hier lautet die Bedingung fur P 2 : 

p 0 < p 2 < K- 

b) Der Weierstrafl’scle Fundamentalsatz fiir ein Feld von ge- 
brodienen Extremalen: 1 ) 

Wrr nehmen jetzt an, unsere Kurve P 1 P 0 P 2 lasse sicb mit einem 
Feld von gebrocbenen Extremalen oT -f- oT umgeben, wobei wir der 
Emfachheit balber voraussetzen wollen, daB die Scbar (8) aus den 
durch den Punkt Q gehenden Extremalen gebildet ist. Wir defimeren 
dann das zugehorige Feld-Integral genau wie in § 31, b): Ist P 3 (sc, y) 
irgend ein Punkt des Feldes, so gebt durch ihn erne und nur eine Feld- 
extremale, gebrocben oder mcbt, je naebdem P 3 in <# oder in oP liegt. 


*) Im wesentlichen nacli Cajiatheodoey, loc cit. 
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Das Integral J, genommen entlang dieser Extremalen vom Punkt 
Q — den wir in der folgenden Untersuchung mit P 4 bezeichnen — 
bis zum Pankt P 6J ist dann das Feldintegral, das wir wieder mit 
W(£,y) oder u(t y a) bezeielmen, je nachdem wir x,y oder t 7 a als die 
unabhangigen Yariabeln betrachten, wobei f, a das Bild des Punktes 
P 3 in der fl-Ebene bedeutet. 

Dann folgt aus den in § 49, c) iibei die Funktion u(t,d) erhal- 
tenen Resultaten unmittelbar , daB die Ham dton’scheu For mein {14:8 ) 
urn § 31 anch hn Fall ernes Feldes von gebrochenen Extremalen bestehen 
bleiben 

Daraus folgt aber weifcer: Audi der Weierstra ft'sche Fundamental- 
satz behdlt seine Gidtigkeit fiir ein Feld von gebrochenen Extremalen, 
da derselbe eme unmittelbare Folge der Hainilton’scben Formeln ist 
(§32, a)). 

Bei der Anwendung des Satzes tntt aber eine Schwierigkeit auf, 
die bei emem Feld yon kontmuierlichen Extremalen kem Analogon 
hat: Wie wir m §48, cj gesehen haben, rerschwmdet die g-Funktion 
im Punkt P 0 auBerordentlich, wenn namlich fiir jp, q und p,q die 
Richtungskosinus der beiden zur Ecke P 0 gehorigen Fortsekreitungs- 
richtungen 0 O , emgesetzt werden. Die WeierstraB’sclie Bedmgung 
kann also gar nicht fiir den ganzen Bogen P^qP^ in der starkeren 
Form (IV') yon § 32, b) erfiillt sein, da dies sicker im Punkt P 0 nicht 
der Fall ist. Ebenso verschwindet die S-Funktion in jedem Punkt 
der Eckenkurve auBerordentlich. Ans diesem Grrunde laBt sich auch 
das Endresultat, soweit es sich auf die Weierstrafi'sche Bedingung 
bezieht, nicht so einfach ausspreehen, wie im Fall einer kontmuierlichen 
Losung. 

Wir fassen zusammen: 

Es sei P 4 P 0 P 2 eine gebrochene Fxtremale , so dafi also im Punkt 
P 0 die Weierstrafi’sche Eckenbedingimg (2) erfidlt ist Ferner sei 
entlang P t P^P % die Legendre’sdie Bedingung in der starkeren Form 

F t > 0, reap. F x > 0 (IP) 

erfidlt , und es sei im Punld P 0 : 

w* C^) 

sin (0 O — 8 0 ) 4= 0 (^3) 

JEndlich tverde uber die Lage der beiden Endpunkte P 17 P 2 auf den 
Extremalen @ 0 und @ 0 vorausgesetzt , dafi 

P 0 <P 1 <P 0; P 0 < A < Pi 


(35) 
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sei. Daraus folgt dann } dap die Kurve P 1 P 0 JP 2 sich mit elnem Feld 
von gebrochenen Extremalen umgeben lafit. 

Wenn alsdann die Weierstrafische Bedingung entlang alien Ex- 
tremalen des Feldes in der starkeren Form (TV 9 ) erfullt ist ( mit Aus- 
nafime der Punkte der Eckenkurve), so liefert die gebrochene Extremale 
P t P 0 P 2 fur das Integral J ein starkes, eigentliches 1 ) Minimum. 

c) Beziehimgen zwischen der Grofie und der 8-Funktion 2 ): 
Nach den Resultaten yon § 50, a) scheint es 7 als ob im Pall 
> 0 auch dann noch ein Minimum eintreten miiBte, wenn die 
Punkte P t und P 2 statt den Ungleichungen (35) den weniger starken 
Einschrankungen 

P' < P t < E 0 , P 0 < P 2 < P" 

oder _ 

E 0 Pi P 0 , P 0 -< P 2 P 0 

unterworfen werden. 

Dies stelit aber in direktem Widerspruch mit den friiher als not- 
wendig naebgewiesenen Bedingungen (29) und (30). Der Widerspruch. 
lost sich dadureh, daB die Yoraussetzung & 0 > 0 mit der WeierstraB- 
schen Bedingung (IV) unverembar ist ; wie sich aus der folgenden 
Beziehung zwischen der GfroBe £l 0 und der 8-Funktion ergibt: 

Der Einfachheit halber sei die Extremale @ 0 durch die Bogen- 
lange s als Parameter dargestellt 

g 0 : x = x(s), y — y(s). 

Fuhrt man jetzt in die §-Funktion fur die beiden ersten Argumenten- 
paare: x($), y($), x'(s), y'(s) em und setzt zur Abkiirzung 

%(x{s), y(s ); x'(s), y'(s ); cos d, sin 6) ===== 8(s, 6), 

so folgt durch Differentiation nach s, bei Benutzung der Definitions- 
gleichung (120) von § 30 fur die 8-Funktion und der Differential- 
gleichungen der Extremalen @ 0 in der Form (20) von § 26: 

h - X '( S )F X + y’{s)F, r — eos OF. - sin 6F y> 

wobei die Arguments von F x ,F y sind: x(s), y(s ), x'(s),y'(s), diejenigen 
von F x ,F y : x (s), y(s), cos 8, sin 6 

Ptir den Puhkt P 0 folgt hieraus die wichtige von Deesden her- 
ruhrende Relation zwischen der Grofie H Q und der 8-Funktion: 

&t-§i S(^(s), y(s)] x\s), y'(sy, cos d 0 , sin0 o ) s_, °. (36) 

*) Vgl. Caratheodoby, Mathematische Annalen, Bd LXII (1906), p 480 
2 j Nach Dresden, loc. cit p 485 
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Nun ist nach (3): 8(s o ,0 o ) = 0; ist daher h eine Heine positive 
OroBe, so ist 

S(S 0 — It, 9 0 ) = — a o h + h(h ) ; 

also schlieBen wir: Wenn aaf dem Bogen P 1 P 0 die Weierstrafi : sche 
Bedingung (IV) fifir ein Minimum erfultt ist, so mu/3 

sein 

Zugleich ergibi sich aus der G-leichung (36) ein einfacher Beweis 1 ) 
des folgenden Satzes von Caratheodory: 

Sort eine kontinuierliche Extremale © 0 in einem Punkt P 0 auf 
stark m sein, so gilt es eine durch den Punkt P 0 gehende Eicktung 0 O , 
ivelche msammen mit der Tangentenrichtung 0 O der Extremalen @ 0 der 
Weierstra/i 'schen Eckenbedingung genii gt. 

Denn unsere Voraussetzung sagt aus, daB 

8 1 (s Q -h,6)>0 

fur alle hinreichend kleinen positiven Werte von h und fur beliebige 
Werte von 0, daB diese Ungleichung aber nicht mehr fur alle Werte 
von 6 stattfindet fiir h = 0. Dabei ist die Funktion 8 X (s, 0) aus der 
Function 8 X von § 32, b) in derselben Weise abgeleitet wie 8(s,0) 
aus der 8-Funktion. Uberdies wird angenommen, daB auch noch im 
Punkt P 0 die Legendre’sche Bedingung in der starkeren Form Pi >0 
erftillt ist. 

Nach dem Vorzeichensatz fiir stetige Funktionen schlieBt man 
dann aus dem ersten Teil unserer Voraussetzung, daB 
sein muB fiir alle 0; aus dem zweiten Teil derselben folgt daher ; 
daB es mindestens erne wegen F t (s Q ) > 0 von 0 O verschiedene Richtung 0 O 
geben muB, fiir welcbe 8 x (s 0? 0 O ) = 0; also ist auch.: 8(s 0 , 0 O ) = 0. 
Daher ist 

8(s 0 — Ji, 0 O + k) = — £l 0 h + 8^(^ 0 , 0 o )i + ah + fik, 

wo a und (5 mit h und k unendlich klein werden. Ware nun: 
8§(5 0 , 0 O ) =j= 0, so konnte man h > 0 und k so wahlen, daB: 8(s Q — h, 
0 O + k) < 0 ausfallen wiirde, was gegen unsere Voraussetzung verstoBt. 
Somit muB: 8§{s 0 , 0 O ) = 0 sein, und damit ist nach (3) bewiesen ; daB 

die beiden Richtungen 0 O , 0 O in der Tat der WeierstraB'schen Ecken- 
bedingung geniigen. 


*) Nach Dresden, loc cit. p 486. 
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Weiter folgt lioch, daB, wexm 4= 0, die 8-Funktion beim Durch- 
gang durch den Punkt P 0 anf der Extremalen @ 0 stets lhr Zeichen 
wechselt. 

d) Der Ausnahmefall fl 0 = 0: 

* 

Wenn Sl 0 — 0, so konnen wir mckt mehr zu emei gegebenen Extremalen- 
scbar (8) in eindeutigei Weise eine koinplementare Schar konstruieren, und da- 
unt wird die Theorie dei konjugierten Pnnkte hmfallig Trotzdem lassen sick 
auck m diesem Fall hinreickende Bedmgungen anfstellen 

Dazn ketrackten wn allgemem (d k nnabkangig von einer bestimmten 
Voraussetzung uber Sl 0 ) die folgende Aufgabe, welcke bei Caratheodori (loc. 
eit. § 6) den Ausgang der ganzen UntersucLung uber Sckaren gebiockener Ex- 
tremalen bildet- 

Fur emeu %n der Nahe von P 0 gegebenen Punlt P (x, y ) zirei FUchtimgen 
d, 0 zu bestmmen , -irelche der Weierstrafi 'schen Fclcenbedinyung (2a) gemigen 
Man zeigt leicht mittels des Satzes liber implizite Funktionen, daB die Auf- 
gabe nnter nnsern Yoiaussetzungen stets erne emdeutige Losnng besitzt, voiaus- 
gesetztj daB die Ungleickung (23) erfullt ist Die beiden Ricktungen seien 

0 = d(x, y), 6 = §(cc.y). 

Man kann dann naek § 27, a) erne gebioohene Extremale konstruieren , welche 
ini Punkt P lhre Ecke kat LaBt man jetzt den Punkt P eme gegebene, durcb 
den Punkt P 0 gekende Kurve Sbeschreiben, so erbalt man erne emparametnge Schar 
von gebrochenen Extremalen } irelche (he Kiove P x P 0 P 2 enthalt, und irelche die 
gegebene Kurve (£ zur EcJcenlurve hat Man zeigt dann -weiter, daB fur diese 
Sckar 

A (i 0 , «„) + 0, A(f 0 , <* o ) + 0, 

vorausgesetzt daB die Kurve (£ im Punkt P 0 keinen der beiden Bogen P 1 P Q? P Q P 2 
beriikrt Daraus folgt, daB die Sckar von gebrockenen Extremalen mit der ge- 
gebenen Eckenkurve S wenigstens fur die Umgebung des Punktes P 0 ein Feld 
bildet Fur dieses gilt dann wieder der "WeierstraB’scke Satz und die sick 
daran kniipfenden Folgeiungen. Man beackte, daB es bei dieser Ableitung nickt 
notig war, vorauszusetzen, daB «ft 0 =j= 0 

Man kann sick nun weiter nack Caratheodory (loc cit § 8) die Aufgabe 
stellen, eine Kurve zu konstruieren, welcke die Eigensckaft kat, daB in jedem 
ikrer Punkte die positive Tangentenrichtung mit der zu demselben Punkt ge- 
korigen Richtung 6 {x, y) ukereinstimmt Fuhrt man die Bogenl'ange als Para- 
meter ein, so ist eine solcke Kurve einfack durck die Differential gleickungen 

^ = cos (e (as, y)), (l £ = sin (0 (as, yi) (37) 

ckarakterisiert Aus den Existenztkeoremen uber Differentialgleiekungen folgt, 
daB man durck jeden Punkt m der Umgebung von P 0 eine und nur eine solcke 
»6-Kurve u konstruieren kann. Es gibt also eine einfack unendlicke Sckar solcker 
0-Kurven. 
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Ebenso gibt es erne Sehar von „ti-Kurven‘\ deren positive Tangenten- 
richtung in jedem ihrei Punkte mit der zu demselben Pnnkt gehurigen Richtung 
6 nb'ereinstimmt 

Hieran knnpft sick die Frage 1 ) L ntei icelchen Bedingungen ist eine 6 - Kurve 
zagleich eine Fxt? enictle J Man findet als notwendige und hinreichende Be- 
dingung, da 6 die Funktion 

SI (x, if) == cos 6 F x iv, //, cos 6 , sin 6) -f sin 6 F y x, y, co & 0, sm 6 < 

— cos 6F x (x, y, cose, 8m 0, — sm 6F v (x, y, cos 6, sm 6), 3 ^ 

m welcher 0, 0 durck die Funktionen d(x,yj, 0(.r, y\ zu ersetzen sind, entlang 
der betreffemlen 0-Kurve versckwindet 

Wenn erne Extremale mit emer 0-Kur\e zusammenfallt, so ist jeder ihrer 
Punkte Ecke emer moglioken diskontmuieilicken Losung, m direktem Gegensatz 
zu dem fur den Fall Sl 0 =j= 0 gefundenen Resultat (jj 49, a Von besonderem 
Interesse ist der Fall, wo Sl(x : y) identisck in a?, y versckwindet. Alsdann ist 
jede 0- Kurve einerseits, und iede 0-Kurve andererseits zugleick Extremale. 
Man erkalt also zwei bestimmte Extiemalensekaren die eme. mit der Schar 
der 0-Kur\ en identisck, enthalt den Bogen P 1 P 0 , die andere, mit dei Sckar der 
0-Kurven identisck, entkalt den Bogen P 0 P,. Aus beiden kann man auf unend- 
lick viele Arten Sckaien gebrochener Extremalen zusammen&etzen, indent man 
eine beliebige dmck P 0 gekende Kurve g als Eckenkurve waklt und duick jeden 
ihrer Punkte einerseits die 0-Kurve, andererseits die 0-Kurve ziekt 

Beis%nel XIX (Sieke p. 370) 

In dem speziellen Fall, wo a erne Konstante, ist die Funktion 

F= ^ A l±gl 

af/x'- + y~ K + x 

von x und y unabkangig. also ist kier Sl(x,y) ~0. Fur die Losung P 1 P 0 p„ 
von Fig 73 sind die beiden ausgezeickneten Extremalensekaren die beiden 
Sckaren paralleler Geraden von der Amplitude £ und — §. Brennpunkte sind 
kier nickt vorkanden. An der Inclikatrix (Fig. 72) Rest man ab, dafi die Be- 
dingungen (II 1 ) und (IV) entlang alien Extremalenseharen des Feldes erfullt sind, 
Man erhalt daker ein starkes, aber uneigentliches Minimum 2 ) 

§ 51 Diskontinuierliehe Variationsprobleme 

Wxr haben in den vorangegangenen Paragraphen diskontmuierliclie 
Losungen von kontinmerliehen Variationsproblemen betrachtet Die 
mathematische Physik liefert jedock auch Beispiele, bei welchen dis- 
kontinuierliche Losungen dadurch entstehen, daB das vorgelegte Variations - 
problem selbst dislontinuierlick ist, bei welchen also die Funktion 

*) VgL Caratheodory, loc. cit § 8. 

"0 Hierzu weiter die Ubungsaufgabe Nr 29 am Ende von Kap, TX 
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F(x, y, y) als Funktion ikrer vier Argumente in dem in Betraekt 
kommenden Bereieh Unstetigkeiten erleidet. 

Dies tritt z. B. ein bei dem Problem der Bxeckung des Lichtes. 
Die Fortpflanzung des Liektes in einem durchsicktigen Medium (oder 
einem System von solchen) von einem Punkt P x nach. einem Punkt 
P 2 erfolgt in der kiirzesten moglieken Zeit, d. h. also entlang der- 
jenigen Kurve, welche das Integral 1 ) 

h _ 

J = J n(x,y, i)Yx' s + y' s + s' 2 '' dt 
1 1 

%u einem Minimum mackt, wobei n(x 7 y y z) den absoluten Breckungs- 
exponenten des Mediums 1 m Punkt x 7 y 7 z bedeutet. 

Hat dabei der Licktstrahl durch breckende Flachen zu passieren, 
so erleidet die Funktion n(x 7 y 7 z) an diesen Blacken Unstetigkeiten, 
man bat es also m der Tat mit einem „diskontinuierlicken Variations- 
problem“ zu tun. Man kat dann das Integral J in eine Summe von 
Integralen zu zerlegen ; entspreckend den versckiedenen Medien, durcb 
welcke der Licbtstrakl zu geken kat. 1st die Funktion n von & un- 
abkangig, und liegen die beiden Punkte P x and P 2 in der y~Ebene, 
so liegt auck die Bahn des Liektes in der x, y- Ebene, und das Problem 
reduziert sick auf den einfachsten Typus 

Die Tkeorie solcber diskontmuierlichen Probleme ist von Bliss 
und Mason 2 ) entwiekelt worden ; woruber kier nock kurz bericktet 
werden soli. 

Das Problem wird folgendermafien formuliert: 

Unter alien Kurven , welche zwei auf entgegengesetzten Seiten einer 
gegebenen Knrve $ liegende Punkte P x und P % verbinden und die Kurve 
& nur ein einziges Mai kreuzen , diejenige zu bestimmen, welche die 
Summe der beiden Integrate 

J = f F(x,y,x'.y r )dt, 

J = J' F (%, y, x. y) dt 

m einem Minimum macht , wobei das erste Integral mm Punkt P 1 Us 
mr Kurve S, das zweite von ® bis zum Punkt P 2 zu nehmen ist. 

a ) Ygl. die IJbungsaufgabe Nr. 18 auf p 299 und die dort gegebenen 
Literaturnackweise. 

2 ) Transactions of tbe American Mathematical Society, Bd. VII 
<1906), p 325. Kurze Andeutungen uber diskontinuierlicke Probleme batte 
iibrigens schon vorher Hilbert in seinen Vorlesungen (1904/5) gegeben; insbesondere 
ruhrt die Eckenbedingung (89) von Hilbert ker 
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Man zeigt zunaehst in bekannter Wei.se, daB die gesuehte Kurve 
P x P 0 P 2 , wobei P 0 den Sdmittpnnkt mit der Karve & bedeutet, aus 
einem Extremalenbogen P x P 0 fur das Integral J 
und aus einem Extremalenbogen P 0 P 2 fur das 
Integral J bestehen rnuB, und dafi fur jeden der 
beiden Bogen die Bedingungen you Legendre, 

Jacobi und Weierstrass erfullt sein miissen. 

Wir setzen dieselben in der starkeren Form 
(II 7 ), (Hr), (IV’) voraus 

Weiter ergibt sicb dana zur Bestimmung 
der Lage des Punktes P 0 auf der Kurve £ 
eine Bedingung, die man am einfachsten daraus 
ableitet, daB die Funktion 1 ) 

als Funktion von a fur a = a 0 em Minimum besitzen muB, wenn die 
Kurve $ dargestellt ist durcb die Grleicbungen 

x = x (a). y = y(a) 

und dem Punkt P 0 der Wert a = a 0 entspricbt. Kacb den Formeln 
(18) von § 37 erhalt man hieraus die „Eckmbedingvmg il 

FA x o,y<>,Po, 2o)A + FA*o> y<>,Po > AAo = (39) 

dabei bedeutenp 0 , p 0 , g 0 *, j5 0? % der Reihe nacb die Richtungskosinus 
der positiven Tangente an die Kurven P X P 0 ;P 0 P 2 ;H im Punkt P 0 . 

Es wird dann weiter die Extremalensehar (fur das Integral J) 
durcb. den Punkt P x betracbtet Ist G eine dem Bogen P X P 0 benacb- 
barte Extremale dieser Scbar und P 3 ibr Scbnittpunkt mit so kann 
man stets von P 3 aus eine Extremale G (fur das Integral J ) kon- 
struieren, welcbe in P 3 mit G die Eckenbedingung (39) erfullt, voraus- 
gesetzt, daB der Extremalenbogen P 0 P 2 die Kurve $ im Punkt P 0 
nicbt beriihrt 

Man erhalt so ganz ahnlich wie in § 49 eine zur Extremalen- 
scbar durcb P x ,,komplementare Extremalensehar^, welcbe mit jener 
zusammen eine Scbar von „gebrocbenen Extremalen“ bildet. Fiir diese 
letztere Scbar gelten dann wieder die Formeln (144) und (146) von 
§31 fiir die partiellen Ableitungen der Funktion u(t,a), da die wegen 
der Unstetigkeit an der Kurve ® neu auftretenden Glieder sicb infolge 
der Eckenbedingung (39) wegbeben. Daraus folgt dann, daB einerseits 



*) vgl § a7, b). 
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der Enveloppensatz von § 44, c) mit seinen Fo]geruugen aucb liier 
bestehen bleibt und andererseits der Weierstrafi’sebe Fundamental- 
satz mit seiner Anwendung auf die Herleitung bmreichender Be- 
dingungen 


§ 52. Randbedingungen bei Problem en mit Gebietsemsebxankmigen. 

Bei imseren bisberigen Untersuebungen baben wir stets voraus- 
gesetzt, daB die gesuebte Kurve ganz lm Innern des Bereicbes SR, 
der ^-Ebeue liegen sollte, auf welchen die Yergleichskurven be- 
scbrankt waxen. 2 ) Es kanu aber auch Losungen unseres Variatxons- 
problems geben, weicbe Punkte mit der Begrenzung des Bereicbes 
SR, gemem baben Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, diese Losungen 
zu bestimmeiv, dabei wird sicb zugleicb eme neue Art von diskon- 
tmuierlicben Losungen ergeben. 

a) Die WeierstraB’scbe Randbedingung: 

Die bierzu notigen Uberlegungen gestalten sicb besonders einfacb 
fiir die Aufgabe, das Integral 

J —ff( x , y, y')dx (40) 


unter den m § 3 aufgefubrten Yoraussetzungen zu einem Minimum 
zu machen 

Dabei ist es bequern, you der Vorstellung einer punktweisen 
Variation emer Kurve Gebraueh zu machen, weicbe m der alteren 
Yariationsrecbnung eine wicbtige Rolle gespielt bat: 

Zwiscben zwei Kuryen 

e 0 : y = y(x) 

und 

©: y = y(oc) -f- m(x) 


konnen wir eme em-eindeutige Beziebung berstellen, indem wir je 
zwei Punkte mit derselben Abszisse x sicb entsprecben lassen; und 
wir konnen uns vorstellen, daB die zweite Kurve aus der ersten durcb 
eme stetige Deformation entstanden ist ; bei welcber jeder einzelne 
Punbt sicb nacb emem bestimmten Gesetz entlang seiner Ordinate 
bewegt, z. B mdem wir m 

y{pc) + a & (pc) 


den Parameter a von 0 bis 1 wacbsen lassen. 


b Hierzu die TIbungsaufgabe Nr. 32 am Ende von Kap. IX 

2 ) Ygl § 3, a) und § 25, b) ^ insbesondere die Bemerkungen auf pp 16, 17 
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Ein Punkt von S 0 , dessen Abszisse cc r ist, beiBt frei variierbar 
in Beziebung auf ein vorgelegtes Variationsproblem, wenn co(x r ) be- 
liebige bmreiebend Heine Werte annebmen darf: andernfalls beiBt er 
unfrei. 

Bei einer Knrve, welebe ganz irn Innern von SI liegt, sind Leim 
Problem mit festen Endpnnkten alle Punkte mit Ausnahme der End- 
punkte frei variierbar; nnd diese freie Variierbarkeit war bei den 
Schliissen von § 5 wesentbch. Anders verbalt es sieb bei emer Kurve, 
welebe Punkte mit der Begrenznng von SI gemein bat. Der Ein- 
tacbbeit balber wollen wir voraussetzen, daB die Begrenznng von SI, 
aueb „ Sell rani e u genannt, einen Bogen (f enthliit, weleber in der 
Form 

6: y = jf\x\ 


(oix) > 0 


darstellbar nnd von der Klasse C" ist Dieser Bogen & soil selbst 
mit zu SI geboren, nnd ebenso mogen alle Punkte, welebe liber 1 ) 
der Kune S nnd m emer gewissen Umgebnng von © liegen, zn SI 
geboren. Wenn damn die Knrve © 0 einen Punkt mit 6 gemein bat, 
so ist die Variation dieses Pnnktes mcht mehr frei, sondern der Be- 
dingung 

unterworfen. 

Nacb diesen \ orbemerkungen wollen wir jetzt ann e bm en, die 
Knrve ® 0 , welebe das Integral J zu einem Minimum maebt, setze sicb 
aus drei Stncken znsammen: aus 
zwei Bogen P X P 3 , P 4 P 2 , seiche, 
abgeseben von den Punkten P 3 nnd 
P 4 , ganz irn Innern von SI liegen, 
und aus dem Segment P 3 P 4 der 
Begrenznng © von SI 

Dann zeigt zunaebst die sebon 
in § 48, a) benntzte Methode der 
partiellen Variation, daB die beiden 
„freien“ Bogen P 4 P 3 nnd P 4 P 2 
Extremalen sein mnssen. /j 

So dann betraebten wir eine 
zulassige Variation von der speziellen Form 

y^y(x) + £7j(x) } 



Fig 84 


bei weleber die beiden Bogen P ± P B nnd P 4 P 2 ungeandert bleiben 
und nur das Stuck P 3 P 4 vaniert wird. Die Fnnktion vj(x) ist daber 


l ) Em Punkt y liegt „iiber u dem Bogen S, wenn y^>y(cc) 
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identiseb Null in [oc x x 3 ] und [x 4 x 2 ] y wakreud in [x s nacb der oben 
gemacbten Bemerkung: sr](x)^0 sein muB. Die Funktion 7](x) darf 
also in \oc z x^\ ikr Zeichen nicht wechseln; wahlen wir: rj(x) > 0 ? so 
darf somit die Konstante a nur positive Werte annehmen. Daher 
konnen wir jetzt aus der Ungleichung 1 ) 

A/s £ [J"(0) + (*)] ^ 0 

nicbt ruehr schliefien: J f (0) = 0, sondern nur: J\ 0) 0. 

Nach Ausfiihrung der partiellen Integration von § 5, a) erhalten 
wir daker ^ 

Jtf'-rJr)**'* 0 ’ < 41 > 

X 3 

wobei die Argumente von f y} f y , sind x,y(x), y\x). Diese Ungleicbung* 
muB erfullt sein fur alle Funktion en rj der Klasse G\ welcbe in x\ 
und verscbwinden nnd tiberdies der Bedingung 

V !> 0 

genugen. 

Die in § 5, b) zum Beweis des Fundamentallemmas der Variations- 
recbnung angewandte SckluBweise fubrt jetzt zu dem Satz: 

Wenn die Kurve , welche das Integral (40) m einem Minimum 
madity ein Segment P 3 P 4 mit der Begrenmng £ des JBereiches 91 gemein 
hat , dann mu/5 entlang diesem Segment die Bedingung erfiillt sein 

f y — j^f,/ > 0, wenn 91 iiber P 3 P i liegt, 

i ~ __ (42) 

fy ~~ dx fy' ^ ^ w enn 9^ unter P 3 P 4 liegt. 

Das erbaltene Resultat laBt sich nun unmittelbar auf den Fall 
iibertragen 2 ), wo das Integral 

J=j F(x, y,x’,y')dt (43) 

zu einem Minimum zu machen ist ? und wo sowohl die zulassigen 
Kurven als die Kurve £ in Parameterdarstellung gegeben sind. 

Denn ist P irgendem Punkt des Bogens P 3 P 4; so kann man 
stets durcb erne Drebung des Koordinatensy stems erreichen, daB im 
Punkt P: %' > 0, Dann laBt sick die Kurve £ in der Umgebung 
von P in der Form y ^y(p) darstellen, und man kommt auf das 


*) In der Bezeichnung von p 20; vgl. Gleickung (21) auf p. 21. 
s ) Vgl. die Bemerkungen am Ende von § 25, e). 
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friihere Problem zuriick. Es mu 6 daber im Punkt P die Ungleicbung 
f42) erfallt sein, aus welcher mit Hilfe der Gleicbungen (16) und 
(23) des funften Kapitels die Weierstrafi’sche Bnndbedingunq 1 ) fur 
ein Minimum fur dm Fall der Farameterdarstellung folgt: 

0 (^ 0 ), ( 44 ) 

wenn der Bereicb SI zur Linken (Rechten) des Bogens P 3 P 4 liegt: 
dabei bedeutet T den Ausdruck ('23 a) von §26, berechnet fur die 
Kurve S. 

Wenn entlang dem Bogen P 3 P 4 der Kurve © die Funktion F 1 
positiv ist, so gestattet das vorangegangene Resultat eine einfache 
geometrische Beutuny: Alsdann konnen wir namlieh naeh § 27, aj durch 
jeden Punkt P von P 3 P 4 eine und nur eine Extremale © konstruieren, 
welehe die Kurve S in P gleicbsinnig 2 ) beriikrt Fiihren wir dann 
in den Ausdruck fur T die Knimmung 1 jr von © im Punkt P ein 
und bezeichnen mit 1 jr die Kriimmung der Extremalen © im Punkt 
P, so konnen wir unter Benutzung von Gleicbung (23b) f von § 26 
die Bedingung (44) aueh scbreiben: 


mm w 

Fur den Fall, wo SI zur Linken des Bogens P 8 P 4 liegt, folgt 
hieraus: 


Wenn: r > 0, d. h. wenn der Yektor vom Punkt P nach dem 
Krummungsmittelpunkt M von © zur Linken 8 ) der positiven Tangente 


an © in P liegt, so muB aucb r positiv sein ; 
und der Krummungsmittelpunkt M der Ex- 
tremalen © muB zwischen P und M liegen 
(oder mit M zusammenfallen). (Fig. 85). 

Wenn dagegen: r < 0, d. h. wenn der 
Vektor PM recbts von der positiven Tangente 
liegt, so muB M entweder (Fig. 86) auf der 

*) Von Weierstrass direkt far den Fall der 
Parameterdarstellung abgeleitet, Vorlesungen 1879; 
vgl &eser, Lehrbuch p. 177 und Bolza, Lectures, 



Fig 85 


§ 29, a) Zum obigen Beweis beachte man nocb, daB nach Gleichung (B9) 
von § 45 die GroBe T bei einer Drehung des Koordinatensystems invariant 
bleibt. 


*) B h. so, daB die positiven Tangenten beider Kurven zusammenfallen 
Vgl. p 192. 



396 


Achtes Kapitel Diskontinxiierliche Losungen 




■entgegengesetzten Seite der Tangente liegen wie M (wenn namlich. 
r > 0), oder aber (Kg. 87) auf derselben Seite, aber jenseits M (oder 
mit M zusammenfallen) 

In alien Fallen 
muf 3 aho die Extre- 
male @ in der Umgebung 
■des Punkies P gam mi 
JBereich 91 liegen , em 
Resultat, das sich naeb 
den Esistenztheoremen 
von § 33 a prion ci- 
warten laBt. 

Im Fall des Maxi- 
m urns (statt Minim urns) sind die Zeichen ^ in ^ umzukebren 

bj Die WeierstraB’scbe Bedingung in den tibergangspunkten: 

Neben der Bedingung (44), die entlang dem Bogen P 3 P 4 erfiillt 
-sein muB, ergibt sicb ans der Betraehtnng der ersten Variation noch 
je eine Bedingung fur die Punkte P 3 und P 4; in welcben die gesucbte 
Kurve die Begrenzung E von 91 trifft, resp. verlafit 

Die Gfrenzkurve E sei durch die Gleicbnngen 

E: x=*x(aj, y^ij(a), A 3 ^a^A 4 

dargestelli und m ibrer ganzen Ausdebnung von der Klasse C". Die 
Punkte P 3 und P 4 mogen den Werten a = a d und a = entsprecben, 

Urn die Bedingungen in P 3 zu erbalten, beacbten wir, dafi die 
Funktion 

3 0*i, Vi> «(«), y(a)) + J F(x(a), y{a), x\a), y'(a )) da 


fur a = a s ein Minimum besitzen muB, was auf Grund der Formeln (18) 
von § 37 sofort zu der Weierstrafi’schen Bedingung 1 ) fubrt: 

Im Ubergangspmkt P 3 mufi die Bedingung 

§0*3, 2/3 ; Pa, ( h\ ft, a) - 0 (46) 

erfullt sein, wobei p 37 q z und jp 3 , die Ricbfcungskosinus der positiven 
Tangenten im Punkt P 3 an die Extremale P X P^, beziebungsweise an 
die Kurve £ bedeuten 


r ) Weieksteass, Vorlesungen , 1879 Ygl die Ubungsaufgabe Nr. 33 am Ende 
von Kap IX. 
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Wendet man dasselbe Verfahren auf den Pankt P 4 an, so.erhalfc 
man das Resultat, daB im Pimlct P 4 die analoge Bedingung - 

2/47 P47 # 4*7 Pi) Oi) ~ ^ ( 47 ) 

erfiillt seni muB, wobei p 4? q 4 und j) 4? die Richtungskosinus der 
positiven Tangenten im Pnnkt P 4 an die Extremale P 4 P 2; beziehungs- 
weise an die Kurve 6 bedeuten. 

In deni besonderen Fall, wo das Problem entlang der Grenz- 
kurve © regular^ 1 ) ist, folgt aus Gleicbung ( 425 ) von § 30 , daB die 
beiden Gdeicbungen ( 46 ) nnd ( 47 ) nur erfiillt sem kbnnen, wenn 

Ih = Ps: 0.6 = Ob] h = lh> L = # 4*7 

das heiBt aber: Bei emem entlang der Grenzkurve © regular en Problem 
miissen die beiden Extremalenbogen P 1 P d und P 4 P 2 die Grenzkurve © 
im Punkte P 3 , beziehungsiveise P 4 gleichsinnig berhhren . 2 ) 

Betspiel *) XX 

In der x , t/-Ebene sei eine emfacbe, gescbiossene Kurve (£ von der Klasse C" 
_gegeben, und zwei Punkte P x und P 2 , deren Yerbindungsgerade die Kurve © 
schneidet. Unter alien Kurven, welebe die beiden Punkte P r und P 2 verbinden 


*) Vgl. § 27, a). 

") Weierstrass bebandelt aucb den Fall, wo die gesuchte Kurve der Be- 
dingung unterworfen wird, mit der Begrenzung (I nur einen einzigen, nicbt vor- 
gegebenen Punkt P 0 gemein zu haben Durch 
ein dem obigen ganz analoges Yerfabren (siebe 
Fig. 88) findet man leicht, daB im Punkt P 0 die 
Bedingung 

ipQ) 2/o 5 jPo’ #0 ? Poi 9.0) ~ ^ (^0 1 2/o 5 Pot 9.0 ? Po 1 Oq) 

•erfiillt sein muB, wenn p Q , q 0 • p 0 , q 0 ; p 0 , § 0 der 
Reihe naeb die Ricbtungskosinus der positiven 
Tangenten der Kurven P 1 P 0 , P 0 P 2 , 5 im Punkt P 0 
bedeuten. 

Weierstrass selbst gibt die Bedingung m 
der folgenden Form, die sicb leicbt aus (48) 
ableiten lafit: 

sin : sin S 0 = 8 (x 0 , p 0 , g 0 ; 

Po 7 3 o) : 8(^0 , ; Po . 2 o 5 fo 7 2 o)> ( 49 ) 

wenn d 0 , d 0 die numeriscben Werte der Winkel bedeuten, welcbe die beiden 
Ricbtungen p 0 , q Q , resp p 0 , 5 0 *ait der Ricbtung p 0 , q Q bilden, so gemessen, daB 
beide Winkel Ygl. Kneser, Lehrbuch , p 173; Bolza, Lectures , pp. 151, 267; 

Hancock, Lectures , pp 241 — 243. 

3 ) Ygl Kneser, Lehrbuch , p. 178. 

JB o 1 z a V anationarechnung. 2 6 
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und nieht in das Innere cf der gescblossenen Kurve S eindringen, die kurzeste 
zu finden. 

Hier ist F = l/o 7 * + y' iK - Der Bereicii 01 bestebt bier aus der ganzen Ebene 
mit AusschluB des Bereiches cP Die gesuchte Kurve muB aus geradlinigen Seg- 
menten und aus Segmenten der Kurve (I bestehen. Die letzteren diirfen mcht 

Jconkav nach aufien sein, da im gegenwartigen Fall -- = 0 und somit die Be- 

1 i — r 

dingong (45) lautet: oder-^^>0, je nachdem der Bereicb 01 zur Linken 

oder Rechten des betreffenden Segmentes liegt. 

Da das Problem regular ist, so miissen die geradlinigen Segmente die 
Kurve d in den tJbergangspunkten beruhren. 



1 Pig 89. Pig. 90 


Beispiell. (Siebe pp 1, 33,79) F = y f/x '* +^' 2 \ 

Der Bereicb 01 ist die obere Halb-Ebene: y^> 0; die Grenzkurve also die 
asAchse Die zulassigen Kurven sind die Gesamtheit aller gewobnlicben Kurven^. 
die in diesem Bereich von P t nacb P 2 gezogen werden konnen. Bei der Be- 
handlung des Problems in Parameterdarstellung treten auBer den scbon fruber 
gefundenen Kettenlinien 

y ~ cc Qh — (a > 0) 

als weitere Extremalen nocb die Geraden 
auf. « — konst 

Da die Kettenlinien die ^c-Acbse nie treffen, so ist die emzige mdgliche 
Ldsung, welch e ein Segment der #-Acbse entbalt, die aus den Ordinaten P X P 5 , 
P 4 P 2 der beiden Punkte P 1? P s und dem sie verbindenden Segment P S P 4 der 
ir-Acbse zusammengesetzte Kurve. Da entlang der #-Aehse 
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so ist die Bedingung (44) fur das Segment P S P 4 erfullt; und da 

£(#,$/; cos 0, sin 0; cos 0, sin 6) = (1 — cos (0 — 0)) y, 

so sind aucb die Be din gun gen (46) und (47) in den Ubergangspunkten P 8 und 
P 4 erfullt. 

Diese diskontinu lerlicbe Losung ist zuerst von Goldschmidt r ) bemerkt 
worden (1831). Todhunter*) hat bewiesen, daB die gebrochene Lime P 1 P s P^P i 
steis ein starkes relatives Minimum liefert. Klmmt man namlich auf der Geraden 
P x P 8 einen Punkt P an und schneidet dann auf einer beliebigen von P x aus- 
gehenden rektifizierbaren Kurve einen Bogen P 1 Q gleich P X P ; ab, so ist, wie 
man leicht zeigt, die Ordinate M Q des Punktes Q grower als P 8 P, es sei denn y 
daB der Bogen P t Q mit dem geraden Segment P x P identiscb ist. 

Daraus folgt: Ist (£ irgend erne von der Goldschmidt } sehen Losung verschie- 
dene zulassige Kurve von P 1 naeh P 3 , deren Lange j> P s P x -j- [ P 4 P 3 ; , so liefert 
die Goldschmidt'sche Losung einen kleineren Wert fur das Integral J, als die 
Kurve (£ 

Zum Beweis schneide man auf der Kurve (& von P l aus einen Bogen P x Q t 
gleich | P x P s [ und von P 2 aus einen Bogen P 2 § 2 gleich | P 2 P 4 | ab und wende 
das obige Lemma an. 

ScblieBlicb kann man leicht eine Umgebung der diskontinuierlicben Losung 
P 1 P 3 P 4 P 2 angeben, derart, daB fur alle in derselben verlaufenden zulassigen 
Kurven die obige Unglei chung fur die Lange erfullt ist, womit bewiesen ist, daB 
die Goldscbmidt’sche Losung in der Tat stets em relatives Minimum fur das 
Integral J liefert. 

Die diskontinuierliche Losnng liefert eine wicbtige Erganzung unserer 
friiheren Resultate fiber kontinulerliche Losungen (p. 81) Bezeichnen wir nam- 
licb mit I und II dieselben beiden Bereicbe wie auf p. 81 (siebe Fig 12), so 
haben wir fruher gesehen, daB nacb einem Punkt P 2 im Innern des Bereiches II 
keine Kettenlinie mit der ic-Acbse als Direktrix gezogen werden kann. Hier ist 
also die diskontinuierliche Losung die einzige mogliche Losung. Dasselbe gilt, 
wenn der Punkt P 2 auf der Enveloppe g liegt, da die Kettenlinie P 1 P 2 nach 
§ 47, d) kein Minimum liefert. 

Liegt dagegen der Punkt P 2 im Innern von I, so haben wir zwei Losungen, 
welche jede ein relatives Minimum liefert: eine Kettenlinie und die diskontinuier- 
liche L5sung. 

Mit diesen beiden LQsungen sind zngleich alle moglichen Losungen des 
Problems, daB Integral 

«/= f\ J y^ T +y rx dt 

h 

zu einem relativen Minimum zu machen, erschopft, wenn wir die trivialen Falle: 
^1 = 0, y ^ = 0 

x ) Siebe das Zitat auf p. 81, FuBnote *). 

2 ) Researches tn the Calculus of Variations , p 60, vgl. aueh Mary E. Sinclair, 
Annals of Mathematics (2) Bd. IK, p 151. 


26 



400 


Achtes Kapitel. Diskontimiierliche Losungen. 


beiseite lassen. Denn jede Losung muB sich zusammensetzen aus einer endlichen 
Anzahl von Kettenhmenbogen, von geraden Segmenten parallel der ^/-Achse und 
von Segmenten der rc-Achse Ecken konnen nacb § 48, c), Zusatz I, im Inn ern 
der obeien Halbebene nicht aufbreten. Eme emfache Uberlegung zeigt dann, 
dab die beiden gefnndenen Losungen die einzig moglichen Kombinationen dar- 
stellen, 

Wir werden spater 1 ) zeigen, dab eme der beiden Losungen stets zugleieh 
aueh das absolute Minimum fur das Integral J liefert. 2 ) 


§ 53. Hinreichen.de Bedingungen bei Losungen, welcbe Segmente 
der G-renzkurve entkalten. 

Wir nehmen an, wir bitten eine Kurve P 1 P 3 P 4 P 2 gefunden, 
welcbe den bisber als notwendig erkannten Bedingungen geniigt, 
d h also : 

1 Die Bogen und P 4 P 2 sind Extremalen, welebe fur sicli 
betrachtet den fur ein Minimum bei festen Endpunkten notwendigen 
Bedingungen (II), (III), (IV) geniigen; 

2. entlang dem Bogen P 3 P 4 der Grenzkurve ist die Bedmgung 
(44) erfullt; 

3. m den Ubergangspunkten P 3 und P 4 smd die Bedingungen 
(46) und (47) erfullt. 

Uberdies moge der Kurvenzug P X P 3 P 4 P 2 keme mebrfacben Punkte 
besitzen Der Bereich 6i inoge, um die Ideen zu fixieren, zur Lmken 
des Bogens P 3 P 4 liegen. 

Bliss 3 ) hat gezeigt, dafi far regulcire Problems diese Bedingungen 
mch hinreichend sind fur em Minimum des Integrals J , wofern sie 
dahin verschdrft werden, daji (HI) durch (III s ) und die Bedingung 
(44) durch 

T< 0 (50) 

erseUt werden. 

Da das Problem als regular vorausgesetzt wird, also F x cos y 7 
smy) + 0 fiir jedes y im ganzen Bereich so mlssen nach § 52, b) 
die Extremalenbogen P t P 3 und P 4 P 2 m den Punkten P s und P 4 die 
Grenzkurve © gleichsmnig beruhren. 

Da iiberdies msbesondere 

Pi > 0 entlang ©, (51) 

) Vgl § 57, e). 

3 J Hierzu weiter die ZTbungsaiffgaben, Nr 33—40 am Ende von Kap IX. 

J ) Transactions of the American Mathematical Society, Bd V 
(1904) p 477 
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so konnen wir nacb § 52 ; a i die Bedmgung (50) auch scbreiben 

V ~ J > 0 ' ( 52 ) 

Der Beweis von Bliss, bei dessen Darstellung 1 ) wir iibrigens 
bier nicbt auf alle Emzelbeiten eingeben konnen, griindet sicb einer- 
seits auf die Konsiruktion ernes zusam m engesetzten Feldes, da& aus 
der Schar von Extremalen durcb emen Punkt P 0 auf der Fortsetzung 
des Bogens P X P 3 uber P 1 binaus und aus der Schar yon Extremalen, 
welcbe den Bogen P 3 P 4 . beruhren, gebildet wird, andererseits auf 
die Ausdebnung des WeierstraB’schen Fundamentalsatzes auf ein 
solches Feld. 

a) Die Sebar von Extremalen, welcbe die Grenzknrve beriibren: 

Aus der Ungleicbung (51) folgt nacb § 27, a), daB wir durcb 
jeden Punkt P(a) der Grrenzkurve 

©: * = *(«), y = y(a), A^a^A^ 

eine und nur eme Extremale ® a konstrmeren konnen, welcbe die 
Kurve E im Punkt P gleicbsmnig beriibrt Wir konnen den ana- 
lytiscben Ausdruck derselben sofort mit Hilfe der Funktionen 2, 3) 
yon § 27, b) binschreiben, namlicb 

cc(a), y(a), d(a,))==cp(t,a), y *=$(*; i (a), y(a), 6(a))===-ip (t, a). (53) 

Dabei bedeutet t die Bogenlange der Extremalen gemessen 
yom Punkt P an, und 6(a) den Tangentenwinkel der Kurve E im 
Punkt P, so normiert 2 ), daB 0(a) eindeutig und stetig ist entlang 
E. Aus den Existenztbeoremen iiber Differentialgleichungen folgt, 
daB sich eine positive, von a unabhangige 3 ) GrroBe l angeben laBt 
derart, daB die Extremale (& a mindestens im Intervall: | #| ^ l existiert. 

Lassen wir a yariieren, so erbalten wir so eine Sebar yon Extre- 
nialen, welche die Kurve E berubren, und welcbe durcb die Grleichungen 
(53) dargestellt sind. 

Die Funktionen gp, ijj geniigen folgenden Anfangsbedingungen: 

9 ( 0 , a) = x{a), Ip( 0 , a) = y(a), 

<P t (0, a) = S' (a), i> t (0, a) = y’(a), ' 

*) Wir weicben dabei darin von Bliss ab, daB wir den Beweis direkt fur 
das Problem in Parameterdarstellung geben, wahrend Bliss die Aufgabe zuerst 
fur den speziellen Fall des ^-Problems lost und dann den allgemeinen Fall der 
Parameterdarstellung mitt els emer Punkttransformation der Ebene auf jenen Fall 
zuriickfuhrt. 

2 ) Vgl. § 34, Gleicbung (17S 2 ) 


s ) Ygl- § 23, a ), Zusatz. 
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wenn wir der Einfachheit lialber fur a die Bogenlange auf der Kurve 
(£ wablen Hieraus folgt durcb Differentiation nacb a 

9> a (0> *) = «'(«)> ^«(0, a) = y(a), 

ep ta (0,a) = x"(a), ^ ia (0, a) = y"(a), ^ ' 

woraus sich fur die Funktionaldeterminante 


die Gleichungen ergeben: 

A(0,a) = 0, = (56) 

Es seien jetzt a lrgend zwei den TJngleicbungen 

cl^<^ d g ? ^4 < C ^ <C A.± 

geniigende GroBen- alsdann kann man beweisen 1 ), daB unter den ge- 
macbten Annabmen die Gleichungen (53) eine ein-eindeutige Beziehung 
zwischen dem Reehteck 

0 cis^. a < a l 

in der ^#-Ebene und dessen Bild of m der # ; z/-Ebene defimeren ; wo- 
fern die positive GroBe h bmreicbend klem genominen wird. Der 



Beweis ist jedocb bier wesentlich komplizierter als in dem in § 31, a) 
betracbteten Fall, weil die Funktionaldeterminante A (t,a) im Recbt- 
eck 0C verschwindet, wie klein aucb h genommen werden moge, 
namlich entlang der Seite t = 0 

Das Bild der Begrenzung des Recktecks <9L ist eme stetige ge- 
scblossene Kurve obne mebrfache Punkte P'P'PgP 6 'Pg. Die Punkt- 

x ) Wit yerweisen auf Bliss, loc. cit pp 482, 488 und Bolza, Trans- 
actions of the American Mathematical Society, Bd. VIII (1907) p 399. 
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menge of ist identiscli mit dem Innem dieser gescklossenen Kurve 
zusammen mit der Kurve selbst. Dieser Bereich wird also yob den 
Extremalen der Scliar (53) einfack und lfickenlos uberdeckt, wenn t 
und a auf das Reckteck 0L besckrankt werden. In diesem Sinn 
bilden die Extremalen , icelcke den Bogen P B P± beriihren , ein Feld. Es 
bandelt sick aber nur um ein „uneigentlickes Feld“, da die fruker fur 
ein Feld aufgestellten Bedingungen wegen des Versckwindens der 
Funktionaldeterminante hier nickt ausnakmslos erfiillt sind. 

Die „inversen Funktionen des Feldes“ die wir wieder mit 

t = t(x,y), a == a(x,y) 

bezeicknen, sind stetig im ganzen Bereiek of und liberdies von der 
Klasse C' in alien Punkten von oP mit Ansnakme der Punkte des 
Bogens P 3 P 4 , m denen die partiellen Ableitungen im allgemeinen zu 
exist-ieren aufkoren. 

b) Konstruktion des zusammengesetzten Feldes: 

Wir kombinieren jetzt nack Bliss das im vongen Absatz be- 
trachtete Feld mit dem Feld von Extremalen dnrch einen Punkt P 0 
auf der Fortsetzung der Extremalen P X P B iiber den Punkt P 1 kinaus 

Letztere Sckar sckreiben wir in der Normalform von § 27, d) 

« = X(t; x 0 , y 0 , «)ss y (r, a), y = g)(r; x 0 ,y 0 , a) = p (r, a), (57) 

wobei t die Bogenlange bedeutet, gemessen vom Punkt P 0 aus, und 
a den Tangentenwinkel der Extremalen im Punkt P 0 . 

Die Sckar (57) entkalt unsern Extremalenbogen P X P^ dies moge 
fur a = cc 0 stattfinden, und dem Punkt P 3 moge dabei der Parameter- 
wert r = t 3 entspreeken. Aus unserer Yoraussetzung (IIP) folgt wie 
in § 32, b), daB wir den Punkt P 0 so nahe bei P t annekmen konnen, 
daB die Sckar (57) ein Feld um den Bogen P 1 P $ liefert, wenn % und 
a auf den Bereiek 

0 < T < T« -f“ d 17 CC CCq <Z^i 

besckrankt werden, wofern die beiden positiven GrroBen d 1 und h\ 
kinreickend klein gewaklt werden. 

Von diesem Feld bekalten wir denjenigen Teil bei, welcher dem 
Bereiek SI angekort; wir bezeicknen diesen Teil mit I (Sieke Fig. 93). 

Wie wir geseken kaben, beriikrt der Extremalenbogen P%P B die 
Kurve S im Punkt P 3 gleicksinnig; dasselbe tut aber auck die Extre- 
male der Sckar (53), und da liberdies F x 4= 0 entlang ©, so muB 
die'Extremale im Sinn von § 23, d) die Fortsetzung des Bogens 
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PjPg sein ; also gleichzeitig der Extremalen a = cc 0 der Schar (51) 
angehoren. *) 

Andererseits beruhrt der Extremalenbogen P 4 P 2 die Kurve S im 
Punkt P 4 gleichsinnig; er muB also der Extremalen @ a4 der Schar 

(53) angehoren 

„ ^ Diese Extremale 

G Q ii ^ v existiertalsonicht 

bloB mi Inter rail: 
0 sondera 
m deni ganzen 
Intervall: 0 t 
<^ 2; worm t 2 die 
I Lange des Bogens 
-d P 4 P 2 bedentet ; sie 
laBt sicb sogar 
naeb § 23 ; d) auf 
em etwas weiteres 

Interyall: 0 t % + d 2 fortsetzen Daiaus folgt aber nach § 27, c), 

daB sicb eme positive GroBe \ — angeben laBt, derart, daB sanat- 

liebe Extremalen der Scbar (53), fur welche & 4 — « <; a 4 -|- k 2y 

ina ganzen Intervall: 0 ^ t t 2 + d 2 existieren 

Wir bebalten nun von dem von den Extremalen der Schar (53) 
gebildeten Feld oP denjemgen Teil bei ; welcber das Bild des Bereiches 

% < a <7 C U + h 



Fig 93 


mittels der Transformation (53) ist. Diesen Teil von oP bezeichnen 
wir mit II; derselbe bildet a fortiori ebenfaHs em Feld. 

Endlich bezeichnen wir mit III das Bild des Bereicbes 

+ d 2 , a±- \ ^ a ^ a 4 + k 2 


mittels der Transformation (53). Auch dieser Bereich bildet em Feld, 
vorausgesetzt, daB d 2 und hinreichend klein gewahlt werden Denn 
die Funktion A(£, c& 4 ) verschwindet nach (56) fur t *= 0; daher kann 
sie nach dem Sturm ; schen Satz (§ 11, c)) zwischen 0 und t 2 mcht 


x ) Bei der yon tins gewahlten Darstellung der beiden Scharen (58) und (57) 
erleidet allerdings der Parameter beim ITbergang yon auf den Bogen 

■einen Sprung Dem kann man aber, wo es notig sem sollte, dadurch abhelfen, 
daB man znnacbst den Anfangspunkt fur den Bogen a der Kurve S so wah.lt, 
daB a 8 = t Q , und sodann in der Schar (53) den Parameter t durch t — a erset-zt. 
Dabei wird dann auf der Extremalen $ a der Beruhrungspunkt mit (£ durch den 
Wert t~ a gegeben 
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nocli emmal versehwinden, da naeh Yoraussetzung (IIP) der Bogen 
P 4 P 2 den zu P 4 konjngierten Punkt nicht enthalt. 

Diese drei Felder I, II, III setzen sick nun zu emem einzigen 
Feld 94 zusammen. Die beiden Felder I und II stoBen entlang dem 
Bogen P 3 P 7 der Extremalen_ zusammen, die beiden Felder II und 
III entlang dem Bogen P 5 P 6 der Kurve 

# = V = 4>(k , «), H - h < a <t + h- 

Sonst haben die drei Felder kerne Punkte gemern, wofem die GroBen 
li, l\ } Z* 2 , d l7 d. 2 binreicbend klein gewahlt werden 

c) Das Feldintegral und der WeierstraB’sehe Fundamentalsatz: 

Es sei jetzt P 9 irgendein Punkt des mi vorigen Absatz kon- 
strnierten Feldes 91; x, y seine Eoordinaten. 

Liegt der Punkt P 9 un Bereicb I, so gebt durch lhn eine dem 
Feld angehorige Extremale P 0 P 9 der Schar (57). Enter clem Feld- 
integral W(x 7 y) verstehen wir dann genau wie m §31,b) den Wert 
nnseres Integrals J genommen entlai% dieser Extremalen P 0 P 9? be- 
tracbtet als Funktion von x 7 y Dann gelten fur die partiellen Ab- 
leitungen von W obne weiteres die Hamilton’schen Forraeln (148) 
von § 31. 

Liegt dagegen P 9 im Bereich II + III ? aber nicht auf der Kurve 
©, so geht dureb ibn eine dem Feld angehorige Extremale der 
Scbar (53); ibr Beriihrungspunkt mit der Grenzkurve 6 sei der Punkt 
P 8 . In diesem Fall verstehen wir unter dem Feldintegral W(x, y) 
das Integral J genommen vom Punkt P 0 entlang der Extremalen 
P 0 P 1 P 3 bis zum Punkt P 3 , von da entlang der Kurve © bis zum 
Punkt P 8 und endlicb vom Punkt P 8 entlang der Extremalen P 8 P 9 
der Schar (53) zum Punkt P 9 > das Integral wieder betracbtet als 
Funktion von x 7 y: 

W(x , y) = J" 013 + P 38 + P 89 . (58) 

Wir wollen zeigen, daB auch in diesem Fall die Hamilton’ schen 
Formeln nocli gelten . 

Der Parameter des Punktes P 8 auf der Kurve © sei a, derjenige 
des Punktes P 9 auf der Extremalen P 8 P 9 sei t Wir betracbten das 
Feldintegral W zunachst als Funktion von t und a und bezeicbnen 
dasselbe, so aufgefaBt, nut u(t, a) Es ist also 

a t 

u(t,a) = J 01S +J ‘F(x(a'),y (a '),x' {a') } y' ■a')) da’ + 

a z 0 
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Tvobei die Funktion SF(£, a) fur die Schar (53) durch. die Grleichung 
{83) von § 27 definiert ist. 

Da das Integral ft 7 013 von t und a unabhangig ist, so erhalten 
wir zunachst 

I S-yfta) (59) 

und welter nnter Benutzung der Lagrange’schen partiellen Integration 
§~ = F(x(a),y{a),x (a),y (a)) + 

Nun folgt aber aus den Relationen (54) und (55) unter Benutzung 
der Homogeneitatsrelation fur F: 

W x ,(0,a)<p a (0,a) + 5y,(0,a)^ a (0,a) = F(x{a),y{a),x (a),y‘ (a)); 
also kommt 


da 


= S^a^lAa) + WJt,a)tl> a (t,a). 


(60) 


Wir erhalten also fur die partiellen Ableitungen von u dieselben 
Ausdrucke wie bei emem gewohnlichen Feld 1 ), und daraus folgt dann 
weiter, wenn wir von den Variabeln t 7 a zu den Variabeln x ? y iiber- 
gehen, daB auch fur die partiellen Ableitungen von W nach. x und y 
dieselben Formeln gelten wie firiiher, d b. eben die Hamilton’schen 
Formeln. 

Die Definition (58) des Feldintegrals debnen wir auch auf den 
Fall aus, wo der Punkt F CJ auf der Kurve £ liegt, indem dann einfach 
der Punkt P 9 mit P 8 zusammenfallt, weshalb m (58) das letzte Grlied 
J 89 0 zu setzen ist. 

Die nunmehr fiir das ganze Feld 91 eindeutig definierte Funktion 
IF ist stetig im ganzen Feld, und es gelten fiir lhre partiellen Ab- 
leitungen die Hamilton’schen Formeln in alien Punkten von 91 mit 
einzig moglicher Ausnabme der Punkte der Kurve 6, m denen die 
Existenz der partiellen Ableitungen fraglich wird. 

Wir ziehen jetzt vom Punkt P 2 nacli dem Punkt P 2 irgendeine 
gewobnliche Kurve welehe ganz im Feld 91 gelegen ist; sie moge 
durcb die Bogenlange s als Parameter dargestellt sein 

Dann konnen wir die Weierstrafi’sche Konstrulxtion in folgender 
Weise anwenden: Ist P 9 irgendein Punkt von (£ ; so definieren wir 


die Funktion 


S(s s ) = W(x 9) y 9 ) + J 91 . 

Die Funktion S(s$) ist stetig entlang S, nnd es ist 

P l2 ^1342 ^ [$(%) $(#i)] 

l ) Vgl die Gleichungen (144) mid (146) von §31 


( 61 ) 
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Da die Hamilton’seben Formeln besteben bleiben, so findet man fiir 
die Ableitung von S } genau wie friiber, in der Bezeicbnung you § 3 2, a), 

s '(.h) = — S(a; u , 2/ a ;i>s, fe; J 8 , ? 9 > (62) 

Dies gilt zunacbst nur, wenn der Punkt P 0 nicbt auf der Grenzkurve 
S liegt. Hat die Kurve C ein Segment mit der Kurve (f gemein, 
so folgt aus der Definition der Funktion S, daB S(s Q ) entlang diesem 
Segment konstant ist, also S '($ 9 ) = 0. Da aber fur ein solehes Segment 

jP» = ih = = §9 “ Ss; also 8 = 0, 

so bleibt die Formel (62) aucb far ein solcbes Segment besteben. 
Wir wollen annebmen, daB die Kurve £ nur eine endlicbe Anzahl 
derartiger Segmente entbalt. 

Es folgt dann, daB fur die to tale Variation A J der Weierstrafi- 
sche Fundamentalsatz (156) von § 32, a) gilt, und da das Problem 
als regular vorausgesetzt ist, so folgt nacb §30, b), daB A P > 0, es 
sei denn, daB die 8-Funktion entlang der ganzen Kurve £ verscbwinde, 
was nieht eintreten kann ? wenn die Kurve £ niebt mit dem Kurven- 
zug P 1 P 3 P 4 P 2 zusammenfallt. 

Somit ist bewiesen, daB unter den im Eingang dieses Paragrapben 
aufgezablten Bedingungen der Kurvenzug P 1 P 3 P 4 P 3 in der Tat ein 
starkes Minimum fiir das Integral J liefert. 

JBeispiel XX (siebe p. 397): 

Wenn der Bogen P 3 P 4 der Scbranke (£ ?iach aufien konvex ist, so sind die 
samtlichen hinreicbenden Bedingungen erfullt, und der Kurvenzng JP t P s P 4 P 2 
Hefert in der Tat ein starkes Minimum. 1 ) 

§ 54 Das Newton’sche Problem des Rotationskorpers kleinsten 

Widerstandes. 2 ) 

An die Probleme mit Gebietsbeschrankung wiirde sicb naturgemaB 
erne Besprecbung von Aufgdben mit GefattbeschrdnJcung anscblieBen; 
aucb diese fubren im allgemeinen auf diskontinuierlicbe Losungen. 
Da jedocb Aufgaben dieser Art noch wenig untersuebt worden sind 3 ), 

r ) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 34, 35, 38 — 40 am Ende von Kap. IX. 

2 ) Wegen der Literatur ygl. Pascal, Varialionsrechnung , § 30; vgl. aucb 
oben p. 95, FuBnote 2 ), die sicb iibrigens auf eme andere Pormulierung des 
Problems beziebt (obne Gefallbescbrankung) 

3 ) Eine Aufgabe dieser Art behandelt Zeemelo, Jabresbericbte der 
Deutscben Matbematxkervereinigung, Bd. XI (1902), p 186 (siebe TJbungs - 
aufgabe Nr 41 am Ende von Kap. IX). Ygl. aucb Beispiel VIII, p. 34 und XJbungs- 
aufgabe Nr. 35 auf p. 149. 
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so begniigen wir uns damit, ein hierher gehoriges, nach verschiedenen 
RiehtungerL interessantes, klassisehes Beispiel im einzelnen durchzu- 
fahren, das Newt on’sche Problem des Rotationskorpers von kleinstem 
Wider stand. 


a) Aualytische Pornmliernng der Aufgabe: 

Wir betrachten den Rotationskorper, der durch Rotation der 


Eurve ABB mn die o?-Aehse 

3 



erzeugt wird. Dabei soli der Pnnkt 
A anf der #-Achse liegen; wir wahlen. 
llin der Emfachheit lialber zum Eo- 
ordinatenanfang. Der Punkt B liege 
m der oberen Halbebene, sodaB seine 
Ordinate BB positiv ist Dieser Ro- 
tationskorper bewege sich mit kon- 
stanter Gfesehwindigkeit V m der 
Richtung der negativen .r-Achse m 
einem widerstehenden Medium, das 
aus gieiehen, gleiehmaBig verteilten, 
m Rube betindlichen matenellen Teil- 
cben besteht. 

Ist dann die Meridiankurve AB 
durch einen Paiameter t dargestellt, 
der von t 0 bis t 2 wachst, so erhalt 
man nach Newton 1 ) fur den Wider- 
stand, welcben der Rotationskorper 


x ) Pi ineipia phlosophiae naturahs, Buchll, Sect VII, Prop XXXIY, Scholium 
(1686) Newton geht von der Bemerkung aus, daB die Wirkung des Zusammen- 
pralls des Korpers und der Teilchen des Mediums dieselbe ist, als wenn der 
Korper ruhte und die materiellen Teilchen mit deiselben Geschwmdigkeit T r m 
der Richtung der positiv en #-Achse gegen den Korper geschleudert wurden 
Der StoJB ernes einzelnen Teilchens, das im Punkt P den Rotationskorper trifft, 
moge nach GroBe und Richtung durch den Yektor PQ = f dargestellt werden 
(siehe Figur 94), man zerlege denselben m eine noimale Komponente PJSf und 
eine tangentiale Komponente PT ; letztere ist ohne Wirkung auf den Korper, 
■wenn die Rexbung vemachlassigt wild. Die normale Komponente PN zerlege 
man weiter m eine Komponente PL in der Richtung der aj-Acbse und in eme 
Komponente PM senkrecht dazu. Gleichzeitig tnfft em zweites Teilchen mit 
derselben Geschwindigkeit den Rotationskorper in dem zum Punkt P m Be- 
*■ ziehung auf die rc-Achse sjmmetrischen Punkt P' Die analoge Zerlegung fuhxt 
zu einer Komponente P' M' in der Richtung der ?/~Achse, welche mit der Kom- 
ponente PM in derselben Geraden liegt, ihr absolut gleicli, aber entgegengerichtet 
ist Yon dem StoB PQ bleibt daher nur die Komponente PL = /sm 2 0 als 
wirksam ubng, wenn d den Tangentenwinkel der Kurve AB im Punkt P bedeutet. 

Sei jetzt n die Anzahl derjenigen Teilchen, welche in der Zeitenxheit durch 
die Flacheneinheit der durch Rotation dei Ordinate AC = DB urn die #~Achse 
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erfalirt, (abgesehea von einem von der Grestalt der Kurve AB un- 
abhangigen numerischeu Faktorj das bestimmte Integral 



u 

f, 


y y' s dt 

v ' 3 + y s 


(63) 


Aus physikalischen Griinden kann man schlieBen 1 ), daB man sick 
dabei auf Kurven AB zu beschranken hat, fur welche x 0 imd 
y r > 0 Daher fornralieren wir nunmekr unsere Aufgabe analytisch 
folgendermafien: 

Das Integral (63) soil zu einem Minimum gemacht iter den in Be - 
zielmng auf die Gesamfheit alley gewbhnlichen Kurven ? welche vom 
KoordmatenanfangspunJct A nach einem gegebmen Punlct B im Inneren 
des ersten Qaadranten gezogen iverden Jconnen , und ivelche iiberdies der 
Qeb i etsbesch ranku ) ig 

y > 0 fur ( 64 ) 


entstehenden Kreisflache hindurchgehen. Dann hat die Resultante der StoBe, 
welehe der Rotationskorper in der Zeiteinheit erfahxt, d h ehen der Widerstand, 
den Wert 

nf!j\ sin 2 Odco , 

wenn dco ein Element dieser Kreisflache ist. Indem man in letzterer Polar- 
koordinaten mit dem Pol A einfuhrt, kann man scbreiben 

dco ~y dy dcp 

und erhult so, da der Winkel Q von cp unabhangig ist, den Widerstand dnrch 
das bestimmte Integral 

2 icn 

ausgedriickt, woraus sich dnreh "Ebergang zui Parameterdarstellung die obige 
Pormel (63) ergibt. 

Die Newton’schen Hypothesen und die daraus gezogenen Polgerongen 
werden ubrigens dnrch das Experiment mcht bestatigt, vgl dariiber JEncydopadie ? 
IY C, ( Finstencalder ), p. 164 

Hierzu die Ubungsaufgaben Nr 42, 43 am Ende von Kap. IX. 

*) Diese wichtige Bemerkung hat zuerst August gemacht. Journal fur 
Mathematik, Bd 103 (1888), p 1 Ware #'<0 flir Teile der Kurve AB , so 
wurden in der Oberflacke des Botationskorpers ,,trichterformige Oder ringformige 
Yertiefungen entstehen, bei denen ein wiederholtes Anprallen der Luftteilchen 
unvermeidlich ware, was eine bedeutende Yermehrung des Widerstandes znr 
Edge hatte 44 Ware y'<^0, so wurden luftverdunnte Baume entstehen, welche 
ebenfalls den Widerstand vermehren wurden * Die mathematischen Eolgerungen, 
welche August aus diesen physikalischen Bemerkungen zieht, sind ubrigens in 
wesentlichen Punkten falsch. 
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und der Gefallbeschrankung 

</>° /«>' (65) 

geniigm. 

b) Die Newton’scke Kurve; 

Wir betrachten zunackst einen Bogen der Minimumskurve von 
der Klasse C . fur welcken 

x > 0 , y’> 0 . ( 66 ) 

Bei Anwendung der Sehlusse von § 26, a) auf emen solchen Bogen 
folgt aus der Gefallbesehrankung (65) keine weitere Einsckrankung 
der dort mit %, q bezeickneten Funktionen; der Bogen muB daber der 
Euler ’schen Differentialgleichung geniigen 1 ), woraus sicb sofort das 
erste Integral 2 ) ergibt yy'*se' 

“ a ’ ( 67 ) 
wobei a eine Konstante bedeutet, welche wegen (64) und (66) positiv 
sein muB 

Zur weiteren Integration 3 ) der Differentialgleicbung (67) setzen wir 


<2 — cotg 9 , (68) 

unter 8 den Tangentenwinkel der Kurve 1 m Punkt t verstanden. Dann 
folgt aus (67) a(t+q*)> , M , 


und hieraus nach. (68) 


und somit 


%' = + 2q + %q*)q, 

x = « (s 2 +■ f q 4 — log q) + b. 


Die Grleickungen (69) und (70) stellen das allgemeine Integral der 
Euler’schen Differentialgleichung dar, wenn man darin nock q durck 
eine soleke Funktion von t ersetzt, fur welcke die Bedingung (66) 
erfiillt ist. 

Die allgemeinste Extremale gekt also aus der speziellen Kurve 


X == 2 s + !«* - logs s= X(q), 

Y^±±p*^Y(<i) 


(71) 


*) Ygl. die analoge Beinerkung auf p 34 
*) Schon von Newton angegeben, loc. cit. 

*) Dieselbe ist zuerst von L’Hosfital ausgefubrt worden (1699), etwas spater 
nnd unabhangig davon von Johann Bernoulli, vgl. des letzteren Opera Omnia;, 


Bd. I, pp, 307, 811, 315. 
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dureh die Almliehkeitstransformation 
x = a-X + b, 


y = a Y 


terror. 

Fur die Diskussion der Kurve (71) hat man 

(32 2 -1K2 s + 1) WyA _ !3 2 s -1)( 2 2 + 1) 


X\g) 


2 


r(q) = 


(3 2 ‘-i)V + i; s 


z'(^)F"(g)-r( ? )r'fe) = - 

woraus sich die schon you Y 
L’Hospital angegebene Gestalt 
der Kurve ergibt: Wachst q 

von 0 bis l/]/3\ so nehmen X 
und F von + oo anfangend 
bestandig ab, und die Kurve 
ist konvex gegen die #-Achse. 

Fur q = 1/1/3 ‘ hat die Kurve 
eine Spitze, deren Tangente mit 
der positiven .X-Achse einen 
Winkel von (30° bildet. Wachst q 
weiter von 1/j/o' bis 
+ oo, so wachsen X . x 

und Y bestandig bis ✓ 

zum Wert + oo, und 
die Kurve ist konkav 
gegen die X-Achse 
(siehe Fig. 95). Zu- 
gleieh folgt, daB fur den konvexen Zweig: fur den konkaven: 

t = q ein zulassiger Parameter ist. 

Die Legendre’sche Bedingung nimmt fur unsern Bogen die 
Form an: 


/ So * 



Fig. 95 


F, 


d. h. 1 ) 


3 y (3 g a — l) 

V*C 1 + 4 V 

l 


^0, 


2 > 




(72) 


Somit Vann nur ein Bogen des konkaven Zweiges der Kurve Bestand- 
teil unserer Minimumskurve sein. 

SchlieBlich lautet die Weierstrafi’sche Bedingung 31 ) 

y sin 8 (6 — 0 ) sin (2 0 + 0) > 0 

’) Wohl zuerst von Silvabelle angegeben *) Vgl p. 246. 
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fiir alle Werte yon S im Interval! 

und zwar nur fur diese, da auck die Vergleichs kurve, mit deren Hilfe 
die WeierstraB’sche Bedingung abgeleitet wird (vgl. p. 241), der Be- 
dingung (65j geniigen muB. Daraus folgt aber, daB 

">1‘< f (73) 

,em m«S, d k ‘) - q , j (73., 

Emen Bogen emer Kurve (69), (70), fur welchen q > 1, werden 
wir m der Folge kurz emen Newton ; schen Bogen nennen. 

c) Bestinmmng des Winkels an der Stirnflache: 

Wir zeigen jetzt weiter, daB em Bogen der Minimumskurve von 
der Klasse C r , welcher nicht m semer ganzen Ansdebnung der Be- 
dingung (66) geniigt, entweder ein Segment einer Geraden x = konst., 
oder aber einer Geraden y ===== konst, sem muB. 

Denn angenommen der Bogen, der dem Interval! &<;£<; fi ent- 
spreehen moge, entbielte emen Pnnkt t', m welehem x'y' > 0, so folgt 
nach § 2, a) und A III 2, daB es ein m enthaltenes Intervall 

[a'fi'] geben muB, derart daB x'y'> 0 fur «'<£</!', dagegen x'y = 0 
fur t~ cc', auBer wenn a = a, und x'y' == 0 fiir £ = auBer wenn fi r = 
Each dem unter b) bewiesenen muB also der betrachtete Bogen fiir 
a < f < /S' der Differentialgleichung (67) mit emem positiven Wert 
der Konstanten a geniigen Indem man dann t gegen a' } resp /S' kon- 
vergieren laBt, zeigt man, daB x'y' we der in a ' nock /3' verschwinden 
kann, claB also a' == a, sem muB, und x'y' > 0 im ganzen 

Intervall [a/J], was mit unserer Annakme im Widerspruck steht 

Somit muB x'y r == 0 sem m [«/3], Nuntnehr zeigt man durck 
Anwendnng derselben SckluBweise auf den Faktor x ', daB entweder 
x'~0 m [a 1 3] oder y r =s 0 in [«/ 3], wobei man nock davon Gebrauch 
zu maeken kat, daB bei einer gewohnlichen Kurve x r und y nie 
gleickzeitig verschwinden. 

Die Minimumskurve, falls erne solche iiberkaupt existiert, muB 
sick also aus emer endliehen Anzakl von Stiicken zusammensetzen, 
von denen jedes einzelne em Newton’scher Kurvenbogen, oder ein 
Segment einer Geraden x ===== konst, oder ein Segment einer Geraden 
y = konst, ist. 

l ) Diese Bedingung findet sick wokl zuerst explieite kei Walton, Quar- 
terly Journal, Bd. X (1870), p. 341, implicite jedoek sckon bei Newton, loc. 
oit., vgl Ubungsaufgabe Nr. 43 am Ende von Kap. IX. 
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Wir haben nun zu untersucken, welcke Kombinationen dieser 
drei Bogenarten, die wir der Reihe nack mit N, X, Y bezeieknen, 
mogliek sind, und welehe Bedingungen in den Ubergangspunkten er- 
fnllt sein miissen. In einem solcben Ubergangspunkt sind folgende 
sieben Fade mogliek: JTJV"; XX, XA T ; NY, YN] XY, YX . 

1 N'N": Ein Punkt in dem zwei versekiedene Newton’scke 
Kurven aneinanderstoBen, ist frei variierbar, da fur beide Bogen die 
Ungleiehungen (66) erfullt sind. Man kann also direkt die Sckliisse, 
die zur WeierstraB’scken Eckenbedingung (2) ffthren, anwenden. Da 

F ± (x, y, cos y, sin y) = 2y sin y(3 cos 3 y — sm 2 y) 


ftir keinen Wert von y zwischen 0 und J verscbwindet ; so folgt aus 

§ 48, c), Zusatz I, unter Beriicksichtigung der Bedingung (73), daB 
dieser Fall unmogliek ist. 

2. NX und XN: Ein Punkt P 1? in welcbem ein Newton’scker 
Bogen und ein Segment x — konst, anemander stoBen, ist zwar in der 
Ricbtung der ^/-Aohse frei variierbar, nicht aber m der Ricktung der 
JE-Ackse wegen der Bedingung x' > 0. Da, wie man leickt verifiziert, 
auck die Grerade x = konst der Euler'scken Differentialgleickung ge- 
niigt, so muB die WeierstraB’scke Eckenbedingung, soweit sie sick 
auf eine Variation in der Richtung der y-Ackse beziekt, erfullt sem; 
es muB also im Punkt P 1 

— + 

F , = F , 

y' y 


sein; das fiikrt auf die Bedingung 


aus welcker folgt 


y(3g 2 + 1 ) 
(i + g 2 ) 2 

2-1 


Fur die Kombination NX kann diese Bedingung nie erfullt sein, 
da hier im Punkt P t notwendig q > 1 sein muB. Wohl aber ist die 
Kombination XN mogliek, d. k. ein gerades Segment parallel der 
2 /-Achse, an welckes sick ein Newton’scker Bogen unter einem Winkel 
von 45° gegen die positive y-Achse anscklieBt. 

3 .NY und YN: Die analoge SckluBweise zeigt, daB kier die 
Bedingung _ + 


F = F 

x' ^ X 


erfullt sein mufi, was auf einen Widerspruck fiikrt. 

4. XY und YX: DaB auck diese Kombinationen unmogliek sind, 
jzeigt man durck Abschragen der Ecken (siehe Fig. 96). Denn bildet 

Bolza, Vanationsrechimiig. 27 
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die Gerade P S P 4 mit der positiven ^-Achse den Winkel a ? so ist 

•^ 4 -*<*£-*& 

J-U = Wl - J® S ™ 2 «• 

Da ein Newton’scher Bogeu me die #-Ack.se erreicht, so ergibt: 
sich aus den bisherigen Entwicklungen das folgende Resultat, bei 


2 





dessen Formulierung, wie iiberhaupt in der weiteren Diskussion, wir 
P 0 und P 3 statt A und B schreiben: 

Wenn unsere Aufgaie uberhaupt eine Losung besitzt , so mu/3 sick 
dieselbe aus einem Segment P Q P X der y-Ackse und aus einem Newton’- 
schen Bogen P X P 2 , welcher im Punkt P 1 einen Winkel von 45° mit 
der positiven y-Achse bildet, zusammensetzen x ) 

d) Konstantenbestimmung: 2 ) 

Es sind jetzt die Integrationskonstanten a und b so zu bestimmen^. 
daB die Knrve (69), (70) durck den gegebenen Punkt P 3 gett und 
die positive «/-Achse unter einem Winkel von 45° sehneidet. 


*) Dafi bereits Newton dieses Resultat bekannt war, ergibt sich aus seiner 
Bestimmung der Integrationskonstanten a in der Gleichung (67), welche er, aus 
seiner geometrischen Einkleidung ins Analytische iibersetzt, folgendermafien 
schreibt: 


V<1 




Vi 

4 


unter y x die Ordinate des Punktes P t verstanden Ich verdanke diese Bemerkung 
Herrn Wedderburn 

Unabhangig von Newton ist der Satz, daB der Tangentenwinkel an der 
Stirnflache 45° betragen muB, von Armanini bewiesen worden (Annali di Mate- 
matica (3) Bd. IV (1900) p. 131), und zwar unter folgender Formulierung der 
Aufgabe: Von einem unbekannten Punkt P x der ^-Achse nach einem gegebenen 
Punkt P 2 eine Kurve zu ziehen, fui welche die aus der Rotation der gebrochenen 
Linie P 0 P 1 P 2 entstehende Oberflache ein Minimum des Widerstandes liefert. 

2 ) Nach Kneser, Archiv der Mathematik und Physik (3), Bd. II (1902), 
p. 273 
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Die letzte Bedingung, analytiseh ausgedriickt, lautet 

aX(l) + 6 = 0, 

woraus folgt 

b = — al(l) = — \a. 

Tragen wir diesen Wert in (70) ein und schreiben der Uberein- 
stimmung mit unserer sonstigen Bezeichnung halber t statt q. so er- 
balten wir fiir die Schar von Newton’schen Kurven, welche die 
«/-Acbse unter einem Winkel von 45° schneiden, den Ausdruek 

x = a\t- ^ — log t ~ cp{t, a), ) 




g(i+«y 

t 


= Tl>(% a) 


(74) 


In diesen beiden Grleichungen haben wir z, y dnrch zu ersetzen 

und dann nacb t und a aufzulosen. Durcb Division der beiden Grlei- 
ebungen erbalten wir zunacbst zur Bestimmung von t die Glei chung 


nun ist 


#2 

y« 


t S -|- f — t log t - 


(1 + ty 

_ Y'(t)ril 


■ t° __ 


= z(*); 


(75) 


X'( f ) = [t + ** + 7 ^ + lo S 
stets positiv fur 1 ; und 

z0-) = 0, z(+oo) = + oo 


Daraus folgt, da£ die Gleichung (75) eine und nur eine Wnrzel 1 
besitzt. Ist dieselbe gefunden, so erhalt man a aus der Gleicliung 

o(l +*y 

l, = . 


Somit geht dnrch jedrn PunJct P 2 im Innern des ersten Qmdranten 
eine und nur eine Newton’sche Kurve , welche mit der positiven y-Achse 
einen Winlcel von 45° bildet, und daber konnen wir vom Koordinaten- 
anf'angspunkt P 0 nacb jedem Punkt P 2 im Innern des ersten Quadranten 
einen und nur einen Kurvenzug P 0 P 1 P 2 der verlangten Art ziehen 

e) Hinlanglicbkeitsbeweis: *) 

Das vorangebende Resultat zeigt zugleich, daB die Extremalen 
der Scbar (74) bei Beschrankung der Yariabeln t und a auf den 

Bereick tS 1, a > 0 (76) 

ein Feld bilden, welches den ersten. Quadranten 

x !> 0, y > 0 


x ) Zuerst von Kneser gegeben, loc cit p. 274 


27 * 


( 77 ) 
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einfacli und luckenlos iiberdeckt ; da iiberdies die durch Auflosung 
der Grleichungen (74) nach t und a erhaltenen inyersen Funktionen 
im Bereich (77) yon der Klasse C r sind. Letzteres ergibt sich nacb 
dem Satz Tiber implizite Funktionen daraus, da6 die Funktionaldeter- 
minante A (t 7 a) der Schar (74) gleich ist dem Zahler des Ausdrucks 
fur %(t), raultipliziert mit a, wesbalb A (t, a) > 0 im Bereich (76) 

Sei jetzt P 4 lrgend ein Punkt im Innern des ersten Quadranten, 
P 3 der Punkt, in welchem die durch. P 4 gehende Feldextremale die 
y- Achse schneidet* so defmieren wir nach Knbser das zum obigen 
Feld gehorige Feldmtegral als das Integral J genommen yom Punkt 
P 0 entlang der ?/~Achse bis zum Punkt P 3 und yon da entlang der 
Feldextremalen P 3 P 4 bis zum Punkt P 4 . Als Funktion yon t und a 
(wie wir zur Abkurzung statt t±, a 4 schreiben) bezeichnen wir das- 
selbe mit u(t, a), als Funktion yon x und y mit W(x,y). Da 

j'os = Wb y 3 = aY(l ) - 4a, 

so ist t 

u(t j a) == 8a 2 + j* 3 r (t, a)dt, 

i 

wo a) wieder durch die Grleichung ( 83) von § 27 definiert ist. 
Bildet man jetzt die parti ellen Ableitungen von u(t, a) in der liblichen 
Weise und beachtet, daB 

a ) = = Fy'f = 2/3 " 

so erhalt man 

I? 

g~ = FJJ, a)<p a (t, a) + W y ,(t, a)t a (t, a), 

also genau dieselben Ausdriicke wie in der allgememen Theorie fur 
die partiellen Ableitungen des Feldintegrals, gerechnet yon einer Trans- 
yersalen aus (§ 31, Grleichungen (144) und (146)), Daraus folgt aber 
weiter, daB auch die Hamilton’schen Formeln (148) von § 31 fur 
die partiellen Ableitungen der Funktion W{x , y) nach x und y hier 
unyerandert bestehen bleiben. 

Nachdem die Griiltigkeit der Hamilton’schen Formeln nach- 
gewiesen ist, laBt sich nun leicht mit Hilfe einer passenden Modi- 
fikation der WeierstraB’schen Konstruktion beweisen, daB der unter 
c) bestimmte Kurvenzug P 0 P 1 P 2 einen kleineren Wert fur das In- 
tegral J liefert als jede andere zulassige Kurve <S, welche yom Punkt 
P 0 nach dem Punkt P 2 gezogen werden kann. 
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Wir setzen der Allgemeinheit halber voraus, daB die Kurve © 
vom Punkt P 0 aus zunachst ein Stiick weit der positiven 2 / -Achse 
entlang lauft und diese erst nn Punkt P 8 verlaBt. Darin soil der 
Fall mit inbegriffen sein, wo der Punkt P 3 mit dem Punkt P 0 zu- 
sammenfallt, wo die Kurve also nur den Punkt P 0 mit der y- Achse 
gemein hat. Wegen der Bedmgungen (64) und 

(65) liegt dann dei Bogen P.P S der Kurve © 
abgesehen von semem Anfangspunkt P 5 ganz 
lm Innern des ersten Quadranten. Durch einen 
beliebigen Punkt P 4 des Bogens P 3 P 2 geht 
also eine und nur eine Feldextremale; dieselbe 
moge die y-Achse im Punkt P 8 treffen. Wir 
betrachten alsdann das Integral J, genornnien 

vom Punkte P 0 entlang der y- Achse bis zum 

Punkt P 3) von da entlang der Feldextremalen 
P 3 P 4 bis zum Punkt P 4 , und endlich vom 
Punkt P ' 4 entlang der Kurve © bis zum Punkt P 2 , und bezeichnen semen 

Wert mit S(s), unter s den Parameter des Punktes P 4 auf der Kurve © 
verstamden, also 

S(s) = P 03 + J Zi + J 43 = W(x i} yj + j F(x, y, sc', y')ds. 

Es ist dann 

8( S i) = '4 P Ji 2 , $(•%) = *7"o5 + J 52, 

also 

A P= (.Jq- + J 5S ) — (J 01 + J 12 ) = — [S(s s ) — S(s- 0 )], 

woraus sich nunmehr in der iiblichen Weise der WeierstraB’sche 
Satz ergibt: 

AJ=J %(x, y; p, q\ x, y)ds, 

>5 

wenn p,q die Richtungskosinus der durch den Punkt P 4 gehenden 
Feldextremalen in diesem Punkt bedeuten. Nun ist aber 



Pig 98 


p,r, %',y') 


(l + ^^+r 2 ) 


Da tf>l ? auBer im Punkt P 5; uud ferner #'>0 ; y r y. 0, okue daB 
beide gleichzeitig versekwinden, so ist 


x \ y') > o 


entlang dem Bogen P 5 P 2? und zwar gleich Null nur in denjenigen 
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Punkten, in welcken die Feldextremale die Kurve S bertthrt und moo-- 
licherweise im Punkt P 5 . G 

Daraus sehlieBt man aber ganz wie m § 32, b) das Endresulfcat: 
Unter alien gewohnlichen Kurven, welche vom Turikb P 0 nctch clem Punkt 
P a gezogen uerden konnen, und welche den Bedingungen (64) und (65) 
genugen, liefert der Kurvenzug P^P,, welcher sich aus dem Stuck 
PoPj der y-Achse und dem Newton’schen Bogen P t P 2 vom Gefdlle 
+ 1 im Punkt P 1 zusammensetzt, den kleinsten Wert fur das Integral J. 1 ) 

*) Hierzn die Ubungsaufgaben Nr 44, 45 am Bnde yon Kap. IX. 



Neuntes Kapitel. 

Das absolute Extremum. 

§ 55. Einleiten.de Bemerknngen. 

Wir baben bei der Definition des absoluten und relativen Ex- 
tremums in § 3 gesehen, daB das Problem des absoluten Extremums 
sieh auf dasjenige des relativen reduzieren laBt, msofem eine Kurve. 
-welcbe fiir ein bestimmtes Integral in Beziehung auf eine gegebene 
Manmgfaltigkeit von zulassigen Kurven ein absolutes Extremum liefert, 
allemal auch ein relatives liefert Kennt man also alle Losungen des 
relativen Problems, und kann man a priori die Existenz eines 
absoluten Extremums beweisen, so ist mit dem relativen Problem 
wenigstens wenn dasselbe nur eine endliche Anzabl von Losungen 
besitzt — , zugleich aucb das absolute gelost. Kann man dagegen 
emeu solchen Existenzbeweis nicht fubren, so bleibt das absolute 
Problem ungelost, selbst wenn man das relative vollstandig gelost hat. 

Daher die fundamentale Wichtigkeit der Aufgabe: Fur ein ge- 
gebenes Variationsproblem a priori die Existenz oder Nichtexistenz 
eines absoluten Extremums naehzuweisen. In alterer Zeit hat man 
geglaubt, aus der bloBen Existenz einer endlichen unteren Grenze fiir 
die Integralwerte ohne weiteres auf die Existenz eines absoluten Ex- 
tremums schlieBen zu diirfen. So ist z. B. das beriihmte Dirichlet’- 
sche Prinzip gerade auf den SchluB basiert, daB das Doppelintegral 

notwendig ein Mininmm besitzen musse, weil sein Wert stets ^ 0 ist. 

Weierstrass hat zuerst gezeigt, daB der SchluB falsch ist, da 
derselbe auf emer Verwechslung von unterer Grenze nnd Minimum 
beruht, und hat zugleich ein Beispiel 1 ) angegehen, welches die Unhalt- 
harkeit der Dirichlet’schen SchluBweise drastisch illustriert. Es ist 
die Aufgabe, das Integral +1 

J = J x 2 y' 2 dx 


*) WeierstkAvSs, Werke, Bd II, p 49. 
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zu einem Minimum zu machen in Beziehung auf die Gesamtheit aller 
in der Form y = y(x) darstellbaren Kurven der Klasse G r ? welche 
durcb zwei gegebetie Punkte (— 1, a) und (+ 1 , £>) gehen, wo- 
bei $ =4= & 

Die untere Grenze dieses Integrals ist gleich Null Denn emer- 
seits bann das Integral sicber nie negative Werte annehmen, wahrend 
andererseits zulassige Kurven angegeben werden konnen, welche dem 
Integral einen beliebig klemen Wert erteilen. So ist z B. die Funbtion 



eine zulassige Funktion, fiir welche man leicht die Ungleichung 



x 2 + s 2 ) y 2 dx = 


6(b — a ) 2 
2Arctg 1 


verifiziert, aus der durcb Verklemerung des Parameters e die Be- 
bauptung folgt. 

Die untere Grenze des Integrals ist also in der Tat gleicb Null. 
Trotzdem gibt es keme zulassige Kurve, fiir welche das Integral den 
Wert Null annimmt Denn wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von 
y' ware dies nur moglich, wenn der Integrand bestandig gleich Null, 
d. b. y konstant ware, und dies widersprickt der Voraussetzung a =4= 6. 

Obgleicb somit der SchluB von der Existenz einer endlicbeu 
unteren Grenze auf die Existenz eines Minimum s mcbt haltbar ist, 
so wirft sich doch die Frage auf, ob es mcht moglich ist, bei einem ge- 
gebenen Variationsproblem der Funktion unter dem Integrationszeicben 
oder der Mannigfaltigkeit der zulassigen Kurven (oder beiden) solcbe 
Beschrankungen aufzuerlegen, daB man die Existenz eines absoluten 
Extremums a priori feststellen kann, ahnlieh wie man etwa von einer 
in emem Intervall [ aid] definierten Funktion f(x) a priori die Existenz 
eines Maximums und Mmimums bebaupten kann, voransgesetzt, dafi 
man der Funktion die Bedmgung der Stetigkeit auferlegt 

Hilbert 1 ) bat nun in der Tat eine Metbode ersonnen, durcb die 
diese wichtige Frage in Angnff genommen und in gewissen Fallen 
vollstandig erledigt werden kann. Er bat den Grundgedanken der- 
selben an dem Beispiel der kiirzesten Lime auf emer Flache erlautert 


0 Jahresbericbte der Deutsclien Matkematiber-Vei einigung, 
Bd. VIH (1899), p. 184. 
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und auch eimge Andeutungen iiber die Ausdehnung der Methode auf 
das allgemeine Integral 

v z 

J =J f(x,y,y') dx 

gegeben 1 ). 

Die Hilbert’sehe Methode ist inzwisehen von Lebesgue 2 ) und 
Garatheodory 3 ) nicht unwesentlich veremfacht worden ; und unfcer 
Benutzung dieser Veremfaehungen 4 ) soil in diesern Kapitel die Existenz. 
eines absoluten Minimums des Integrals 

u 

J= I F(x,ij,x,y')dt, 

t ' 

* i 

bei festen Endpunkten, bewiesen werden, und zwar unter den folgen- 
den Voraussetzungen: 

A) Die Funktion F(x,y,x’ ,y) ist von der Klasse C"' und geniigt 
der Honiogeneitutsbeclingung 

F (x, y , kx, ky ) = l F(x, y, x, y\ k > 0 
in dem Bereich 

%: (x,y) in Si, F 2 + y' 2 =r 0 

B) Das Problem ist positiv definit 5 ) m einem im Innern von Si 
gelegenen Bereich 3l 0 . 

*) In Vorlesungen, Gottingen, Sommer 1900. Noble hat m seiner Disser- 
tation „Fme neue Methode %n der Variations? echmmg li , (Gottingen 1901) in 
§§ 5 — 14 diese Andeutungen im einzelnen durchgefuhrt. Seine Schlusse entbehren 
jedoch derjenigen Strenge, welche bei einer Untersnchung dieser Art unerlafilieb 
ist. Insbesondere sind die Entwicklnngen in §§ 9, 10 nnd 13 nicht ehrwandfreL 

Andeutungen eines auf wesentlich anderen Prinzipien beruhenden Existenz- 
beweises fur dasselbe Integral gibt Hadamard, Comptes Rendus, Bd CXL1II 
(1906), p. 1127 Der Beweis knupft an die Transformation der ersten Variation 
von Du-Bois-Reymond an. 

Hilbert selbst hat spater das Dirichlet’sche Prinzip ausfuhrlich mittels 
seiner Methode hehandelt, vgl. Festschrift zur Feier des hun dertf unfzi gj ahn gen 
Bestehens der Kgl . Gesellsehaft der Wissenschaften zu Gottingen; Mathematische 
Annalen, Bd. LIX (1901), p. 161; Journal fill Mathematik, Bd. CXXIX 
(1905), p 63 

Einen direkten Existenzbeweis fur den Fall des Dirichlet’schen Prinzips 
hat neuerdings unter sehr allgemeinen Voraussetzungen auch Beppo Levi ge- 
geben, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXII (1906). 

s ) Annali di Matematica (3), Bd VII (1902), p. 342. 

3 ) Mathematische Annalen, Bd LXH (1906), p 493 

4 ) In engerem Anschlufi an das uxspriingliche Hilbert’sche Verfahren ist 
der Beweis in meinen Lectures , Kap. VII durchgefubrt 

s ) Vgl. P* 277 - 
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C) Das Problem ist positw regular 1 ) in demselben Bereich Si 0 . 

D) Der Bereich 6l 0 ist beschrdnkt , abgeschlossen und konvex 2 ), 
•d. h. die Yerbindungsgerade je zweier Punkte von 8l 0 liegt ganz in £Ft 0 . 

Aus der Yoraussetznng C) folgt naeli § 35, e), daB das (verall- 
gememerte) Integral J entlang jeder ganz in £R 0 gelegenen rektifizier- 
baren Knrye einen bestimmten endlichen Wert hat. 

Es soil nun unter den Voraussetzungen A) bis D) bewiesen werden: 

Sind A t und A 2 irgend zwei verschiedene Punkte von 0l O7 so gibt 
es stets mindestens eine von A x nach A 2 fuhrende , ganz in £Fl 0 gelegene 
reMifizierbare Kurve §, wdche fur das verallgemeinerte Integral J ein 
absolutes Minimum liefert in Beziehung auf die Gesamtheit oiler rekti- 
fzierbaren Knrven, welehe in 3l 0 von A 1 nach A 2 gezogrn werden konnen. 

Diese Kurve %) besteht aus einer endlicken oder abzahTbcvr unend- 
lichen Menge von Extremalenbogen der Klasse O'", welehe abgesehen von 
ihren Endpunlten mi Innern des Bereiches £R 0 liegen, und aus Punkten 
oder Punktmengen der Begrenzung von £FL 0 . Die Kurve § hat uber- 
dies keine Doppelpunkte . 

§ 56 Em Hilfssatz liber die Existenz einer Grenzkurve. 

Wir basieren den zu fuhrenden Existenzbeweig nach dem \ or- 
gang von Lebesgue 3 ) und Caratheodory 4 ) auf den folgenden all- 
gemeinen Satz fiber die Existenz einer Grenzkurve: 

Es set eine unendliche Menge von rektifizierbaren Knrven, { © } , 
gegeben , uelclte zitei gegebene Punkte A 1 und A 2 verbmden , und welehe 
die Eigemchaft haben, daft die Menge ihrer Ldngen beschrdnkt ist. 

Alsdann kann man aus der Menge { } eine unendliche Folge von 
Knrven 9Tt: S 1; ® 2 , . . . 

hcrausgreifen der art, daji die Knrven gegen eine ebenfalls die Punkte 
A x und A 2 verbinclende, reMifizierbare Kurve § konvergieren . 

*) Vgl. p 214. 

% ) Die folgenden Resultate bleiben bestehen, wenn die Yoraussetzung D) 
durcb die allgememere Yoraussetzung D') exsetzt wird; 

D') Der Bereicb ist beschrankt, perfekt, zusammenh augend und zu 
jedem positiven s gehort eine zweite positive GroBe d s , derart, daB je zwei 
Punkte P\ P" von deren Entfernung kleiner ist als durch mindestens 
eine ganz in 0l o gelegene, gewohnliche Burve $ verbunden werden konnen, fur 
welehe: (Vgl eine analoge Bemerkung von Hahn, Monatshefte fur 

Mathematik, Bd. XVII (1906), p 67, FuBnote 8 )) 

3 ) loc eit. p. 346. 

4 ) loc cit p. 493. Der lm Text gegebene Beweis schlieBt sich im weseni- 
lichen an die Darstellung von Caratheodory an. 
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Darunter ist folgendes zu versteben. Die Kurven und !q lassen 
sicli derart dureb emeu zwischen denselben Grenzen yariierenden 
Parameter ausdrucken: 

s r : X = <p v (t), y-*M\ , = , == , 

daB fur jedes t im IntervaU \t x t 2 ) 

L (f v {t) = <p {t), L f r (t) = i> (t), 

t' = cc r — o o 

und zwar gleichmaBig m Beziehung auf das Intervall: ^ <C ^ 

Zur besseren Ubersicht beben wir die verschiedenen Etappen des 
Beweises ausdrucklieh bervor 

a) Vorbereitende Bemerkungen: 

Wir bemerken zunacbst, daB samtliche Kurven der Menge {(£} 
in einem beschrankten Bereicb der % 7 y- Ebene gelegen sind. Denn 
nach Voraussetzung gibt es eine positive GroBe G derart, daB fiir jede 
unserer Kurven (S die Ungleichung 

h<G (1) 

gilt, vvenn wir mit die Lange der Kurve & bezeiebnen. Ist daber 
P ein Punkt von (5, so ist 

j A x P\ <: arc A 1 P^h<G. (2) 

Wir wablen als Parameter zur Darstellung der Kurve © die GroBe 

( 3 ) 

& 

und erbalten so eine Parameterdarstellung, bei welcber der Parameter 
auf samtlicben Kurven der Menge { &} von 0 bis 1 wacbst, wabrend 
die Kurve von A t bis A 2 bescbrieben wird. 

Sind dann t',t" irgend zwei Werte von t im IntervaU [01], und 
bezeiebnen P&(0; -P<s(0 die denselben auf der Knrve & entsprechen- 
den Punkfce, so folgt aus (3) und (2) die fundamentdle Ungleichung 

'\p^(t')P & (t")\<G\t'~r\. (4 ) 

b) Konstruktion der Kurvenfolge 9TL: 

Wir greifen jetzt aus dem IntervaU: 1 eine abzahlbare, 

in diesem IntervaU iiberaU dichte 1 ) Punktmenge 

Kb 1 = 1,2,... ( 5 ) 

l ) Vgl. A I 6. Eine den Anforderungen genugende Menge ist z B. die Ge- 
samtheit der rationalen Zablen im Interval! [0 1]. 
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heraus und betrachten zunachst die Menge der dem Wert t = t 1 auf 
den verschiedenen Kurven © entspreehenden Pnnbte: 

{-PgCrJ}- (6) 

Dieselbe ist nacb dem vorigen beschrankt and besitzt daher mindestens 
einen Haufungspunkt^ den wir mit H(t^) bezeichnen. Wir konnen 
dann aus {©} eine unendliche Folge von Kurven 

9TI,: (£}, (Si,... 

herausgreifen , sodafi l ) 

L P\{t,) = fifa), 

/ = co 

indem wir mit PJ(^) den dem Wert t = r t entspreehenden Punkt 
der Kurve ©1 bezeichnen. Der Punkt ist dann zugleieh der 

einzige 2 ) Haufungspunkt der Menge 

X = 1,2, ... (7) 

Jetzt betrachten wir welter die Punktmenge 

{P|(r 2 )} ; A -1,2, .. (6a) 

Sei emer lhrer Haufungspunkte und {P\ (r 2 )}, ^ = 1, 2, . . . 

eme in (6 a) entkaltene unendliche Teilfolge, fur welche 

L P)M = H{ H ) 

/U = OO P 

Wir schreiben ©f statt ©*• und P 2 statt P) , und erhalten so eine 
zweite, in 9 [ TL 1 enthaltene, unendliche Kurvenfolge 

911 , : <£*, © 1 , . . 

fiir welche 

L P»(r s ;-JT( r 2 ). 

,11 = 00 

Zugleieh ist aber auch 

L P»(tJ - H{t x ). 

Heim da die Punktmenge {P^(t t )} s= { P) (r 1 )} in der Menge (7) ent- 
halten ist, so ist jeder lhrer Haufungspunkte, deren sie mindestens 
einen besitzt, zugleieh Haufungspunkt der Menge (7); diese hat aber 

*) Nach A I 4 Wegen der Bezeichnung vg]. p. 156, Fufinote 2 ) 
s ) JSTach dem leicht zu beweisenden Lemma: ,,Ist die unendliche Folge 
{ a v ) Convergent und l ihre Grenze , so ist l der einzige Haufungspunkt der 
Menge [a v ]; umgekehrt* Ist {ci v } eine abz'ablbare, beschrdnkte lineare Punkt- 
menge, welche nur einen einzigen Haufungspunkt l besitzt, so ist die unendliche 
Folge { a % } konvergent und I ihre Grenze.“ 
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nur den einen Haufungspunkt S{z 1 ), woraus die Behauptung nach 
dem oben 1 ) angefiihrten Lemma folgt. 

Jetzt betraebten wir welter die Punktmenge 

l*fr*)), (6b) 

und wenden auf sie die analogen Schliisse an, und indem wir so fort- 
fahren, gelangen wir nach w-maliger Wiederbolung des Yerfahrens zu 
einer unendliehen Kurvenfolge 

<S- 

■welche in 9Tt n _ , enthalten ist, und welche die Eigenschafb hat, daB 

L PT( x k )~H{x k ) 

7 s 09 

fur Jc == 1, 2 . . n, wobei PJYrJ den dem Wert t = r k entsprecbenden 
Punkt der Kurve E" bezeichnet. 

Hunmehr bezeicbnen wir: E£ = E ftJ P\ — P^ alsdann hat die 
Kunenfolge c^ ; . . . 

cZie Eigenschaft daft fur tedes A 

£ P T (r*) = #(**). (8) 

T = 00 

Denn da in STL* enthalten ist, so ist die Punktmenge 

k(. X k )> P&+ l( T *)? Pjc + zi 1 '*)’ * * V 

welche dieselben Haufungspunkte bat wie die Menge 

v — 1 , 2 , . . . 5 

in der Menge 

v — 1, 2, . . . 

enthalten und hat daher ebenso wie diese den einzigen Haufungspunkt 
S(rf}, woraus, wie oben, die Behauptung (8) folgt. 

c ) Konstruktion der Grenzkurve § : 

Yon dieser Kurvenfolge {E v } 
mussen wir nun nachweisen, daB sie 
m dem angegebenen Sinn gegen eine 
Grenzkurve konvergiert. 

Wir baben also zunachst zu zeigen, 
daB nicbt nur fur die Werte t = t k der 
Menge (5), sondem ftir jeden be- 
liebigenWert von A im Intervall [0 1] der zugehorige Punkt P v (t) der 

l ) VgL p. 424, Fufinote *). 
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Kurve fur v = oo gegen einen Grenzpunkt konvergiert. Wir gehen 
dazu von der Ungleichung aus 

[ P,(t ) pm > < : P,(f)PM) I + * P .M) p M) I + 1 PM p M) \, 

unter r A irgendeinen Punkt der Menge (5) verstanden. 

Die rechte Seite dieser Ungleickung ist nack (4) kleiner als 

2G't-r k \ + \F M (r k )PM)\- 

1st jetzt eine positive GroBe s beliebig vorgegeben, so konnen wir 
einerseits den Index k so waklen, daB 

\t — *1 I < 

da ja tj wie jeder Punkt des Intervalls [0 1], ein Haufungspunkt der 
Menge (5) ist. Andererseits konnen wir wegen (8) eme positive 
GroBe N angeben, so daB 

\P f M)PM)\<b 

sobald pt und v beide groBer als N sind. Daher ist alsdann 

I P ft (f) F v(f) I < *, (9) 

und daraus folgt nack dem allgemeinen Konvergenzprinzip *), daB der 
Punkt P v (t) fur v = oo gegen einen Grenzpunkt konvergiert, den 
wir mit H(t) bezeichnen: 

LP v (t) = (10) 

V — CO 

Zu jedem Wert von t im Intervall [0 1] gekort somit em Grenz- 
punkt H(t) Die Gesarutkeit dieser Grenzpunkte bildet eme Kurve ? 
die wir mit 

§: x=cp{t ) , y = Q^t^l 

bezeicknen. 

Es ist jetzt weiter zu zeigen, daB die Kurve S v gegen diese 
Grenzkurve § gleiekmaBig konvergiert: Die ganze Zakl N hangt 
von e und r k ab ? wir bezei cknen sie dementsprechend mit JSk(s,x^. 
Waklen wir jetzt aus der Menge (5) eine endlicke Anzahl von Ele- 
menten x k aus, so daB 

<><**<**< •••<**„< i an 

und so, daB die Differenz zweier aufeinanderfolgender GrroBen der 
Reihe (11) kleiner ist als s/36r, und ist N, die groBte der m ganzen 

ZahIea M\), MM ■; M,*iJ, 

*) Ygl A II 4. Man wende das Prinzip auf die Punktionen <p v (t), ip r (t) an 
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80 gilt die Ungleichung (9) fur jedes t im Intervall [01], sobald p 
und v beide groBer als N s sind ; vvomit die GleicbmaBigkeit der Eon- 
yergenz bewiesen ist. 


d) Eigenschaften der Grenzkurve 

Es bleibt jetzt nur nocb zu zeigen, daB die Grenzkurye § yon 
A t naeh A 2 ftibrt und rektifizierbar ist 

Das erstere ergibt si eh unmittelbar daraus, daB nach unserer 
Wahl des Parameters t 

PJO) — A 1} P r ( 1) = A 2 , 

woraus durch Grenzubergang folgt 

H(0)=A l9 Hi 1) = A s . (12) 

Weiter folgt aus der fundamentalen Ungleiehung (4) fur je zwei 
Werte t\t” von t im Interyall [01]: 

\W)p 9 (ty<Q t'-r , 

und hieraus durch Grenzubergang 

j&(t')j3(r)j^ g r-r |. (i3> 

Es ist also a fortiori 

\r-r\. 

Daraus folgt aber sofort, daB die beiden Funktionen (t) stetig 

und w von beschrankter Variation" 1 ) sind ? und dies ist die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Kurye § rekU- 
fizierbar 2 ) ist ; womit der im Eingang dieses Paragraphen ausgesprochene 
Satz in alien seinen Teilen bewiesen ist. 


*) Vgl. Jordan, Cours d’ Analyse, Bd I, Nr 07. Es sei f(t) eine in einem* 
Intervall [£ 0 £ x ] definierte Funktion und 

H : t Q <C r i ^ x 2 m 

irgendeine Teilung dieses Intervalls Wenn dann die obere Greuze der Summe* 

71 

I f { X v 4 - 1) f( x v) U (r 0 — t 0 jT n j^i^= ti) , 

r = 0 

fur alle Teilungen IT endlich ist, so heifit f{t) „?on beschrankter Variation 11 (a 
variation born 6 e) in [£ 0 

*} Vgl. Jordan, loc. cit. Nr. 105, 110 . 
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§ 57, Beweis des Hillbert’schen Existenztheorems. 

Wir geben jetzt dazu fiber, den im vorangehenden Paragrapben 
bewiesenen Hilfssatz auf das in § 55 formulierte Existenztbeorem an- 
.zuwendet) 

a) Eigen sebaften der unteren Grenze i(P'P"): 

Wir werden uns dabei der folgenden abkurzenden Bezeicbnungs- 
weise bedienen: Wenn P’, P" irgend zwei Punkte des Bereiches £R, 0 
sind, (die aueh zusainmenfallen diirfen), so bezeiebnen wir mifdTC^P' P") 
die Gesamtheit aller rektifizierbaren Kurven, welcbe in 9b 0 zon P' 
Hack P" gezogen werden kormen, und mit i(P' P") die unfcere Grenze 
der Werte, welcbe unser Integral 

J —J‘F(x,y,x',y')dt, 

in der verallgememerten Bedeutung von § 35, b) und e), entlang den 
verschiedenen Kurven der Menge SfTL(P' P") annimmt. 

Diese untere Grenze 1st stcts jpositiv, icenn P' 4= P * Denn nach 
Voraussetzung A) und B) hat die Punktion F(x ? y> cos y, sin y) m dem 
abgeschlossenen Bereicb: (x,y) m 9l 0 ; 0 <[;/<[ 2# ein positives Mini- 
mum m nnd ein positives Maximum M. 1st daher ® irgendeme 
Kurve von ^(P'P"), so erbalten wir, mdem wir die Bogenlange 
auf der Kurve © als Parameter emfilhren 1 ), 

0 < ^ P'P" , ^ ml^J^P'P") ^ jM 7 c , (14) 

unter die Lange der Kurve © verstanden Daraus folgt unsere 
Behauptung und zugleich, claB 

i(P'P")^m P r P" |- (15) 

Dagegen ist die untere Greuze i(P'P") gleich Null , wenn F"~F r : 

i(P r P f ) = 0 (16) 

Denn geben wir von P' nacb irgendeinem anderen Punkt P” von 
3l 0 entlang der Geraden 2 ) P'P" und dann von P" entlang derselben 
Geraden nacb P f zuriick, so stellt dieser Weg nach unseren Yoraus- 
setzungen iiber den Beieicb 3l 0 eine Kurve der Menge 9TL(P'P') dar; 
mdem wir aber den Punkt P" bangs einer Greraden gegen P f kon- 
vergieren lassen, konnen wir den Integralwert unter jede Grenze 
herunterdriicken, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

x ) Dafi die Ungleichung (14^ aucb fur das verallgemeinerte Integral gilt, 
folgt aus Grleichung (204 a) von § 35. 

*) Ira Pall der Voraussetzung D') ist anstelle der Greraden P'P" eine 
Kurve von P' nacb P", resp von P" nach P' zu setzen, vgl. p 422, FuBnote 2 ). 
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Da der Bereich £R 0 bon vex sein sollte, so diirfen wir die Un- 
gleickung (14) auf die Gerade 1 ) P r P" an wen den und erkalten so die 
weitere Ungleiehung 

i[P'P")^M\P'P-'\, (17) 

aus welcker unmittelbar folgt, daB 

L ?(P'P")~ 0 (18) 

p” = p' J 

Aus den beiden charaktenstisclien Eigenschaften der unteren 

Greuze folgfc weiter, daB fur irgencl drei Punkte P, P , P'' des Be- 
reiches 9l 0 die Ungleickung gilt 

HPP') + *(P'P") 5 i(PP"), (19) 

die sick sofort auf eme beliebige Anzabl von Punkten ausdehnen laBt. 

Die untere Greuze z(P'P") ist iiberdies eine stetige Funktion der 
Koordinaten der beiden Punkte P' ; P"- Den n aus (19) folgt fiir je 
zwei Punktepaare P',P" und Q\ Q" von £R 0 die Ungleichung 

- i{P'Q') - i\Q"P") i(Q' Q") - »(P'P") ^ i(Q'P') + i(P"<0. 


aus welcber nach (18) unsere Bekauptung unnaittelbar folgt, wenn 
wir Q' gegen P' und Q" gegen P" konvergieren lassen. 
b) Konstruktion der Hilbert’scken Kurve: 

Wir betrackten jetzt die Gesamtkeit 9 f TL(A 1 ^4 2 ) aider rektifizier- 
baren Kurven, welcke in 3l 0 von A 1 nack A% gezogen werden konnen, 
und bezeicknen die untere Grenze der zugekorigen Integralwerte mit K\ 

i ( A-i A.j ) === AT. 


Dann gibt es entweder unter den Kurven von ( S\L(A 1i A^) eme ; 
welcke dem Integral J den Wert K erteilt, in welckem Fall unsere 
Bekauptung bewiesen ist, oder aber wir konnen erne unendlicke Folge 
von Kurven 


9H°: 




aus der Menge < 3TL(A 1 A 2 ) kerausgreifen derart 7 daB die zugekorigen 
Werte des Integrals J, die wir mit 

j«, j\, . . j», . . 

bezeicknen, fiir v = oo gegen K konvergieren 2 ): 


L Jl-K. 

— cc 


( 20 ) 


Aisdann erfullt die Kurvenfolge {&°} die Bedmgungen des Hxlfs- 


x ) Vgl. FuBnote 2 ) aut p. 42S 

*) Vgl A 1 4. Die GroBe K ist Haufungspunkt der Menge der Integralwerte. 
Bolza, Vanationsrechnuiig 28 
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satzes von § 56. Denn die Kurven SJ verbinden s'amtlich die beiden 
Punkte A 1 und A 2 , sie sind rektifizierbar, und die Menge ihrer Langen 
ist beschrankt. Aus (20) folgt namlich, daB die Menge \J° v } beschrankt 
ist, und die TJngleichung (14) zeigt dann, daB dasselbe fur die Menge 
der Langen gilt. 

Somit konnen wir aus der Folge 9TL° eine Teilfolge 

9TI: 6^,..,®,... 

lierausgreifen, welch e gegen eine die beiden Piuikte A x und A 2 ver- 
hindende , reJdifizzerhare Gremkurue § Jconvergiert ' 

L <&,-$. ( 21 ) 

•»'= cO 

Da der Bereich Sl 0 abgeschlossen ist, so liegt die Kurve § gam 
in Sl 0 . 

Bezeichnen wir mit J v den Wert des Integrals J entlang der 
Kurve S T , so folgt aus (20), daB auch 

L J v = i(A x A 2 ), \ 22 ) 

V = -C 

da die Folge {J v } in der Folge {</£} enthalten ist. 

Die Kurvenfolge ( © T } hat nun die wichtige Eigenschaft, daB em 
analoger Satz fur jeden Bogen der Kurve gilt: 

Wir wahlen auf den Kurven © v und den Parameter t m der- 
selben Weise wie in § 56, a). Sind dann t r < t" zwei Werte von t 
im Intervall [01], und bezeichnen wir voriibergehend mit [J],]*'' den 
Wert des Integrals J entlang der Kurve © v vom Punkt t r bis zum 
Punkt t'\ und mit H\H' r die beiden entsprechenden Punkte H(t r ) ? 
H(t rf ) der Kurve so gilt allgemem der Satz 1 ), daB 

L [Jj; = i(H’W). (23) 

V =s 00 

Zum Beweis gehen wir aus von der nach Gleichung (210j von 
§ 35 auch fur das verallgememerte Integral geltenden Gleichung 

ra+ra'+ra^^- ( 24 ) 

Da wegen der Voraussetzung B): [/„)£' J r , so ist die Menge 

M] v — 1,2, •• (25) 

beschrankt; sie besitzt also mindestens einen Haufungspunkt 1%, und 
wir konnen eine Teilfolge aus (25) herausgreifen derart, daB 

l 

^ % = oo 

*) Vgl. OaratheodokYj loc cit., p 497. 
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Ebenso besitzt die Menge 

*■= 1,2,. • 

mmdestens einen Haufangspunkl L £ mid es existiert eine Teilfolge, 

I Ki-ft 

A ~ CA A 

gleiebzeitig ist dann auch 

A = * A 

Nunmehr folgt aus (24) imd (22), daB auch die Greuze 

existiert und endlieh ist, und daB 

L' + U;+L]„ = K. 


f' 26 ) 


Wir schreiben der Einfachheit halber u A statt v t und markieren 
auf den beiden Kuryen (£ und § die Pnnkte: 

P'- P^O, P"- ?*(*")•- i*'- J^O, jsr- J5T(0, 

und ziehen die Geraden 1 ) H' P r und 
P" H /r , die nach unserer Voraus- 
setzung D) im Bereieb 9\ a liegen. 

Dann gehort die aus der Geraden H r P 1 , 
dem Bogen P' P" der Kurve und 
der Geraden P" H” zusammengesetzte 
Kurye zu H" ). Der Wert des 

Integrals J entlang dieser Kurye ist also > Geben wir zur 

Grenze Jc = oo uber, so konyergieren die Punkte P r 7 P" gegen S',S r \ 
also das Integral J entlang den Geraden H' P' und P' r H" gegen Null 
Daber erbalten wir 

(27) 

Ebenso zeigt man, indem man die Kuryenziige 1 ) A x P r B! y resp. H" P" A 2 
betracbtet, daB 

U S i(AE'), Lb > i(£"A 2 ). (21a) 

Addiert man jetzt die drei Ungleicbungen (27), (27 a) und benutzt 
(26), so erhalt man 

KSKA^) + K Hf £") + <£"A)- 


p n 



*) Fur den Fall der Voraussetzung D / ) > vgl p. 422, FuBnote ®) 

28* 
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Andererseits ist aber nach (19) die rechte Seite > K. Die beiden 
Resultate sind nur vereinbar, wenn in (27) und (27a) (iberall das 
Gleichheitszeiehen gilt. Sonnt ist 

v; - i(H' H"), L\, = %{1 3" A,). (28) 

Nun war aber IS”, lrgendem Haufungspunkt der Menge (25); 
aus dem eben erhaltenen Resultat folgt daher, daB es der einzige 
sein mufi, und daher folgt das zu beweisende Resultat (23) nach dem 
auf p. 424 FuBnote 2 ) gegebenen Lemma. 

cj Minimaleigenschaft der Hilbert’schen Kurve: 

Wir wollen nunmehr nachweisen, daB das Integral J entlang der 
Hilbert’schen Kurve gleich der unteren Grenze K ist: 

(29) 

Der Beweis griindet sieb auf folgende charakteristische JEigenschaft 
der Rilbert’sehen Kurve: 

Sind JS y H', H" drei in dieser Ordnung aufeinanderfolgende 
Punkte der Hilbert’schen Kurve so ist 

- t(HH rr ), (30) 

Ist namlich: 0 ^ t < t' < t" ^ 1, und: 

JB" - H{t") , so ist 

rar+rar=Kir, 

woraus nach (23) durch Qrenziibergang unmittelbar die Gleichung 
(30) folgt. 

Aus dieser Eigenschaft der Kurve § ergibt sich nun der Beweis 
von (29) durch folgende Uberlegung: 

Wegen der Voraussetzung C) ist das verallgemeinerte Integral 
die Grenze der m § 35, c) defimerten Suinme 

71 

v = Q 

fur A x = 0 Wird die Teilung 77 so fein genommen, daB fiir jedes v 
die Entfernung \P V P V+1 \ klemer ist als die in § 33, c) fiir den Be- 
reich £R 0 defimerte GroBe d 0J so liefert die „kiirzeste“ Extremale 
von P v nach P v+1 einen nicht groBeren Wert fiir das Integral J als 
jede andere rektifizierbare *) Kurve, welche in 5h 0 von P v nach P vi . 1 
gezogen werden kann. 

*) P* 278, FuBnote *), und p. 291, Gleichung (211). 
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Liegt daher ® v selbst ganz in 3l 0 , so ist 

Liegt dagegen teilweise auBerhalb Sl 0 , so ist 

1 » , , , q <W, + 1 ) < ‘(PyPp + l): 

daraus iolgt, daB 

Un^nPrP^)- 


Nun ist aber nach (30) die rechte Seite gleich A = i(A 1 A 2 >; mdem 
man zur Grenze Ar = 0 ubergeht, erhalt man also 

Andererseits folgt aber aus der Definition der unteren Grenze K y daB 
> AT, es mufi also = K sem. 

Somit liefert m der Tat die Hilbert ; sehe Kurve § m dem an- 
gegebenen Sinn das absolute Minimum fur das Integral J 

Aus der Gleichung (29) folgt noch, daB fur je zwei aufemander- 
folgende Punkte H\ H" der Kurve !q: 

(81) 

Denn die linke Seite kann sicber niebt kleiner sein als die rechte; 
ware sie aber groBer ? so konnte man ; wie aus den eharaktenstiscben 
Eigenschaften der unteren Grenze i(II' H") folgt, dureb Abanderung 
des Bogens H' H" der Kurve § eine neue Kurve berleiten, welebe 
dem Integral J einen Wert erteilen wurde, der kleiner ware als K , 
was niebt moglicb ist 


d) Welter e Eigenscbaften der Hilbert’scben Kurve: 

Es sind jetzt noch die m § 55 behaupteten Eigenscbaften der 
Kurve !q nacbzuweisen. 

Es ist zunaebst klar, daB die Kurve § keine Doppeljounkte be- 
sitzen kann, d. b daB zwei versebiedenen Werten von t stets zwei 
versebiedene Punkte von Q entspreeben Denn ware H(t') = M(t"\ 
t f <.t", so konnte man dureh Unterdriickung des Bogens [£'£"] aus 
§ eine neue Kurve berleiten, entlang welcher der Wert des In- 
tegrals J wegen unserer Yoraussetznng B) kleiner ware als AT, was 
unmoglieb ist. 

Die Punkte der Kurve § werden nun im allgememen zum Teil 
im Innern von Sl 0 liegen, zum Teil auf der Begrenzung. Es sei 
= {*£}, resp. £6= {^} die Gesamtbeit derjenigen Werte von t im 
Intervall [01], welch en Punkte der Kurve § entsprechen, die im 
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Innern, reap. auf der Begrenzung des Bereiches 9l 0 liegen. Axis der 
Stetigkeit der Kurve § folgt dann, daB jeder Punkt u yon 3 zugleicb 
ein innerer Punkt der Menge 3 ist, mit Ausnahme yon t = 0 und 
t = 1, falls diese Punkte iiberhaupt zu 3 geboren sollten. Daber laBt 
sicb ein den Punkt u in semem Innern enthaltendes Teilintervall [a /3] 
yon [01] bestxmxnen, derart daB alle mneren Punkte des Intervalls 
[a/3] zu 3 geboren, wabrend die Endpunkte a, ft zu geboren, auBer 
falls dieselben etwa mit 0 oder 1 zusammenfallen sollten. Die Menge 
3 besteht daber aus emer endlichen oder unendlicben Menge solcber 
offenen Intervalle, die sich nicbt gegenseitig uberdeeken. Nach einem 
Satz yon Cantor 1 ) ist die Menge dieser Infceryalle abzahlbar, so 
daB wir sie mit 

, . {KWl, 

bezeichnen dtirfen. 

Wir baben jetzt zu beweisen, daB jedem solcben Interval! [# v /? v ] 
auf der Kurve § ein einziger Extremalenbogen A V JB V entspricht, 
welcher, abgeseben von den Endpunkten, ganz im Innern des Be- 
reicbes Sl 0 verlauft 

Sei in der Tat t 0 ein Wert von t zwiscben a v und und Sq 
der entsprechende Punkt der Kurve §; derselbe liegt dann im Innern 
von 3l 0 * daher kdnnen wir eine Umgebung (d) des Punktes Jff Q an- 
geben, welebe ganz in 3i 0 liegt Perner gebort zum Bereicb 3i 0 eine 
wie m § 34 ; b) definierte positive GroBe r 0 ; es sei 6 die klemere der 

beiden GroBen -—• Dami kdnnen wir wegen der Stetigkeit der 

Kurve § rechts und links von t zwei Werte r 2 und r 1 so nabe bei t 0 
annebmen, daB der dem Interval! \y x r 2 ] von t entspreebende Bogen 
der Kurve § ganz im Innern des Kreises (JST 0? <?) liegt 

Da alsdann S X S^ <2tf<^r 0 , so kdnnen wir von nacb 
eine „kurzeste^ Extremale ® zieben; dieselbe ist von der Klasse C"\ 

besitzt keine mehrfacben Punkte 2 ) und liegt ganz im Innern des 

Kreises (j3" 1? 26). Sie liegt daber aucb a fortiori un Innern des 

Kreises (Z7 0 , 4 a), also sicber aucb im Kreis (JT 0? d) und somit ganz 

im Bereicb Sl 07 woraus folgt, daB 

Andererseits ist der Bogen B 1 H 2 der Kurve § von der Klasse 3 ) K ] 
er liegt im Innern des Kreises (H 0 , 6) und daber a fortiori im Innern 
von 26), somit aucb im Innern des Kreises r Q ). Ang enommen 
dieser Bogen entbielte mindestens einen Punkt, welcber nicbt auf dem 

*) Mathemafciscke Annalen, Bd XX (1882), p 118 

*) Vgl. Satz I von § 33 s ) Ygl § 35, b). 
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Extremalenbogen @ liegt, so warde nacb. § 35 ; d), Ende, auf Grand 
des Osgood’schen Satzes 1 ) folgen, dab 

J%(S 1 3 2 )>M£[ 1 3 2 ). 

Das ist aber wegen (31) ein Widersprueh mit dem eben gefundenen 
Resultat; also muJ3 jeder Punkt des Bogens S 1 3^ der Kurve § auf 
dem Extremalenbogen © liegen. 

Siud die beiden Bogen dargestellt durcli 

§ : x = <p(t), y = tp(f), r 2 , 

x = x{s), y = y(s), s 2 , 

so bedeutet das eben bewiesene Besultat analytiseb, da6 es eme im 
Intervall [r^] eindeutig definierte Funktion s = s(f) gibt., fur welche 

in diesem Intervall /A — 

5 i < s (t ) < s i> 

z(s(t)) = cp(t), y(s(.t)) = 

Urn die Identitat ier beiden Bogen nackzuweisen, ist mm iiber- 
dies nock zu zeigen, daB diese Funktion s(t) stetig ist und bestandig 
zunimmt. 

Urn die Stetigbeit in einem Punkt t' zu beweisen, ketraekten wir 
irgend eine Folge {t v } Ton Werten der Variabeln t, welcke t' zur 
Grenze kat, und fiir welcke die Folge {$(£„)} konvergent ist; sei s' 
der Grenzwert. Dann folgt aus der Tatsacke, daB der Bogen @ keme 
Doppelpunkte kat, daB s' = $(t r ) sein muB, woraus sick in kekaimter 
Weise 2 ) die Stetigkeit yon s (t) in t' ergibt. 

Weiter kat aber auck die Kurve §, wie wir geseher kaben, keine 
Doppelpunkte. Daraus folgt, dafi zwei Tersckiedener Werten von t 
stets zwei versckiedene Werte von s (t) entsprechen, und kieraus 
scklieBt man nunmekr leickt, daB die Funktion s(i) bestandig wackst. 

Die beiden Bogen sind also identisch, da ikre analytisehen Dar- 
stellungen dnrck eine zulassige Parametertransformation ineinander 
ukergefiikrt werden konnen (vgl. § 25, a)). 

Nun war aber t 0 ein beliebiger Wert von t zwiscken a, und /?„; 
daraus folgt, daB der Bogen A V B V der Kurve aus einem eimigen 
Extremalenbogen der Klasse C'" bestekt. 

Hiermit ist der in § 55 ansgesproekene Satz m alien seinen Teilen 
kewiesen. 

1) Der Satz von § 33, c) mirde hut zu der Ungleichung )> 'Bi -Hj) 

fukren; erst die Anwendung des Osgood’scken Satzes liefert die tier notige 
starkere Ungleichung mit dem Zeiohen > 

2 ) Vgl z. B. Veblen and Lenses, Introduction to Analysis, p. TO, Corollaiy 7. 
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Wir erwahnen noeli folgenden Zusaiz zum Existenztheorem: 

1st der Bereich 3i 0 besehrauld, per f eld, zusammenhangend und 
extremal-lionvex 1 ), so bestelit die Hilbert’ scJie Kurve § aus einem ein- 
0 igm Extrem alenhogen. 

Zunachst folgt namlich aus Gleichung (184b) yon § 33, daB in 
diesem Pall die Voraussetzung D r ) erfullt ist, wobei die kiirzeste 
Extremale von P' nacb P" an S telle der Kurve $ tritt. Sodann 
gelten die obigen Schlusse nunmehr fur jeden Bogen JS, H 2 der 
Kurve §, mag derselbe Punkte der Begrenzung von 9\ 0 enthalten 
oder nicbt, wofem nur die beiden Punkte H ly H 2 Innreicbend nabe 
beiemander gewahlt werden. Denn unter unserer gegenwartigen Voraus- 
setzung liegt die kiirzeste Extremale von H x nacb H 2 dann stets ganz 
im Bereicb 9l 0 . Daraus folgt, daB die dort fur den Bogen A v B r ab- 
geleiteten Resnltate jetzt fur die Kurve Jp in ibrer ganzen Ausdebnung 
gelten. 

Be is pi el I* (Vgl. pp. 1, 88, 79, 398). 

Wir wollen schlieBKch rtoch das Hilbert’sebe Existenztheorem auf die 
Prage des absoluten Minimums bei dem Problem der Rotationsfkche kleinsten 
Inhalts anwenden. Es bandelt sich darum, das Integral 

y~\f x ' 2 + y'^dt 

h 

zu emem absoluten Minimum zu macben m Beziebung auf die Gesamtheit aller 
gewohnlichen Kurven, welche in dem Bereicb 51 y 0 von P 1 nacb P 2 gezogen 
werden konnen 

Wenn es iiberhaupt erne Kurve gibt, welche ein absolutes Minimum fur 
das Integral J liefeit, so muB dieselbe a fortiori aucb ein relatives Minimum 
liefern. FFun baben wir aber fruher 2 ) das Problem des relativen Minimums voll- 
standig gelost: dasselbe bat je nacb der Lage des Punktes P 2 entweder eine 
einzige Ldsung, namlich die Golds chmidt’sche diskontinuierliche Losung 
oder aber zwei Losungen, namlich die diskontinuierliche Losung ® und auBer- 
dem nocb erne Kettenlinie @ 0 mit der #-Acbse als Direktrix, welcbe den zu P x 
konjugierten Punkt nicbt entbS.lt Sobald wir also beweisen konnen, daB ein 
absolutes Minimum uberbaupt existiert, so folgt im ersten Pall unmittelbar, daB 
dasselbe von der Kurve $ geliefert wird, wabrend im zweiten Fall die Losung 
diejenige unter den beiden Kurven und $ sein muB, welcbe den kleineren 
Wert fur das Integral J liefert. 

Wir konnen nun zwar das Hilbert’sebe Existenztheorem m der Pormu- 
lierung von § 55 nicbt direkt auf unser Beispiel anwenden, da unsere Voraua- 
setzungen im Bereicb 51 nicbt erfullt sind. Dagegen fuhrfc die folgende von 
Mary E Sinclair 3 ) herrubrende Uberlegung zum Ziel. 

*) Each der Definition von § 33, b). 2 ) Vgl p. 399. 

3 ) Ygl. Annals of Mathematics (2), Bd. IX, (1908) p. 151. 
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Wenn zunaehst die Entfernung der Leiden Punkte P 2 , p„ grofier oder 
gleieh y x ~f y* ist, so ist die Lange jeder zulassigen Kurve ^ y 1 -f- y 2J und da- 
her folgt nach dem in § 52, b) mitgeteilten Satz von Todhuntei sofort, daB in 
diesem Fall die diskontinuierliche Losung & einen klemeren Wert fiir das Inte- 
gral J liefert als jede andere zulassige Kurve 

Es bleibt also nur der Fall zu betracbten, wo* P l P 2 <y 1 +y<». In 
diesem Fall konstruieren wir die Ellipse mit den Brermpunkten P n fur 
deren Punkte P r> x, , f r> 

p i p i + l- pp = & +2/,, 

und bezeichnen das Innere derselben zusammen mit der Ellipse selbst mit dl 0 . 
Fur lrgend einen nicht auf der Ellipse gelegenen Punkt Q ist dann. 1 ) 

P 1 Q i + p 2 Q <Vi+y* Oder > y Y -f y 2 , 

je naehdem der Punkt im Innern oder auBerhalb der Elliiose liegt. Daraus folgt, 
daB die Ellipse ganz im Innern der oberen Halbebene hegt. 

Femer folgt, daB die Lange jeder zul&ssigen Kurve, welche nicht ganz 
im Innern der Ellipse verlauft, > y 1 + y s , und daher liefert nach dem ehen er- 
wahnten Todhunter’schen Satz jede solche Kurve fur das Integral J einen 
groBeren Wert als die diskontinuierliche Losung & 

Andererseits sind fur den Bereich #t 0 die Yoraussetzungen A) bis D') fiir 
das Existenztheorem erfullt. Daher gibt es mmdestens eine rektifizierbare, von 
P x nach P 2 fuhrende, ganz m £R 0 verlaufende Kurve £>, welche einen nicht 
groBeren Wert fiir das Integral J liefert, als jede andere rektifizierbare Kurve, 
welche in £FL 0 von P t nach P 2 gezogen werden kann. 

Liegt die Kurve § ganz im Innern der Ellipse, so besteht sie nach dem 
Existenztheorem aus einem einzigen Extremalenbogen, sie mnB also mit der oben 
erwahnten Kettenlinie @ 0 identisch sein In diesem Fall liefert daher entweder 
die Extremal e oder die diskontinuierliche Losung St oder beide das gewunschte 
absolute Minimum, je nachdem •fc, < oder > oder = 

Liegt dagegen die Kurve § nicht ganz im Innern der Ellipse, so ist lhre 
Lange > y x + a ^ e ruindestens emen Punkt P der Ellipse enthalt und 

nicht mit dem (ieradenzug P x PP a identisch sein kann. Daher ist, wie man 
leicht aus dem Satz von Todhunter ableitet, J ^ woiaus folgt, daB m 

diesem Fall die Kurve St das absolute Minimum liefert. 

Nachdem so die Existenz eines absoluten Minimums bewiesen ist, bleibt 
nur noch iibrig, fur den Fall, wo der Punkt P 2 im Innern des auf p. 81 defi- 
nierten Bereiches I liegt, zu entscheiden, welche von den heiden Kurven (£ 0 und 
£ den kleineren Wert fiir das Integral J liefert Diese Fiage ist von Mac Neisb 2 ) 
untersucht woiden. Er findet folgende Resultate: 

Auf jeder voin Punkt P x ausgehenden Kettenlinie mit der .r-Achse als- 
Direktrix gibt es zwischen P t und dem zu P 1 konjugierten Punkt P[ einen 
und nur einen Punkt P'/, fur welchen der Bogen P 1 Pt[ der Kettenlinie dem. 

x ) Vgl. z. B. Briot et Bouquet, Lemons de Geometrie analytique, 14 6me ed. 
„p 224. 

2 ) Annals of Mathematics; (2), Bd. YII (1905), p 72. 
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Integral J deuselben Wert erteilt, wie die diskontmuierliche von P ± nach P" 
fuhrende Losuug. 

Der Ort der Puake P" ist eine Xurve welche eme abnlicke Gestalt 
hat wie die Ehirve und welche den Bereieh I in zwei 
Q) ^ Teile I' und I'' zerlegt (siehe Fig 101). Liegt der Punkt P 2 

1 ' im Innem von I', so liefert die Kettenlinie den kleineren 

i , Wert; liegt der Punkt P 2 auf der Eurve (3, so liefern beide 

I 1 1 Losungen denselben Wert; liegt dei Punkt P s im Innern 

P I J des Bereiches I", so liefert die diskontmuierliche Losung 

^ I den kleineren Wert 

/' Soimt erhalten wir folgendes Schluhresultat 

I \ IT Liegt der Punkt P 2 im Innern des Bereiches 1', so 

J/ , liefert die Kettenlinie, und nur sie , das absolute Minimum 

1 ' s —s f ' Liegt der Punkt P t auf der Kurve (3, so liefern die 

f ‘ Kettenlinie und die diskontmuierliche Losung beide das ab- 

sr f t solute Minimum. 

^ f ' Fur jede andere Luge des Punktes P 2 liefert 

~~ x die diskontmuierliche Losung , und nur sie, das ab- 

Fig ioi. solute Minimum. 


§ 58. Ein Satz von Darboux fiber das absolute Extremum. 

Wemi langs emer vom Punkt P x ausgehenden Extremalen @ 
die Bedmgungen (IP) und (IV’) von § 32, b) erfullt sind, so wird 
ein Bogen P t P 2 dieser Extremalen em starkes relatives Minimum filr 
das Integral J liefern, solange der Punkt P 2 zwiscben P x und dem 
zu Pj konjugierten Punkt P[ liegt; das relative Minimum wird da- 
gegen aufboren (abgeseben you clen beiden in § 47, c) angefubrten 
Ausnabmef alien), wenn der Punkt P 3 mit P' zusammenfallt. 

Aus der Beziebung zwiscben dem relativeu und dem absoluten 
Extremum folgt daber a priori, daB das absolute Extremum spatestens 
im Punkt P' aufboren nmfi. Darboux 1 ) bat nun aber gezeigt, daB 
das absolute Minimum stets set ion vor dem relativeu aufhort \ wenn die 
eben erwabnten Ausnabmefalle ausgescblossen werden. 

Denn da wir voraussetzen, daB der Extremalenbogen P t P[ sebon 
kein relatives Minimum mebr liefert, so konnen wir erne benachbarte, 
von P x nacb P[ fiibrende Kurve & angeben, fur welcbe die Differenz 

einen positiven Wert bat. Wahlen wir damn den Punkt P 2 zwiseben 
P x und P' so nabe bei P x ', daB zugleicb 2 ) 

*) Theorie des surfaces , Bd III (1894), p. 89; vgl auch Zermelo, Jahres- 
bericht der deut schen Mathematikerveremigung, Bd XI (1902), p. 184. 

s ) Wegen der Bezeichnung ©~ T vgl, § 25, b). 
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\WPD\<*> <*, 

’ ) ** i “■ 

so erteilt der aus der Kurve E und dem Bogen P[ P 2 der Kurve S" 1 
zusainmengesetzte Weg dem Integral J einen kleineren Wert als der 
Extremalenbogen P 1 P 2 m -> letzterer liefert 
also siclier kein absolutes Minimum. 

Darboux scblieBt dann weiter (wenig- 
stens fur den speziellen Fall der geo- 
datischen Lmien), daB es zivischen P t und P[ 1 
einen ganz bestimmten Pitnlrf P" geben 
mu/d 1 ), derart da/d der Extremalenbogen P 3 P 2 fur P x P 2 P" das 
absolute Minimum liefert , dagegen mcht mehr fur P'' -< P 2 

Um eme feste Grundlage fur den Beweis zu baben, nebmen wir 
an, daB fur das betrachtete Variationsproblem die Voraussetzungen 
A), B), C) und D') von § 55 erfullt smd, und daB der Bogen P X P[ 
der Extremalen © ganz im Innern des Bereiches Sl 0 liegt 

Wir wahlen den Punkt P 2 beliebig auf dem Extremalenbogen 
P 1 P 1 / und betracbten m der Bezeichnung you § 57 die Differenz 

( 32 ) 

Sind t 17 t 2 , t[ die Parameter der Punkte P l7 P 2 , P/ auf der Extre- 
malen so ist die Differenz (32) eme im Interval! tf ein- 

deutig definierte Funktion von t 2 , die wir mit f(t 2 ) bezeichnen. Nacb 
§ 57, a) ist dieselbe in dem angegebenen Intervall stetig und nacb 
der Definition des Zeickens i(P x P 2 ) ist fibei-dies 

f(t 2 ) 5 0 fur t x <? t 2 ^ tf (33) 

Ist t 2 binreicbend nabe bei t x , so ist f(t 2 ) = 0, weil dann nacb § 33, a) 
und c) der Extremalenbogen P t P 3 das absolute Minimum des Inte- 
grals J liefert; ebenso ist wegen (16): f(tf) = 0 

Andererseits ist nacb der uber den konjugierten Punkt P[ ge- 
macbten Annahme 

m>o 



rig. 102. 


Es sei jetzt t x die untere Grenze derjenigen Werte von t 2 im Inter- 
yall fur welcbe f(t 2 ) > 0. Dann folgt aus der Stetigkeit von 

f(t 2 ), daB f(f') = 0, sodaB also wegen (33) 


Dagegen ist 


f(h) = 0 fiir h < t* < # i- 

fit, f) > 0 fur t" < i 2 <J t[. 


Wegen der Bedeutung des Zeickens -< sieke p 190. 


(34) 

(35) 
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Denn wenn t 2 zwisehen den angegebenen Grenzen liegt, so konnen 


t '' stets zwisehen f[ und t 2 einen Wert t B 
Dann gibt es nach der Bedeutung des 


wir nach. der Bedentung von 
frnden, fur welchen f(t z ) > 0, 

Zeichens i(P l P z ) eme der Menge < 3\1{P 1 P B ) angehonge Kurve ©, fur 

welche j ( 1 (p 1 p s )<j^p 1 p s ). 


Also liefert auch die aus der Kurve © und dem Bogen P 3 P 2 von © zu- 
sammengesetzte Kurve einen klemeren Wert fur das Integral J a Is 
der Bogen P X P 2 von es muB also m der Tat /(f 2 ) > 0 sein Die 
hiernut bewiesenen Kelationen (34), (35) driicken aber gerade den 
oben ausgesprochenen Satz aus. Dariiber hinaus gilt aber noch der 
folgende Satz: m 

Liegt der Punki P 2 zwisehen P ± und P", so ?$t der Bogen P 1 P 2 
der Extremalen © die einzige Kurve , welciie das absolute Minimum 
liefert, mit anderen Worten: dieser Bogen erteilt dem Integral J einen 
klemeren Wert als jede andere rektifizierbare Kurve, welche m £R 0 
von P a nach P 2 gezogen werden kann. 

Denn angenommen, es gabe eme von dem Extremalenbogen © 
verschiedene Kurve © der Menge STL (P a P 2 ), fur welche 

J^p.p,) - J s (AP 2 ) (= PAPA-, (36) 

dann hat die Kurve E aJle m § 57, d) von der Hilbert’schen Kurve 
§ bewiesenen Eigenschaften Da der Punkt P 2 ein mnerer Punkt 
von ist, so besteht sie dahei, falls sie ganz nn Innern von 9l 0 
liegt, aus einem einzigen Extremalenbogen, oder aber sie besitzt, falls 
sie Punkte nut der Begrenzung von SL 0 gememsam hat, emeu letzten 
der Begrenzung von Si Q angehongen Punkt P s , und es ist dann der 

Bogen P 3 P 2 em Extremalenbogen. In 
beiden Fallen kann die Kurve E lm 
Punkte P 2 die Extremale © meht gleicK 
smnig bertihren; denn sonst miifite nach 
§ 23, c) und d) und § 27, a) wegen der 
Voraussetzung C) entweder die Kurve © 
mit dem Bogen P X P 2 der Extremalen © 
identisch sein, oder sie mtiBte diesen 
Bogen als Bestandteil enthalten; ersteres verstoBt gegen unsere An- 
nahme iiber die Kurve ©, letzteres gegen die Voraussetzung B) und 
die Gleichung (36). 

Nunmehr 1 ) konnen wir emerseits auf der Kurve S einen Punkt 
P 4 und andererseits auf der Extremalen © zwisehen P 2 und P" emeu 



*) Vgl fur diesen. SchluB Dabboux, loc. cit. p. 90, FuBuote. 
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Punkt P 5 annehmen, beide so nabe bei P 2 , daB wir nach § 33, c) 
von P 4 nach. P 5 eine ganz m Sl 0 verlaufende „kiirzeste u Extremale 
©' ziehen konnen, welche einen kleineren Wert fur das Integral J 
liefert, als die wegen der Ecke ini Punkt P 2 sicher von ihr ver- 
schiedene, zusammengesetzte Kurve P 4 P 2 P 5 . Dann ist aber nach (36) 

Wp 5 ) = ypyj t- «t 8 (p # p 6 ) > J e fp t p 4 ) + y(p 4 p 5 ) 


Das ist aber mcht moglich, well nach (34;: J (l (P l P h ) = ;.(P 1 P 5 ). Es 
kann also keme Kurve © yoh den angegebenen Eigenschaften geben, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist 

Der Punkt P” hat die weitere, fur geodahsclie Lmien ebenfalls 
schon von Dakboux bemerkte Eigentumlichkeit, daB es eine von dem 
Bogen P x P" von S v erschiedene Kurve § der Menge 911 (P 1 P''; gibt , 

/«> «^(PiP,'i = ^(Ap;). (37) 


Zum Beweis nehmen wir auf der Extremalen @ zwischen P" und 
P( eme unendliche Folge Yon Punkten { Q , } an, welche fur i' = oo 
gegen P" konvergiert. Fiir jedes i/ gibt es dann nach dem Hilbert 1 - 
schen Existenztheorem eine nach (35) Yon dem Ext rein alenbo gen P x Q r 
you © verschiedene Kurve ©, von 911 (P x ^ J( ), fur welche 

Pc^py.) = *YPy). 


Bezeichnen wir mit die aus der Kurve ©„ und dem Bogen $,P X ' 
von @ _I zusammengesetzte Kurve, so konvergiert nach § 57; a) der 
Wert des Integrals J® 1 (P 1 P^) fur v = oo gegen i(P 1 P[') Daher 
konnen wir nach § 57, b) aus der Folge {$ r } eme Teilfolge 
herausgreifen, welche fiir k — oo gleichmaBig gegen eine Kurve § der 
Menge 91X(P 1 P(') konvergiert, fur welche 

P«(PiPi')-*‘(P 


und fur welche also wegen (34) die Grleichung (37) gilt. 

Angenommen diese Kurve § ware mit dem Bogen P ± P( der 
Extremalen © identisch. Dann konnten wir, da der letztere ganz lm 
Inneren von Sl 0 liegt, eme ganze Zahl n angeben, so daB samtliche 
Kurven fur welche k > n, ebenfalls im Innern von Sl 0 liegen. 

Dann muBten aber nach § 57, dj die Kurven ©^ fiir k> n Bogen der 
Extremalensehar durch den Punkt P 1 sein, deren Schnittpunkte Q , 
mit der Extremalen © fiir 7c — oo gegen P " konvergieren. Da P" 
kein zu P t konjugierter Punkt (im weiteren Sinn) ist, so fuhrt dies, 
wie man leicht zeigt, zu einem Widerspruch mit der in § 29, c) be- 
wiesenen Eigenschaft nicht-konjugierter Punkte. Somit muB also die 
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Kurve § you dem Bogen P 1 P" der Extremalen S verschieden sein ? 
womit unsere Bebauptung bewiesen ist. 

Bestimmt man auf jeder Tom Punkt P 1 ausgehenden Extremalen 
den Punkt P", so ist der geometrische Ort des Punktes P" eine 
Kurve 1 ), die wir nut @ bezeicbnen, und die fur das absolute Extre- 
mum dieselbe Rolle spielt, wie die Enveloppe % fur das relative 

Liegt die oben mit bezeiehnete Kurve ganz un Innern des Be- 
reicbes Sl 07 so bestebt sie aus einem einzigen, von P 1 nacb P” fiihren- 
den Extremalenbogen. Wegen der Voraussetzung B) konnen wir 
sowobl auf § als auf @ den Integralwert a ala Parameter einfubren 
und beide Kurven m der Normalform (188) von § 33, c) darstellen: 

x = f[u, a 5 ], y = ^[m, a 0 J, 0 < u ^ c, 
x = <p[u,a J, y = ip[u, aj, 

wobei £ den fiir beide Kurven gememsamen Integralwert lm Punkt P" 
bedeutet, wabrend a t 4= # 0 * Ini Punkt P" ist dann 

(f[c, aj = <p\c, %], %>[c, aj = ip[c, a 0 ] 

Diese Grleiebungen sagen aber aus, daB der Punkt P” em DoppelpunM 
der Transversalen 

%*=z<p[c, a], y^^[c } a], 0 a <; 2?r (38) 

der Extremalenschar durch den Punkt P t 'ist. 

Die vorangehenden allgemeinen Satze wer- 
den durch die m § 57, e) fiix die Rotation sfi ache 
klemsten Inhalts erhaltenen Resultate bestatigt 
Noch einfacher ist das folgencle Beispiel 2 ), 
'welches zugleich zeigt, dafi analoge Satze auck 
fur Probleme mit vanabeln Endpunkten gelten; 

JDie kurzeste Kurve von emem gegebenen 
Punkt P 1 nach emer gegebenen Ellipse zu ziehm. 

Die gesuchte Kurve ist nach § 40 eine 
von P t auf die Ellipse gefallte Normale 
Ist P 2 der zum Punkt P 2 gehorige Kriimmungs- 
mittelpunkt der Ellipse, so liefert die Normals 
P 1 P 2 ein relatives Minimum, wenn der Punkt P, 
auf derselben Seite des Punktes P 2 liegt wie 
der Punkt P 2 . Dagegen hort das relative Mini- 
mum auf, wenn P 2 mit P 2 zusammenfallt 


b Zermelo, loc. cit p. 185, nennt diese Kurve fiir den Fall der geodatischen 
Linien die v Doppelab$tands]curve“ 

2 ) Ygl. Darboux, loc. cit , p 91 
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(aufier wenn P' rent emer der auf der groBen Achse der Ellipse gelegenen 
Spitzen P 4 und P 4 der Evolute g zusammenfallt 

Zwischen dem Punkt P 2 der Ellipse und dem Krumnmngsmittelpunkt PL 
existiert nun * abgesehen von dem eben eiwahnten Ausnahmefall) stets ein Punkt 
P 2 ", von dem aus auBer der Xorxnalen P"P 2 noch erne zweite, mit lbr gleich- 
lange ISTormale P 2 "P 3 an die Ellipse gezogen werden kann, namlieh der Sctmiit- 
punkt der Normaien im Punkt P 2 mit der groBen Achse der Ellipse 

Liegt dann der Punkt P 1 zwischen P 2 " und P 2 oder jenseits des Punktes 
P 2 , so liefert die Normale P 1 P 2 , und nui* sie, das absolute Minimum; fallt P 1 
mit PLL zusammen, so liefern die gleichlangen bTormalen P"P 2 und P"P 3 beide 
das absolute Minimum; liegt P 1 zwischen PL r und P 2 , so liefert die Noimale P x P* 
noch. das relative, aber meht mehr das absolute Minimum; von PL an hurt auch 
das relative Minimum auf 

Die Kurve (3? ist also hier das Segment P 4 P 4 der groBen Achse ; dasselbe 
ist in der Tat (zusammen mit dem entsprechenden Segment P 6 P£ der klemen 
Achse) der geometnsche Ort der im endlichen gelegenen Doppelpunkte der 
Parallelkurven 2 ) der Ellipse , welche im gegenwartigen Fall an die Stelle der 
Transversalenschar (38) tntt 


x ) Diese Spitzen smd namlieh geiade von der ausgeschlossenen Art, m 
diesem Ausnahmefall, weleher eintntt, wenn der Punkt P t auf der groBen Achse 
der Ellipse liegt, gelten auch in der Tat die Darboux’schen Satze nicht mehr 
2 ) Vgl z. B Loria, Speziette ctlgebraische und transzendente Kurven , (1902* 
p. 648. 
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1. Fur Beispiei XVII F = & ie Transversdhtatsbedmgung auf- 

zustelleu (fc 36) 

Losung 

y l sm 2 0j ( — sin 2 6 t cos 6 1 ~f (2 -f- cos 2 0 t ) sm^) = 0. 

(Kneserj 

2* Fur Beispiei XIII: F = 6r(#, «/) ]/#' 2 + ?/ /2X die Transversalitdtsbedtngung 
mitt-els der Indikatnx abzuleifcen (§ 36) 

3 Fiir Beispiei XIV: 

F ~ \ (xy -r- y F) — B ~}/x' 2 -J- V '^ ' 

aj Die Transversahtatsbedmgung aufzustellen. E lem entarge ometris che Kon- 
struktion von 6 1 , wenn y x , 0 2 gegeben sind (§ 36) 

b) Zu der Extremalenschat diirch den Koordmatenanfangspunlet 0 die Trans - 
versalemchar zu bestimmen (§§ 31, 44). 

Losung: Die Schar konzentriscber Kieise mit dem Mittelpunkt 0 

c) Die Kurve schneide die Extiemale (S 0 im Punkt P t transversal: den 
Brennpunkt der Kurve & auf der Ext) emalen C£ 0 zu bestimmen , sowohl nacb der 
Form el (47) von § 39 als mittels der Extremalenschar, welcke von $ transversal 
geschnitten wird (§ 40) 

Losung: Sind 0 X die Tangentenwinkel von @ 0 , beziebungsweise ® im 
Punkt P t , r l der Krummungsradius von ® in JP l% l) x der Abstand des Punktes P x 
vom Koordmatenanfangspunkt 0 , y die Amplitude des Yektors OP 1 ^ so lautet 
die Gleicbung zur Bestimmung des Tangentenwinfeels 6 X von (S 0 im Brennpunkt P r { : 

2 r x sin (6'f — § z ) sm 2 (0 1 — Of) -f- sin (0" — 0 X ) (D t sin (6 X — y) — 2 E) = 0 

Wenn insbesondere r x ~oo, so ist die Tangente an (5 0 in P'{ parallel der Tan- 
gente an $ im Punkt P t 

4 ! Fw das Aktionsmtegral 1 ) 

r 0 

die Bedmgung zur Bestanniimg des Puyiktes P 0 aufznstellen , tvenn der An fangs- 
punkt P 0 auf einer gegebenen Kurve 2 beweglich, der Endpunkt P x fest ist (§ 36, b))* 


*) Vgl Aufgabe 9, p. 296 
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Dabei wird vorausgesetzt., dab die Anfangsgeschmndigieit v 0 und das 
Potential U(x,y) von den Koordinaten der Endpunkte unabbangig sind T und daB 
die Konstante h bestimmt ist durcb die G-leicbung 

vt = 5(U(x 0 ,y 0 ) + h) 

Losung: Die Grleichung zur Bestimmung des Punktes P 0 auf der Kurve & 
lautet : 

% cos (0 O — d 0 ) + (f 4 — t 0 ) (X 0 cos § Q + Y 0 sin 0 O ) = 0 . 

Dabei bedeutet t die Zeit, XT 0 , Y 0 die Komponenten der Kraft im Pnnkt P 0 . 

Fur den speziellen Fall eines scluieren materiellen PunMes 1 ) reduziert sieb 
die Bedingung darauf, daB die Tangente an die Extremale im Pnnkt P x senkrecht 
znr Tangente an die Knrve & im Punkt P 0 sein muB, also dieselbe Bedingung 
wie bei der Bracbistochrone (Buck; 

5*. Die Gleichung zur Bestimmung des Brennpunktes fur das Integral 
J= j f( x iyiy') dx i y== iix 

■aufzustellen (§ 39). 

Losung- Die Kurve & sei gegeben in der Form* y = y(x); sie schneide 
die Extremale (S 0 * 2/ == 2/ (^) transversal im Punkt P x ; A (a;, xf) habe dieselbe Be- 
deutung wie in § 12. Setzt man dann 

A = f x + ( 2 r — y') fy + y"fy + (S' — vf fy v i S 

C39) 

Bi=<3'-yVfyy I 1 . ' 

so lautet die Grleicbung zur Bestimmung des Brennpunktes der Kurve $ auf der 
Extremalen (§ 0 : 

A A (X, Xl ) + B 1 = 0 • (40) 

6 j Das Integral*) 

f (,y'*-y*)dx 

soil zu eineni Minimum gemacht werden ; der Anfangspunkt ist fest und fallt mit 
dem Koordin atenanfangspunkt zusammen; der JEJndpunkt ist auf der Kurve 

y = (cc — - x ) Y , (a > 0) 

beweghch (§ 38). 

Losung: 

y 9 sin x 

y A 2 . 

9 sm x t 

wo x 9 der G-leicbung 

3 (x* — cc) — sin 2 = 0 


x ) Vgl Aufgabe 10, p. 296. 2 ) Ygl. Aufgabe 3, p. 144. 

B o 1 z a , V araationsreclmung 2 9 
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genngt. Fur eia Minimum ist notwendig, dafi: x a <Ccc, und x a Diese Be- 

dingungen sind nur vereinbar, wenn 

2 < a < W " 

Numerisches Beispiel : a — 2 ; dann ist a; 2 = l 88, ^ = 0 55. 

Andeutung* Wende die „Differentiationsinethode“ von § 38 an und mache 
von den Foxmeln (75) von p. 147 Gebrauch (A Mayek; 

7. Konst 7 uktion emer Kettenhme mit der x-Achse als JDirekti ix, welche durch 
einen gegebenen Punkt geht und eme gegebene Gercide senkrecht schneidet (§ 39) 

Losung: Die Konstantenbestimmung, bei der man von dem Satz, daB alle 
Kettenlmien ahnlich sind, Gebrauch machen kann, fuhrt auf eine tianszendente 
Gleichung von der Foma 

Ch u = au -(- b 

8*. Es set eine Kurve $ gegeben und cmf ihr em Punkt P 1} einen zweiten 
Punkt Pc, auf $ und eme von P x nach P 2 fuhrende Kurve (£ von gegebener Lange l 
zu bestimmen der art, dafi der von dem Bo gen P x P 2 der Kurve $ und dem Bogen 
P x P t der Kurve £ emgesclilossene Flachenraum em Maximum wird . 

Andeutungen- Fiihre Polarkoordinaten ein mit dem Punkt P x als Pol 
Ist P ein beliebiger Punkt der Kurve ® und [ P l P | = r, so bedeute cp Q ) den 
Inhalt der zwiscben der Geraden P x P und dem Bogen P x P der Kurve & ent- 
haltenen Flache Fuhrt man dann auf den zulassigen Kurven die Bogenlange s r 
gemessen vom Punkt P x aus, als unabhangxge Variable em (vgl. Aufgabe 35 von 
p 149), so ist die gegebene Aufgabe nut der folgenden aquivalent. Das Integral 

i 

J = i J {r yiKT7s\ + 2 <p'(r) r') ds 
0 

zu einem Maximum zu machen m Beziehung auf die Gesamtheit der Kurven 

r = r(s) ? 0 < $ <; Z 

in der r, s-Ebene, welche vom Koordinatenanfangspunkt nach dev Geraden s=l 
gezogen werden konnen, und welche abgesehen von Stetigkeitsbedmgungen den 
Ungleichungen 

r ( 5 )>°i |/($)|<;i fur o 

genugen (§§ 7, 38—41). 

Losung: Die gesuchte Kurve in der x , ^/-Ebene ist ein Kreisbogen, welcher 
im Punkt P 2 auf der Kurve ® senkrecht steht. Ist 2# der Zentnwinkel des 
Kreisbogens P x P 2 , ferner r 2 == j P x P 2 | und der Krummungsradius der Kurve E 
im Punkt P 2 , so mufi iiberdies die Ungleichung 


erfullt sem 


r 2 == sin 2% — 2# cos 2% 
< 2 (am % % cos %) 


(Eedmanx, Kneseb) 
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9*. Die Bliss sche JBeduigung eon § 42 wuttels des Mxtrenialemnttgrals 
herzuleiten (Dresden) 

10* Zunschen zwei koaxialen Kiax> ingen the Botationsflucke Jclei/isten In- 
halts zu spannen (§ 42) *) 

KonstantenLestnmnung. Bei welcher Entlernung der Leiden Kreisnnge 
kort das Minimum auf? Bekandle zunkchst den Fall kongru enter Kreisringe 

Lb sung fur den Fall kongxuenter Kreisnnge- 1st B der Radius des er- 
zeugenden Kreises und D der Abstand seines Mittelpunktes von der Rotations- 
aekse , so ist der Abstand der Mittelebenen der beiden Rreisrmge im Moment, 
wo das Minimum aufhbrt, gegeben durck 

wo t x der Gieickung genugt 

B Ck^ (t x Shtj — Ch k) 

D ~ -f- 2 Sk t x Gk fj 

(Mary E. Sinclair) 

11 Den hurzesten Abstand zwischen einer Parabel und etnem Krets zu be - 
stimmen. Detaillierte Diskussion der versckiedenen moglicken Falle Enter- 
seheidung von relativem und absolutem Minimum (§ 42) 

12*. Ms set ein Kreis und erne von ihm ausgehende Kurce H' a gegeben: 
con einem, nicht vorgeschriebenen Punkt des Kreises $ 0 nach der Kurve eine 
Kurve & von gegebener Ldnge zu ziehen , welche mit den Kurven und ^ 
zusammen erne Flache maximalen Inhalts eimchliefit (§ 38 — 42j. 

(Kneser, Matkematische Annalen Bd. LYI, p. 200) 

13* Den Transversalensatz und den Mnveloppensatz mittels des Extremalen- 
integrals abzuleiten (§§ 37, 44). 

14. Sind zwei Punkte P x und P 2 auf zwei Kurven resp beweglick, 
welcke durck ikre Bogenlangen resp s 2 als Parameter dargestellt sind, so 
ist das Differential des Abstandes j P a P 2 1 heider Punkte , als Funktion der beiden 
unabkangigen Variabeln s; : 

d | P x P 2 | = cos « 2 ds% — cos ojjl ds x , (41) 

wenn co % den Winkel zwiscken der Ricktung P 1 P i und der positiven Tangente 
an die Kurve im Punkt P a bedeutet (§ 37). 

15. Ausdeknung des vorangekenden Satzes auf geodutisehe Linien. Daraus 

die Satze von § 43, a) und c) abzuleiten. (Darboux) 

16. Ziekt man von einem Punkt P die Normalen PP a und PP 2 nach zwei 
gegebenen Kurven ® 2 , so kat die Kurve 

| PP % i -j- | PP 2 ; = konst (4:2) 

*) Das bekannte Plateau 5 sche Experiment, wenn die Dimensionen des 
Draktquerschnitts beriicksichtigt werden 
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die Eigenschaft, dafi ihre Tangente im Punkt P den Winkel zwischen der 
Geraden PP S und der Verlangerung der Geraden PP 1 halbiert; dagegen halbiert 
die Tangente der Kurve 

; PP t j — | PP 2 | = konst (43) 

im Punkt P den Winkel der beiclen Geraden PP l und PP 2 . 

Die beiden Kurvenscharen (42) und (43) sind orthogonal Schrumpfen 
die beiden Kurven zu Punkten zusammen, so erhalt man bekannte Satze 

iiber Ellipse und Hyperbel (§ 37,* vgl. Aufgabe Nr 14). 

17 Den vorangehenden Satz einerseits auf geodatische Linien zu verall- 
gemeinern (Darboux; geodatische EUvpsen und Hyperbeln ), andererseits auf das 
Variation sproblem, fur welches 

O (x, y) Vx* + y'* 


18. 1st 6 lrgend eine Losung der partiellen Differentialgleichurig 



EG — F 2 


= 1 , 


so stellt die Gleichung 


0 (u 3 v) = konst. 


(44) 


eine Schar von „Parallelkurven ct der Flache dar, fur welche das Linienelement 
gegeben ist durch* ds* = Edu* + 2Fdw dv + Gidv 2 . Umgekehrt lafit sich jede 
Schar von Paralleikurven in clieser Form darstellen (§ 20, b), § 31 c), § 43) 

(Darboux) 

19. Kennt man erne Losung der partiellen Differentialgleichung (44), 
welche eine nicht additive Konstante /3 enthalt, so ist das allgememe Integral 
der Differentialgleichung der geodcitischen Linien gegeben durch 


dj_ 


= a 


Bei festgehaltenem £ sind die beiden Kurvenscharen 6 = konst und dd/d§ 
= konst orthogonal (§ 20., d), § 31, e), § 43). (Dabboux) 

20*. Verallgememenmg des JBegnffs des Winkels: Es sei A 0 A t ein Bogen 
einer Transversalen $ der vom Punkt 0 {x Q , 2/ 0 ) ausgehenden Extremalen schar, und 
OA^,OA l die beiden nach A 0 und A x filhrenden Extremalen dieser Schar. 
Femer bezeichne 

l =* Jq ( A 0 Aj) , 


r — ( OA 0 ) — ( OA t ), 

und es werde vorausgesetzt, daB 

F{cc^y^ cos y, siny) > 0 
fur jedes y Alsdann definiert Bliss den Grenzwert 



rs 0 
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als den „verallgemeinerten“ Winkel zwischen den Extremalen OA 0 und 0A l . 
Der Wert desselben wird ausgedriickt durch das bestimmte Integral 


a 


-/ 


F (; x Q y 0> cos 8, sin Q) dd 


F (£C 0 , y 0 , cos 0, sin 6) sin (6 — $j 


0o 

Pabei sind 0 O , die Tangentenwinkel der Extremalen OA 0 , 0A 1 im Punkt 6, 
nnd 6 ist diejenige der beiden 1 ) zur Riehtung Q transversalen Richtungen, 
welche znr Lmken der Riehtung Q liegt, wenn, wie vorausgesetzt wird, 6 0 < ^ & 1 
{% 44, b)) 


Andeutung Stelle die Extremalenscbar durch den Punkt 0 in der 
Normalform (188) von § 33 dar (Bliss) 

•21. Pur das Integral 

/ — i / (if — tf*) dm 

x x 


den Znsatz III von § 44, b) zu verifizieren (vgl Aufgabe 3 auf p 144) (Knesbr) 
22 Die kurzeste Fntfernang von emem JPunkt nach einer Ellipse zu be- 
stimmen Den Pall zu diskutieren, wo der gegebene Punkt auf der Evolute der 
Ellipse liegt (§§ 38—41, 47). 

23*. Fur das abgeplattete RotationseJlipsoid 


x 2 -f- i 


4- -= i 

i h* 1 


a > b 


ist der Aquator eine geodatische Linie. Der auf deni Aquator zu einem Punkt A 
gehbrige konjugierte Punkt A' bat gegen A einen Langenunterschied 'jtb/a 
Der Bogen A A' des Aquators liefert ein Minimum der Lange (§ 47). 

(v. Rratjnmuhl, Osgood) 

24*. Die Eckenbedingung fur diskontinuierliche Losungen fur das Integral 


X, 

■-S 


fix, y i y) dx. 


y = 


dy 

dx 


abzuleiten (Vgl. p. 367, FuBnote 2)). (Erdmann) 

25 Die Weierstrafi’scbe Eckenbedingung fur diskontinuierliche Losungen 
aus dem Du-Bois-Reymond’schen Lemma von § 5, c) abzuleiten 

(Whittemore) 

26. Die Weierstrafi’sche Eckenbedingung fur diskontinuierliche Ldsungen 
mittels des Extremalenintegxals berzuleiten (§§ 87, 48). 

27 Fur Beispiel X: ^ 

J— f y'^i+yTdx 

% 

die diskontinuiei lichen Losungen zu bestimmen 


*) Vgl. § 36, a), Ende. 
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Lbsung. Wenn das Gefalle der Verbindungsgeraden P X P S zwischen 0 und 
— 1 liegt, gibt es zwei diskontinuierliche Losungen mit je einerEcke, bestehend 
aus zwei geraden Segmenten vom Gefalle 0 und — 1, beziehungsweise — 1 und 0. 
Dagegen gibt es unendlich viele Losungen mit mehr als einer Ecke; sie setzen 
sicb ebenfalls aus geraden Segmenten zusammen, die abwechselnd das Gefalle 
0 und — 1 haben 


28*. Pur das Problem der Kurve Jdemsten Tragheitsmoments m Beziehung 
auf einen PunJct (Aufgabe 17 von p 299) die diskontinuierlichen Losungen zu 
bestimmen 

Losung* Wenn | — 6 X so existiert keine diskontinuierliche 

Losung. 

Wenn ' 0 2 — d x | ;> ~ , so liefert der aus den beiden geraden Segmenten 

O 

P x P 0 und P 0 P» zusammengesetzte Kurvenzug das absolute Minimum. (Mason) 
29*. Das Integral 

yV a (2/* + 1) — + + 

1 -j- 2 + y“~ 4 

zu emem Extremum zu machen; msbesondere solleyi auch die diskontinuierlichen 
Losungen bestimmt icerden . 

a) Die Extremalen sind gerade Linien. Fiihre Polarkoordinaten ein 
x = rcoBcpj y = rsincp und setze-. 0 — * qp unter 6 den Tangentenwinkel 

der betrachteten Kurve verstanden Dann wird 


| dt 



F(x, y , cos 0, sin d) = 


1/1 + r 2 sin 2 ^ 


1 + r * 


F x (x, y , cos 0, sin 6) 


(1 -j- r 2 sin 2 xp)^ 


1 

4 ‘ 


Hieraus die Indikatrix fur die verschiedenen Lagen des Punktes x, y zu be- 
stimmen An derselben liest man zun&ehst fur Tcontinmerliche Losungen folgende 
Besultate ab * Sei p die Lange der Senkrechten vom Koordmatenanfangspunkt 0 
auf die betrachtete Gerade. Dann liefert die Gerade stets ein starkes Maximum, 

wenn: p stets ein schwaches Maximum, wenn V 2$ — l <p<^]/l5\ 

stets ein Minimum, wenn p < V 2% — 1 , wobei jedoch zwei Falle zu unter- 
scheiden sind: Sind M und N die beiden Schnittpunkte der Geraden mit 
dem Kreis 

r -Vmp- i: 


&6 ist die Bedingung (IV 1 ) fur em starkes Minimum erfullt fur die Punkte der 
Geraden zwischen M und N; dagegen ist die Bedingung (IV) nicht erfullt fur die 
Punkte der Geraden auBerhalb des Segmentes MN. 
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b) Jeder PunJct im Innern des Kreisrmges 


1 


ist eine moghche Ecke fur diskontinuierhche Minimallosungen ; die zugehorigen 
Richtungspaare werden durch die Gleichungen 


1 l_ o ” — 

* v i + * 2 )Vi -h r ~ sm2 ^ 1 ^ 


bestimmt Der Wink el P 1 P 0 P< i wird dabei von dem Radius Yektor OP 0 vom 
Koordinatenaufangspunkt aus halbiert. 

Auf einer gegebenen Geraden, welche In die^en Kreisring eintritt, sind die 
moglicben Ecken gerade die beiden oben mit M und JST bezeichneten Punkte. *) 
c) Jeder Punkt aufierhalb des Kreises. r — f/15 ist eine moghche Ecke fur 
diskontinuierhche Maximallosungen Die zugehorigen Richtungspaare werden 
durch die Gleichungen 


1 

]/l +r 2 sin 2 ^^ 



H) — — ip 


bestnnmt. Die beiden Stucke P 1 P 0 und P 0 P 2 dei diskontinuierlichen Losung 
sind, verlangert, die Tangenten vom Punkt P 0 an den Kreis r = y 15 v Es liegt 
hier der Fall Sl(x , y) = 0 von § 50 , d) vor; die beiden Scharen von Tangenten 
an den Kreis r = ]/l5 x sind die dort defmierten beiden ausgezeichneten Extre- 
malenscharen. E nth lilt die gebrochene Linie P 1 P Q P i keinen Beruhrungspunkt 
mit dem Kreis r = ]/l6\ so hat man ein starkes, uneigentliches Maximum. 

(CaRATHEODORY, DRESDEN) 

30*. Die beiden yiotitendigen Bedingungen 


fur diskontinuierhche Losungen (§ 49, c)) mittels des Extremalemntegrals her - 
zuleiten (Dresden) 


31" Es sind zwei Punkte P 1 und P 2 im Innern der oberen Halbebene ge- 
geben (y x > 0 , > 0). Es soil ein Punkt P 0 der oberen Halbebene (y 0 > 0) und 

ein Punkt P 3 der x-Achse so gewahlt und drei gewohnliche Kurven P 0 P x , P 0 P 2 , 
P 0 P S in der oberen Halbebene 0) so gezogen werden , daft die durch Potation 
der aus diesen drei Bogen zusammengesetzten Kurve um die x-Achse erzeugte 
Flache einen moglichst kleinen Inhalt besitzt 2 ) (§§ 48 — 50). 

Losung: Die Bogen P 0 P X , resp. P 0 P 2 sind Bogen von zwei Kettenlinien 
(£ 0 , resp. @ 0 mit der #-Achse als Direktrix; der Bogen P 0 P S ist eine zur ic-Achse 
senkreehte Gerade; die letztere bildet im Punkt P 0 mit jedem der beiden Ketten- 
linienbogen einen Winkel von 120 0 


*) Vgl. den Satz von Caratheodory auf p 387 

2 ) Bei dem Plateau ’schen Yersuch mit zwei kreisformigen Drahten bildet 
sieh bei geeigneter Anordnung des Yersuches die hier vorliegende zusammen- 
gesetzte diskontinuierhche LSsung. 



452 


tibungsaufgaben zu Kapitel VI bis IX. 


Die Tangente an (£ 0 (resp @ 0 ) im Punkt P 0 moge die #-Acbse lm Punkt 
T 0 (resp P 0 ) scbneiden. Die Tangente von ~P 0 aus an den absteigenden Ast von 
@ 0 moge denselben im Pnnkt E 0 berubren; die Tangente von T 0 ans an den 
anfsteigenden Ast von (§ 0 moge denselben im Punkt E 0 benibren. Dann muB: 

>1 -E? 0 , P 2 ^ P 0 sem 

Pemer sei T x der Schnittpunkt der Tangente an @ 0 in P x mit der ic-Acbse 
und Pf der Berubrungspunkt der Tangente von T t ans an den aufsteigenden 
Ast von Dann ist es fur em Minimum weiter notig, daB 

Sind diese Bedingungen in der durcb Unterdriickung des Gleichheitszeiebens 
cbarakterisierten starkeren Form erfullt, so liefert die gefundene Losung in der 
Tat ein Minimum des Flackeninbalts 

Andeutung- Zum Beweis der notwendigen Bedingungen wende man die 
Diiferentiationsmethode von § 38, passend modifiziert, an; fur den Hinlanglich- 
keitsbeweis kombiniere man die hmreicbenden Bedingungen fur ein ge~ 
wShnliehes Extremum mit den binreickenden Bedingungen fur kontinuierlicbe 
Loeungen von Variationsproblemen mit festen Endpunkten. 

(Talqvist, Mary E. Sinclair) 

32. Das Snelhus’sche Brechungsgesetz mit den Methoden von § 51 ab- 
zuleiten. 

33 Die Weierstrafi’ stihe Bedmgung (46), ( 47) von § 52 mittels der Varia- 
tionsmethode zu beweisen (Weierstrass) 

34. Die dem Beispiel XX entsprecbende Verallgemeinerung fur geodatiscbe 
Linien aufzustellen (§§ 52, 53) 

Andeutung: Benutze Gleichung (39) von § 26. 

35 Beispiel I mit der Modifikation, daB die zulassigen Kurven auf den 
Bereick __ , 

y°> l > o 

beschrankt werden (§§ 52, 53). (Kneser) 

36. Im Innem eines konvexen Bereickes £R, sind zwei Punkte P a , P 2 ge- 
geben. Die kurzeste Yerbindungskurve von P l nach P 2 zu ziehen, welcbe den 
Bereicb 01 nickt verlaBt und mit der Begrenzung desselben einen nickt vor- 
gesckriekenen Punkt P 0 gem ein bat (§ 52) 

Losung: Eine gebrochene Lime P 1 P 0 P 2 ^ deren Segmente P X P 0 , P 0 P 2 
im Punkt P 0 mit der Tangente der Begrenzung gleicbe Winkel bilden. 

37 Die vorige Aufgabe auf geodatiscbe Linien zu verallgemeinern. 

(Kneser) 

38* Bei dem Prinzip der Jclemsten Aktion , angewandt auf die Bewegung 
eines scJnoeren matenellen Ptmktes in emer vertilcalen Ebene^ 1 ) sind die zu- 
lassigen Kurven auf den Bereicb: y^k bescbrankt 

*) Ygl aucb fiir die Bezeicbnung Aufgabe Nr 10 und 11 auf pp. 296 
und 297. 



453 


tTbungsaufgaben zu Kapitel YI bis IX 

Darans folgt die Existenz einer diskontinuierlichen Losung P 0 P 3 P 4 P 17 be- 
stehend aus der Senkrechten P 0 P 3 vom Punkt P 0 auf die Schranke y = k, dem 
Segment P 3 P 4 der Schranke und der Senkrechten P i P 1 auf die Schranke. 
Diese diskontinuierliche Losnng liefert stets wenigstens ein relatives Minimum 
Lafit man den zweiten Endpnnkt P x eine kontinuierliche Losung (Parabel) vom 
Punkt P 0 an beschreiben , so liefert zunaehst die kontinuierliche Los un g den 
kleineren Wert fur das Aktionsmtegral, bis der Punkt P 1 mit einem bestimmten 
zwischen P 0 und F 0 liegenden Punkt P'' zusammenfallt, in welchem beide Lo- 
sungen denselben Wert liefem Jenseits des Punktes P’' liefert dann die dis- 
kontinui erliche Losung den kleineren Wert Der geometrische Ort des Punktes 
Po' wird ™ P olarkoordinaten mit der positiven z/-Achse als Achse durch die 
Gleichung 

(* + r sin* — (ft — r eos 3 |)- == ft? + (ft — r cos 
gegeben (§§ 52, b) und 57, e)) 

Die Frage des absoluten Minmmms mittels der auf p 436 mitgeteilten Me- 

thode zu disbutieren. (Todhchter) 

39* Sollen die orthogonalen Trajektonen der Kurvemchar 

U(x, y) = konst ( 45 ) 

zugleich JExiremalen fur das Aktionsmtegral 1 ) 

a - jWw VW+W - <“> 

r 0 

sent, so ist notwendig und Mnreichend, dafi das Potential U der partiellen Diffe- 
rentialgleichung genugt 

(47) 

welche ausdruckt, daft IT* -j- erne Function von U (d. h. also die Kraft eine 
Fimktion des Potentials) ist.*) 

Andeutung: Man beachte, daB fur das Integral(46) transversal = orthogonal© 
und wende die Satze 8 ) von § 20 , b) an. 

Zusatze: 1 . Sind die orthogonalen Trajektorien der Schar ( 45 ) Extremalen 
fur das Integral (46), so sind sie stets gerade Linien. 2 . Sind die orthogonalen 

*) Vgl. Aufgabe 1ST r. 9 auf p. 298 

2 ) Wegen Verallgemeinerung dieses Satzes auf die Bewegung eines Punktes 
auf einer Plache vgl. De Saint-Germain, Journal deMathematiques ( 3 ) Bd. II 
(1S76), p. 325, Exneper, Gottinger Xachrichten, 1869, p. 62 und Stackel, 
Dissertation , Berlin 1885, p. 11 

8 ) Der hier in Prage kommende Satz ist folgendermaBen zu berichtigen; 
„Eine Kurvenschar F (n, y) — konst, kann nur dann Trans versalenschar fur ein 
gegebenes Yariationsproblem sein, wenn eine Punktion von F existiert: 
IF— ^(P), welche der Beltrami-Hamilton’schen Differentialgleichung ( 47 ) 
genugt.“ 
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Trajektorien der Schar (45) gerade Linien, so sind sie zugleich stets auch Extre- 
malen fur das Integral (46). 3. Besitzt das Integral (46) eine einparametrige 

Scliar von geradlinigen Extremalen, so sind dieselben die orthogonalen Trajek- 
torien der Schar (45). 

Andeutung: Die Euler’ ache Differentialgleichung fur das Integral (46) 
in der Form (23 b) von § 26 lautet 

*£ Um ~l<2±Q. ( 48 ) 

ds v ds x r K } 

40* Bet dem Prmsip der klevnsben Aktion sind die zulassigen Rumen 
auf das G-ebiet 

r(s, y) + *;>® (49) 

beschr&nkt. Die hieraus folgenden diskontinuierhchen Loswngen fur das Aktions- 
integral (46) zu untersuchen writer der Voraussetzung, daft das Potential U der 
partiellen Differentialgleichung (47) genugt (§ 52). 

Lb sung: Die Betrachtung wird auf einen Bereich beschr&nkt, in welchem 
U eindeutig definiert und regular ist, und in welchem U x und TJ y nicht gleich- 
zeitig verscliwinden. Es sei (£: 

x=~x(t >), y = y(v) 

em regularer Bogen der Schranke 

U(x,y) + h=* 0; (50) 

v sei die Bogenlange, und der positive Sinn sei so gewahlt, daB die positive 
Normal© der Kurve S, d h diejenige, deren Richtungskosinus durch: — y'(v), 
x (v) gegeben sind, ins Innere des Bereiches (49) gerichtet ist Man betrachte 
die Transformation 

x = x(v) — y(v)s, y = y{v) + %\v)s (51) 

zwischen der x , ^/-Ebene und einer v, s-Ebene und bezeichne mit £3? das Bild in 
der 2 /-Ebene des Bereiches 

*^*<*1- (b2) 

Man kann dann stets s Q , v 0 , v x so wahlen, dab die Transformation (51) eine 
ein-eindeutige Beziehung zwischen den Bereichen (52) und of definiert, und dab 
gleichzeitig die Funktionaldeterminante der Transformation (51), namlich 

A(s,®) = — 1 + 4, 

wo r den Kriimmungsradius der Kurve € im Punkt v bezeichnet, im Bereich (52) 
von Null verschieden ist. Dann gilt der folgende Satz: 1 ) 

Die Funktion U xnoge der partiellen Differ entialgleichung (47) geniigen; 
die zulassigen Kurven mogen auf den Bereich of beschrankt werden, und die 

x ) Vgl. Frank, Mathematische Annalen, Bd. LXIV (1907), p. 239 
und die Berichtigung dazu Ibid Bd LXYI 
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beiden gegebenen Punkte P 0 und P t mogen im Innem von cf liegen Dann kann 
man von P 0 und P x ans je eine eindeutig definierte Normale P 0 P 3 , resp. P x P 4 
anf die Scbranke S zieben. 

Alsdctnn hefert der aus den Normalen P 0 P s , dem JBogen P 3 P 4 der Schranke 
und de) No ) malm P i P 1 zusammengesetzte Kurvenzug stets ein starves ( relatives ) 
Minimum fur das Altionsintegral (46). 

Andentung Man zeige zunacbst, daS die Funktion U bestandig wacbst, 
wenn man langs einer Normalen der Kurve S von (£ ans ins Innere des Be- 
reicbes cf fortscbreitet, und wende dann den auf p 399 angefubrten Satz von 
Todhunter in leicbter Modifikation an. 


41*. Anf einer m der Form: z==cp(x,y) gegebenen Flacbe sind zwei 
Punkte P x , P 2 gegeben. Die kurzeste Kurve zu bestimmen, welcbe auf der 
Flacbe von P x nacb P 2 gezogen werden kann, und deren Steilbeit erne gewisse 
Grenze k niebt ubersteigt: 


L 6 sung- Die Losungen setzen sicb zusammen aus geodatiscben Limen, 
soweit sie die Bedmgung (58) erfullen, und aus „Kurven konstanter Steilbeit u : 
dzjds = k An den Ubeigangspunkten miissen aucb die geodatiscben Limen 
die Steilbeit k besitzen 5 (Zeemelo) 

42 Einen abgestumpften Kegel von gegebener Basis und Hohe zu lonstru- 
ieren, welcher in der Pichtung der Achse den geringsten Widerstand erfahrt (§ 54). 

Losung: Entstebt der gesucbte abge- 
stumpfte Kegel durcb Rotation derFigur JLP CD 
um die Achse AB , und ist M der Mittelpunkt 
von AB, so ist ( MS\ = [ MD 1 . (Siebe Fig. 105.) 

(Newton) 

43* Ist PQ em Kurvenbogen , dessen Ge- 
falle dwchioeg >1 ist, so erfahrt die durch 
Potation des Bogens PQ um die x- Achse er~ 
zeugte Flache einen grofieren Wider stand als die durch Potation der gebrochenen 
Linie PBQ er zeugte, wobei PB parallel der y- Achse ist und BP das Gefalle l 
hat (§ 54). 

Andentung. Zerlege den Bogen PQ in Element©, wende auf dieselben 
den vorangebenden Satz an und gebe zur Grrenze Tiber. (Newton, Elms) 

44 Der Widerstand einer Malbkugel ist gleicb der Halfte des Wider- 
standes eines Zylinders von derselben Basis und Hdhe, wenn beide sicb m der 
Ricbtung der Acbse bewegen (§ 54). (Newton) 

Wie groB ist der Widerstand des Rotationskoxpers kleinsten Widerstandes 
von derselben Basis und Hobe? 

An wort: 0,3748 des Widerstandes des Zylinders. 


D 



rig. 105. 
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45*. Ben Rotationskorper klemsten Widerstandes zu bestimmen, wenn statt 
des Newton’scben Gesetzes *) fur den Widerstand: 

dW— c sin 2 dd(o 


eines der folgenden mit der Erfahxung besser ubereinstimmenden Gesetze 2 ) zu 
Grande gelegt wird* 

d W = c sin 8 d co , (v Lossl) 


dW 


2 c sin 6 

— aco . 

1 — j— sm " 0 


(Duchemin) 


L 6 sung: Die Extremalen lassen sicb nacb derselben Methode wie beim 
Newton’ schen Problem ip. endlicber Form darstellen nut q als Parameter. Ihre 
allgemeine Gestalt ist dieselbe wie beim Newton 5 scben Problem. Der Tangenten- 
winkel y an der Spitze wird gegeben durcb. 


cotg y = 


Cotg 2 y 


y& 

3 +y^ 


y~ 54° 44', resp 


y ==3 1°37'. 


Die Bedingung (IV) wird : 0 <; d , wo 

. t/5 — 1 

= - — ~ — , d = 38° 10', resp 

2 sin 3 8 -f 3 sin 2 S -(- 2 sin d — 1 = 0, d = 18° 30'. 

Die Losung setzt sich zusammen aus emem Segment der ^/-Achse und einem 
darauf folgenden Extremal enbogen, der mit dem Tangent en wink el d ansetzt 
Ganz ahnlicbe Resultate gelten allgemein fur 

dW— f(q) dco 

wenn f'(q) zunachst von 0 bis zu einem endliehen Mmimalwert abnimmt und 
von da bestandig bis 0 wacbst, wabrend q von 0 bis -}- oc w&cbst. (Miees) 


x ) Ygl. wegen der Bezeicbnung p 409. 

*) Ygl. Encyclopadie, IY 17, Nr. 4, 5, 6. 



Zehntes Kapitel. 

Isoperimetrisclie Probleme. 

§ 59. Die Euler’sclie Hegel. 

Beim isoperimetrischen Problem 1 ) vom einfachsten Typus, welches 
den Gegenstand des gege nwartigen Kapitels bildet, besteht — zunachst 
fur den Fall fester Endpunkte — die Gesamtlieit 9TL aller zulassigen 
Kurven aus alien gewohnlichen Kuryen E, welche yon einem ge- 
gebenen Punkt P 1 nach einein zweiten gegebenen Punkt P 2 fiihren, 
ganz in einem Yorgeschriebenen Bereicb yerlaulen und dem Integral 

= J &(%,y,x',y')dt 
& 

einen vorgeschriebeyien WeH l erteilen: 

Kq — l. (1) 

Unter diesen zulassigen Kurven ist dann diejenige auszusuchen, 
welche dem Integral 

Jg — f F(x, y, y')dt 

h 

den kleinsten Wert erteilt. 

Dies ist das Problem des „absoluten“ Minimums, dem sich dann, 
ganz wie in § 3 ; b) und § 25, das ^relative" an die Seite stellt. 

Von den Funktionen F und 6r soli dabei yorausgesetzt werden, 
dafi sie in y f positiy homogen yon der Dimension 1 sin<t und 
xiberdies als Funktionen ihrer yier Variabeln yon. der Klasse C'" in 
dem Bereich 

(x,y) in 01, (*', y') + (0 7 0). 

a) Herstellung einer Schar von zulassigen Vaxiationen: 

Wir nehmen an, wir hatten eine zulassige Kurve 

«o. x == x (f)i y — y(f)i \ <i t <c ^2 (2) 


b x ) Vgl. p. 4. Statt ^isoperimetrisches Problem 41 wird haufig ^Problem des 
relativen Extremums 44 gesagt. Wir halten jedoch im Gebrauch der Worfce absolutes 
und relatives Extremum an der in §§ 2 und 3 eingefuhrten Terminologie fest. 
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gefunden, welclie in dem angegebenen Sinn ein relatives Minimum 
fur das Integral J liefert, und welche ganz im Innem des Bereiches 
SI liegt. 

Es handelt sich dann zunachst darum, einen analytischen Aus- 
druek fur eine einfach unendliche Scha-r von zulassigen Variationen 
dieser Kurve zu erhalten Man iiberzeugt sieh leicht ; da£ man infolge 
der „isoperimetrischen Bedingung“ (1) jetzt meht mehr mit Variationen 
von dem einfaehsten Typus (17) von § 26 auskommt, sondern daB 
es notig wird ; Variationen von dem allgememeren Typus 

x = x{t, a), y = y(t, e) (3) 

heranzuziehen. Man kann zu solchen emparametngen Scharen zu- 
lassiger Variationen nach Weierstbass folgendermaBen gelangen: 

Man wahle irgend zwei Funktionenpaare l(t), q(t ) und [t\ t] 1 ( t ) 
von der Elasse D\ welche m t x und t 2 verschwinden: 

6(0 1(0-0; li&J-O, ih.(0 

6(0 = °> 1(.O“0; 6i(0 — 0, %( 0 — 0, 

und setze 

X(t, a, Sj) = x(t) + «!(<) + T(t, s, E t ) = «/0) + 

wobei s> s x Konstante bedeuten. 

Wenn wir diesen Konstanten nun noch die Bedmgung auferlegen, 
daB sie der Relation 

*x 

KU, h ) = fG(X, Y, X', Y')dt = l (4) 

genugen sollen ; so stellen die Gleichungen 

* — -£(*> s > s i)> y — %) ( 5 ) 

fur jedes solche Wertsystem a, a t eine zulassige Variation der Kurve 
@ 0 dar ? wenn nur | s | und | j hinreichend klein genommen werden. 1 ) 

J ) An dieser Stelle zweigt eine von Hilbert in semen Yorlesungen gegebene 
elegante Modifikation des Weierstrafi’sclien Beweises der Euler’schen Regel 
ab Statt die Grleichnng (4) nach aufzulosen, fuhrt er die Aufgabe auf ein 
geivohnhcfies Extremum mit emer Nebenbed ingun g zurtick. Es muJ3 namlich jetzt 
die Funktion , 

ta 

•%%) = J‘f (X, XX', Y‘)dt 

h 

fur s = 0, ^ = 0 ein Minimum mit der Kebenbedmgung (4) besitzen. Daher 
muB es unter den Voraussetzungen und in der Bezeicbnung des Textes eine von 
8 und 8 X unabh&ngige GroBe X geben, so daB gleichzeitig 

Ji + iJTo-0, J l +XK 1 ^0. 
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51) Die Euler'sche Kegel. 

Nun wird die Gleickung (4) befriedigt dnrck a = 0, a x «= O, well 
ja die Kurve © 0 als zuiassige Kurve der isoperimetriscken Bedingung 
(1) geniigt. Ferner ist die Funk ti on jSl(£, s t ') in der Umgebung der 
Stelle £ = 0 7 = 0 you der Klasse (7" Wenn wir daher rj so 

waklen, daB die GroBe 

(gf) 0 =/<^Ji + + <?,.£ + &!,’ r ti)dt r= ^ 

'l 

von Null Yerschieden ist, so konnen wir nach dem Satz uber implizite 
Funktionen die Gleickung (4) in der Umgebung der Stelle £ = 0, 
= 0 eindeutig nack ^ auflosen, und die erkaltene Losung: e x « #(£* 
versckwindet fiir s = 0, ist in der Umgebung dieser Stelle you der 
Klasse C", und es ist 



wenn wir analog 

(§f ) 0 = f(GJ + G y y + G.'t' + G y . n yit^K a 

h 

setzen; dabei soli uberall der Index 0 das Nullsetzen yon s, resp. von 
s nnd £ t andeuten. 

Tragen wir fiir e t die Funktion %(e) in (5) ein, so erkalten wir 
eine einparametrige Scbar yon Yariationen der Kurve S 0 : 

x = X(t, E, %(e)) = x(t, e), y = Y(t, e, X (s)) = y(t, s), (7) 

welcke alle yerlangten Eigenscliaften besitzt. 

Aus (6) folgt, daB far diese Sckar 

dx = e(% — 9y-e(ij — ( 8 ; 

Es wirft sick jedoek die Frage auf, ob sick die Funktionen 
| 1; y x stets so waklen lassen, daB K t =J= 0. Dies ist nur dann un- 
moglick, wenn das Integral K x fiir alle Funktionen vj x von den 
angegebenen Eigensckaften versckwmdet. Das wiirde aber nack § 26, a) 

Die zweite Gleickung bestimmt X und zeigt, dafi X jedenfalls von f, rj unabhangig 
ist; ans der ersten folgt dann die Euler'sche Regel 

Dies ist wobl der einfachste strenge Beweis der Euler’schen Kegel. DaB 
wir denselben trotzdem im Text nicbt gewahlt kaben, ist mit R/iicksicht auf die 
Entwicklungen von § 60 uber die zweite Variation geschehen. 

VgL audh. Kneser, 'Euler und die Vanation<>rechnung , Abbandlungen zur 
Gesckichte der Mathematiscken Wissenschaften, Bd XXV (1907), p. 50. 
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bedeuten, da8 die Kurve © 0 erne Extremale fiir das Integral K ware. 
Wir set&m ddher in der Folge voraus } daft die Kurve (S 0 nicht zugleieh 
Extremale fiir das Integral K ist, d. L also daJB der Ausdruck 

y - G xi - G yx . + G t (x'y" - y'x"), (9) 

berechnet fur die Kurve © 07 1 m Intervall [t t t<f\ mcbt identiscb ver- 
schwindet. 1 ) 

Da die Kurven der Schar (7) fiir beliebige Werte von s der 
Gleichung K = l genugen, so folgt daraus durcb Differentiation nacb e 

dK^O. (10) 

Umgekehrt gilt aber auch das folgende Lemma, welches spater bei 
der zweiten Variation zur Anwendung kommen wird: 

Sind r] met vorgegebene Funktionen der Klasse D', welelie in 
t t imd t 2 verschwmden und der Gleichung 

j\G x l + G y ri + GA' + G y ^')dt = 0 (11) 

h 

genitgen, so la fit sich stets eine elnparametrige Schar von mldssigen 
Variationen konstruieren , fiir ivelche 

dy === sg. (12) 

Denn wahlen wir bei der obigen Konstruktion der Schar (7) fur 
y die beiden vorgegebenen Funktionen^ so ist wegen (11): JK Q = 0 7 
und daher gehen die Gleichungen (8) in die verlangten Gleichungen 
(12) iiber. 

Ist die Kurve @ 0 von der Klasse C", so konnen wir auf die 
Gleichung (11) die Transformation ( 18 ) von § 26 anwenden und 
erhalten das Lemma in der folgenden modifizierten Form, m welcher 
dasselbe von Weierstrass gegeben worden ist: 2 ) 

Ist w irgendeme Funktion der Klasse D', welche in t x und t 2 
verschwindet und der Gleichung 

% 

f Vwdt ~ 0 (13) 

h 

1 ) Ware diese Bedingung nicht erfullt, so wurden gewisse hinreichend 
kleine Stilcke des Bogens (5 0 wemgstens ein schwaches Extremum fur das 
Integral K liefem, und es ware daher unmoglich, ein solches Stuck zu variieren 
(wenxgstens im Sinn der schwachen Variation) ohne den Wert von K zu andern 
(Weeeestrass). 

2 ) Vgl Knesbb, Mathexnatische Annalen, Bd. LV, p. 100. 
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genugt, so leunn man stets eine Schar zulassiger Variationen Tconstruieren, 
fur welche r 

y dx — x r 8y =*= sw. 

Denn die Funktionen 

t __ w u' — wx 

b x ' 2 + y'*’ V x'S + y'S 

genugen alsdann alien Bedingungen des eben bewiesenen Lemmas, 
aus welch em dann die Behauptung unmittelbar folgt. 

b) Beweis der Euler’schen Regel: 

Nachdem wir so eine Schar von zulassigen Yariationen kon- 
struiert haben, schlieBen wir jetzt m der iiblichen Weise, daB fur 
dieselbe die Kurve © 0 den Bedingungen 

m 8 J = 0 ? ^ 2 j-= o Q 4 ) 

genugen muB. Wenn wir zur Abkurzung schreiben 
k 

J 0 -f(FJ + F fV +F x ,r + F y ,rj')dt, 

k 

k 

J i + F yVt + F a .% + F vl rt[)dt, 

h 

so lautet die erste der beiden Bedingungen (1 4c), mit der wir es hier 
zunachst ausschlieBlich zu tun haben, wenn wir fur 8x^ 8 y ihre Werte 
aus 18) einsetzen ; 

(15) 

Wir denken uns jetzt die beiden Funktionen £ 1; % ein fiir alle- 
mal fest gewahlt; dann ist der Quotient 

K t — A 

eine ganz bestimmte numerische Konstante, die jedenfalls von der 
Wahl der beiden Funktionen £ ? q unabhangig ist. Die Gleichung (15) 
lautet also ietzt 

J . Jq+ IKq - 0; 

d. h. aber, wenn wir 

F(x, y, x\ y') + lG(x, y, x, y) = H(x, y, x, y ; X) ( 16 ) 

setzen: Es muB 

k 

+ ZyV + H x , r + s r n) at = o (17) 


B o 1 z a , V ariationsrechnung 


30 
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sein fur alle Funktionen r\ von der Klasse D', welche in t ± und 
versckwinden. Daraus folgt aber nach § 5 ; c) und § 26, a) das 
folgende, unter dem ISTamen der „Euler } schen BegeV iV ) bekannte Resultat: 

2 ) Euler Hat die nach ihm benannte Regel durch eme sinnreiehe Infini- 
tesimalbetraehtung bewiesen (Methodus mveniendi etc. [1744J, Kap. Y, Art. 27). 
Er betracktet die Kurve als Polygon von nnendlich vielen Seiten, variiert dann 
die Ordinaten zweier aufeinanderfol gender Ecken desselben, aber so, daB die 
isoperimetrische Bedmgung erfiillt bleibt* Seine Scklusse entsprecken zwar den 
kentigen Begriffen von Strenge mckt mehr, sind aber immer nock befriedigender 
als das meiste, was sonst vor WeierstraB uber diesen Gegenstand gesckrieben 
worden ist 

Der erste strenge Beweis der Euler’schen Regel riikxt von Weeerstrass 
her ( Vorlesungen 1877, oder friiher); es ist im wesentlicken der im Text ge- 
gebene. 

Man kann dem Beweis anck eme andere Wen dung geben^ welcke sick 
mekr an die ScbluBweise der alteren Yariationsrecknung anschheBt, indem man 
denselben folgendermaBen in zwei scharf getrennte Teile zerlegt: 

Angenommen man katte anf irgendeinem Weg eine Sckar znlassiger 
Variation en der Knrve ©<> gefnnden. Dann rmissen fur diese Sckar gleickzeitig 
die beiden Gleiclmngen besteken 

0, 6K = 0. 

Daraus kat man nun weiter gescklossen: Also muB &J = 0 sein fiir alle Funk- 
tionen Sx^Sy, welcke der Bedingung $K= 0 genugen Dieser SehluB ist an 
sick falsck; er wird erst gerecktfertigt, nackdem das unter a) erwaknte 
WeierstraB’sche Lemma bewiesen ist, welches somit eme wesentliche Liicke 
der alteren Yariationsrecknung ausfullt. 

Weiter zeigt man dann Ist dj’= 0 fur alle Funktionen fur welcke 

(5’jE'= 0 ist, so muB die Kurve @ 0 der Differentialgleichung (I) genugen 

Der Beweis dieses Satzes reduziert sick (nach Anwendung der Lagrange’scken 
partiellen Integration auf dJ und 8K) auf das folgende Fun da menta llemm a fur 
isoperimetrische JProbleme , welches sick dem Fundamentallemma von § 5 als 
Gegenstiick an die Seite stellt: 

Sind M und N zwei im Intervall [£* t 2 ] stettge Funktionen von t ; und ist 





fu/r alle Funktionen w der Klasse C' , welche in t t und t 2 verschicinden und den" 
Gleichung 

P Nwdt = 0 

h 

genugen , so gibt es eme Konstante X der art } dafi 

M-^X 0 im ganzen Intervall [£ x t 2 ] . 

Dieses Fundamentallemma ist wokl zuerst von Bertrand bewiesen worden 
(Journal de Mathematiques, Bd YII (1842), p. 55). Bekannter ist der Beweis 
von Du-Bois-Revmond geworden (Matkematiscke Annalen, Bd. XV (1879), 
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Jede Losung des vorgelegten isoperinietrischen Problems, ivdche 
nicht zugleick Extremde fiir das Integral K ist, mu/5 fur einen ge- 
wissen Wert der Konstanten X den Differentia Igleich ungen 




dt 


= 0, 


K, 


it S r~ 0 


(18) 


(jenugen, welche mit der einen Differeniialgleicliung 

Hxy' ~ Hyx’ + #1 (XU" ~ 2/ V') = 0 (I) 

c iquivalent sind. 


Dabei ist die Funktion H durch die Grleicbung (16; 
und es ist 


A 


Ex’ x' 



Ex’ y’ Ey’y’ 

x'y ' x* ~ 


definiert ; 

(19) 


Dies ist aber dieselbe D ifferentialgleichimg, die man erh alien 
lourde , wenn man das Integral 


f(F+XG)dt 


( 20 ) 


ohne Nebenhedingung zu einem Extremum zu machen hatte. 

Jede der Differentialgleicbung (I) fiir einen bestimmten Wert 
von X geniigende Kurve soil nacb Kjsteser wieder eine Extremale fiir 
das vorgelegte Yariationsproblem beiBen. 

Zu den vorangebenden Resultaten fiigen wir noeh die folgenden 
Bemerkungen binzn: 

1. Nacb der obigen Ableitung konnte es scheinen, als ob 
die Konstante X nocb von der Wabl der Fnnktionen % l9 rj x ab- 
bangig ware. Dem ist aber nicbt so. Denn aus (15) folgt, wenn 
aucb 0, 



p. 812, wo nock ein weiterer, von Reiff herruhrender Beweis gegeben wird) 
Die entspreckende Yerallgemeinerung fur das allgemeinste isoperimetrisebe 
Problem bei einfacken Integralen findet man bei Scheeffee, ibid., Bd XKV 
(1885), p. 584 nnd A. Mayee, ibid., Bd. X5YI (1886), p. 78. 

Die oben hervorgekobene Liieke ist typisck fur die ! altere Yariations- 
reekmmg Durck den Lagrange'schen d-Algorithmns wird die Anfmerksamkeit 
anf die ersten Yariationen da?, $y abgelenkt, nnd man vergiJBt dariiber nnr zu 
leicht, daB man ans den Funktionen d.z, Sy erst dann etwas scklieBen kann, wenn 
man imstande ist, von diesen anf eine Sehar von zulassigen Yergleicksknrven 
znriickzngeben. Erst Weiebstrass kat kier KLarheit in die Yariationsrecknnng 
gebrackt. 


30 * 
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Die linke Seite dieser Gleichung enthalt nur % lf yj 1? die rechte 
nur di® beiden Funktionenpaare sind voneinander vollkommen 

unabhangig; daraus folgt aber, dafi die isoperimetrische Konstante A 
aucfi von der Wahl der Funktionen £ 1; r n unabhdngig ist (Weier- 
STRASS). 

2 Das allgemeine Integral 1 ) der Differentialgleichung (I) enthalt 
auBer den beiden Integrationskonstanten noch die Konstante A: 

x = fit , «, f, *■), y — y(f, f, ; 0 (21) 

Zur Bestimmung der Konstanten a , /3 ; A und der unbekannten GroBen 
t ly t 2 haben wir — 1 m Fall emer kontinuierliehen Losung — auBer 
den Tier Gleichungen, welche ausdrucken, daB die Kurve far t t ± 
durch den Punkt P 1? far t = durch den Punkt P 2 gehen soil, noch 
die isoperimetrische Bedingung K Z, also ebensoviele Gleichungen 
als Unbekannte. 

3. Neben den der Differentialgleichung (I) gemigenden Losungen 
des Problems kann es dann moglicherweise noch Losungen geben, 
welche Extremalen fur das Integral K sind, sogenannte „sharre Losungen u ^) 
was in jedetn einzelnen Fall durch eme besondere Untersuchung zu 
entscheiden ist Man kann diese Losungen unter die vorigen mit 
embegreifen, wenn man einen zweiten Faktor % einfiihrt, der mi all- 
gemeinen Fall 1 ist, wahrend in diesem Ausnahmefall % 0, A « 1 

ist, und 

H~xF + IG 

setzt. 

4 Bei dem obigen Beweis der Euler’schen Regel war nicht 
Yorausgesetzt, daB die Kuiwe @ 0 von der Klasse C' ist; sie darf auch 
eine endliche Anzahl Ton Ecken haben. Nur hat man dann vor 
Ausfuhrung der Differentiation nach e und s x die Integrale J(s, sf) 
und K(s, £ x ) in bekannter Weise in Summen von Integralen zu zer- 
legen, die Differentiation an den Summanden auszufuhren und nach 
der Differentiation die Integrale wieder unter einem Integralzeichen 
zu vereinigen. Daraus folgt ; daB auch lei einer „diskontmuierlichen 
Losung“ die isoperimetrische Konstante A entlang alien kontinuierliehen 
Segmenten ein und denselben konstanten Wert hat}) 


*) Naheres Member unter e); vgl. ubrigens die auch hier gultigen Bemer- 
kungen auf p. 204. 

2 ) Vgl p. 460, Fufinote l ) 

3 ) Diese wichtige Bemerkung riihit von. A. Mayer (Mathematische 
Annaien, Bd. XIII, (1877), p 65, FuSnote) und Weierstrass her 
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Ferner ergibt sich weiter aus (17) nach § 48, b): In jeder Bike 
evner diskontinnierlichen Losung mu/5 die Weierstrafi'sche 
Eckenbedingung 


- o = rr *» + 0 


H ,l‘-> _0 = H l*« + o 
v ' y l 


( 22 ) 


erfiillt sein. 


c) Das spezielle isoperimetriseie Problem: 

Darunter vexstehen wir die folgende Autgabe, welche der ganzen Klasse 
von Aufgaben, mit der wir uns gegenwartig bescbaftigen, denNamen gegeben bat: 

Beispiel II: 1 ) Unter alien geitohnUchen Kurven von gegebener Lange, 
welche zicei gegebene Punkie P 1 tend JP 2 verbinden, diejenige zu bestimmen, icelelte 
mit der Sehne P 1 P ft den grofiten Flachemnhalt einschliefit . 

Wablen wir die Verbindungsgerade von P 1 nnd P 2 zur ^-Acbbe, mit P^P t 
als positiver Richtung, so baben wir das Integral 2 ) 

'7 = 4 j (xy' — yx')dt 
h 


zu einem Maximum zu macben, wabrend das Integral 

K=j‘yx' r +'y 7 *- tit 

'l 


emen vorgesebriebenen Wert 21 besitzen soil, den wir groBer als den Abstand 
P 1 P 2 | voraussetzen. 

Fur den Bereicb 6b konnen wir bier die gauze x,y - Ebene wablen. 

3 — 4r(iC3 /' — yx') + + y'*\ 


so erhalten wir 


Bi = 


X 


(23) 


und daber wird die Differential gleicbung (I) 


1 x' y" — y'%" 

7 == (V^t^T 


£ 

X 


(24) 


Dieselbe zeigt, dafi X stets von Null verschieden ist, und dafi die geBUchte 
Kurve ein Kreis vom Radius \X | ist, der im Sinn 5 ) des XJbrzeigers oder im ent- 
gegengesetzten beschrieben wird, je naebdem X > 0 oder X < 0. Man verifiziert 
dies aucb Ieicbt direkt durcb wirkliebe Ausfiibrung der Integration, indem man 


*) Ygl. p. 3. 

*) Hierdurcb wird zugleicb definiert, was wir unter dem fraglicben Flacben- 
inbalt versteben^ vgl. Goursat, Cours d’ Analyse, I, Nr. 94 und C. Jordan, Cours 
d' Analyse, I, Nr. 102, 112 und II, Nr. 129 — 133. Man beaebte, dab das Integral J 
entlang der Geraden P 1 P i gleich Null ist. 

3 ) Vgl p. 192. 
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die D lifer entialgleichung (24) in der Normalform (43) von § 27 schreibt, mit dem 
Bogen s als unabhangiger Yariabeln Die Integration ergibt bei passender Wahl 
des Anfangspunktes fur den Bogen s 


- A cos 


( O’ 


y — p = — Asm 


H) 


(25) 


Da H l stets von Null verschieden ist, so konnen nach (22) und § 48, c), 
Zusatz I, kerne diskontin uierhchen Losungen auftreten. 

Konstanienbestimmung 1 ): Wir wahlen zur 
Yereinfachung den MittelpunktO der Strecke 
P x P 2 zum Koordinatenanfangspunkt, so daB 
a s=s 0 wird. Femer beschranken *) wir uns 
auf Losungen, welche nicht uber einen vollen 
Kreisumfang hinausgehen, und auf den Fall 
A<0 Fuhrt man dann den halben Zentri- 
winkel co des Bogens P x P 2 ein, so nomuert, 
daB derselbe zwischen 0 und ss liegt, so ist 
cc x — — Asm®, l — — A®, ^==Acos®, 



zendente Gleichung ergibt 
X x 

co = sm co 


Da nach Yoraussetzung 0 <£ x x < ?, so ergibt die Diskussion dieser Gleichung, 
daB dieselbe stets eine Wurzel co zwischen 0 und a besitzt. Daraus folgt, daB 
es stets einen den Anfangsbedingungen geniigenden Kreisbogen gibt, fur 
welchen A < 0 

Daneben gibt es, wenn x x fl unter einer gewissen Grenze liegt, dann noch 
Losungen, welche uber einen vollen Kreisumfang hinausgehen. 

Der Ausnahmefall , daB eine Extremale fur das Integral AT, d. h. also eine 
Gerade, Lbsung des Problems ist, kann nur eintreten wenn 2Z= | P X P 2 | . Als- 
dann ist aber diese Gerade uberhaupt die einzige zulassige Kurve, kann also 
gar nicht den Bedingungen der Aufgabe gemUfi variiert werden 


d) (Heichgewiebtslage ernes sckweren, an seinen beiden End- 
punkten befestigten Fadens; 

Nach physikalischen Prinzipien ist die Aufgabe nut der folgenden Equivalent : 

Bei spiel XXI: In einer vcrtikalen JEbeoie zwischen zwei gegebenen Punkten 
P x und P s diejenige Kurve von gegebener Lange zu Ziehen, deren Schwerpunkt 
moglichst medng liegt 

Wir nehmen die positive 2/-Achse vertikal nach oben; dann wird die Ordi- 
nate des Schwerpunktes gegeben durch den Quotienten 


*) Ygl. 0. Jordan, Cours d’ Analyse, III, p. 498. 
2 ) Ygl. § 61, c). 
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u 

f y + y ,%x dt 

'ti 

u 

f yV 2 4 - y ' Si dt 
\ 

Da jedoch der tenner bei alien zulassigen Kurven Constant bleibt, so baben wir 
einfach das Integral 

*2 

J = j yl/a;' 8 + 2/' 4 ' dt 

h 

zu einem Minimum zu macben, wabrend gleichzeitig das Integral 

u 

K" J yx'* + y'* dt 

h 

einen vorgeschriebenen Wert Z haben soli, den wir grofier ala den Abstand 
| Pi P 2 [ yoraussetzen. 

Wir baben bier 

J5T= (y + hV^+y’*' 

Indem wir von der ersten der beiden Gleicbungen (18) Gebrauch macben, erhalten 
wir sofort ein erstes Integral der Differentialgleichung (I): 

H x ^ JL±M=.- a . 

Vx+y'-' 

1st a = 0, so erhalten wir die Losung x ) 

x = konst , 

welcbe nur dann stattbaben kann, wenn die beiden gegebenen Punkte in der- 
selben Vertikalen liegen 

1st dagegen a 4 = 0 , so erhalten wir als allgem eine Losung der Differential- 
gleicbung (I) zwei Systeme yon Kettenlinien 

x = p J r c :t, y -f- X = + aCh£ (26) 

Aus (22) folgt, daB die Konstante a selbst im Fall einer diskontinuierlichen 
Losung entlang der ganzen Kurve denselben Wert behalten muB. Seben wir 
daber von dem trivialen Fall a — 0 ab , so konnen nacb § 48 , c) , Zusatz I, 
keine diskontinnierlicben Losungen auftreten; denn 

JEL i (a?, y , cos 0, sin0 ; l) == y + ^ , 

nnd dies ist im Fall a=j=0 entlang jeder Extremalen yon Null verschieden 

Konst antenbestimmung *): Nehmen wir an, daB <C# 2 , so muB a>0 sein, 


*) Die Gerade. ^ + 1 = 0 ist keine Extremale, da sie der zweiten der 
Differentialgleichungen (18) nicbt genii gt. 

2 ) Nacb Wexersthass, Vorlesungen 1879; vgl. aucb Appell, Iraite de Meca- 
nique , I, p 191. 
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damit Da die Kurve durch die beiden Punkte P x und P 2 gehen soll r 

so miissen die folgenden Gleichungen erf till t sein 

x i «= i 3 + , 2/i+^ = ± aCh^ , 

= ft + <*£> » Vft + * = ± . 

Femer mufi die Kurve die vorgeschriebene Lange haben; das gibt die weitere 
Gleichung 

cc (Sb U — Shtj) = l, 

Aus diesen fnnf Gleichungen haben wir die Unbekannten a, jS, 1, t x , t % zu be- 
stimmen Fuhrt man statt t x und t 2 die beiden Grofien 

% ~b h x< 2, " 1 " ^ ^ 

-- , 

^ ' — 0C X 

v== 2 

ein, so leitet man leicht ans den obigen Gleichun gen die folgenden ab 

Vi — 3/i = i 2 aShji Sh i» , 

l*=2ccCh[iShv. 

Daraus folgt 

Thfi— (28) 

Da nach Yoraussetznng 

l > Yix^—x,) 1 + (2/s — 2/i) 2 '' >12/8 — 2/! |, 

so hat jede der beiden in (28) enthaltenen Gleiehungen erne Losiing g, Femer 
folgt aus (27) 

Yl* ~ Vi)* = 2 a Sh v , also = h 

V 0^2 0C X 

Da &>1, so hat diese transzendente Gleichung erne positive Wurzel v, wie 
sich aus der Diskussion der dureh die Funktion Shv — Tcv von v dargestellten 
Kurve ergibt. 

Nachdem g und v bestimmt sind, ergeben sich die Werte von a, ft Z, ^,0* 
unmittelbar 

Jedes der beiden Systeme von Kettenlimen (26) enthalt also eine Ketten- 
hnie, ivelche den Anfangsbedingungen genugt . *) 

e) Existenztheoreme fur isoperimetrisclie Extremalen: 

Aus deru Satz yon § 21, a) folgt unmittelbar: Dureh emeu 
Puukt J. 0 (a 0? & 0 ) im Inuern des Bereiches 91 laBt sich m einer vor- 
gesehriebenen Richtung eine und nur erne Extremale der Klasse G r 
mit einem Yorgesehriebenen Wert X 0 der isopenmetrischen Kon- 
stauten X konstruieren, vorausgesetzt daB 

__ Hi («o> K COS y 0 , sin y 0 ; A 0 ) 4= 0. (29) 

b Hierzu waiter die Ubungsaufgaben Nr, 1 — 9, 18 — 22 am Ende dieses Kapitels_ 
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§ 59. Die Eulex’sche Regel 
Diese Extremale, die wir sehreiben 

x = x(t), y = y(t), (30) 

laBt sich dann wieder auf em ganz bestimmtes Maxim alintervall 

fortsetzen. *!<*<$ 

1st t = t a der Parameter des Punktes A n , and smd T , , T. zwei 
der Ungleichung 

t* < T x < * 0 < T 2 < t\ 

geniigende Werte ? so laBt sich eine positive GroBe d angeben derart, 
daB die folgenden Satze gelten: 

1. 1st 

>o ~ %\ < d,\y 0 - & # | ^ cl, e 0 - y 0 : ^ d, |2 - 2 0 : ^ d, 

so laBt sicb aueh durcb den Punkt x 0 ,y 0 in der Richtung 6 0 erne 
Extremale mit dem Wert 2 der lsoperimetrischen Konstanten kon- 
struieren. Bedeutet insbesondere t die Bogenlange, so konnen wir 
diese Extremale unter Benutzung der in § 27, b) definierten Funk- 
tionen 36, 2) scbreiben: 

X ~ ^ ^(>5 X 0 > Vw ®(i) J y = ^ 0 ) X Q> Vot @ 0 ! fy) ( 31 ) 

wobei wir im gegenwartigen Pall noeh 2 mit unter die Argumente 
aufnebmen miissen. Dazu kommt dann noch fur den Tangenten- 
winkel 8 in Punkt t die Gleicbung 

6 = ®(t — t Q - x a , y w 8 0 , 2). 

2. Fur 

x o = «o> Vo ~ K 0 O = 7o, ^ ~ 

gebt die Extremale (31) in die Extremale (30) iiber. 

3. In dem Bereicb 

T i< t <T 2 ,\x 0 -a 0 i^d,\y 0 — l 0 ^d,,0 o — y 0 — 2 oj ^d (32) 

sind die Eunktionen 

D,D»D«; ®, ® t 

als Funktionen der Yariabeln t, x w y 0) 8 0 , 2 von der Klasse C'. 

4. In dem Bereieb (32) ist 

#i( Dd i) + o 


und 


IMi.n 
fifaoi °o) 


(33) 

(34) 
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Endlich liegt die Extremale (31) far jedes den Ungleichungen 
(32) gemigende Wertsystem von t, x 09 y 0) 0 Q7 X ganz im Innern des 
Bereiches 31. 

Zum Beweis dieser Behaupfcungen sehreibe man die Differential- 
gleichung (I) unter Emfiihrung des Tangentenwinkels 6 in der den 
Grleicdmngen (43) von § 27 entsprechenden Normalform und betraehte X 
als vierte, der Differentialgleichung 


genugende unbekannte Funktion. Auf das so erweiterte System von 
I) ifferentialgleichungen wende man dann die Satze von § 24 an. 

Gibt man m (31) einer der GroBen x 0 , y 0 , 0 o einen festen 
numerisehen Wert und befcrachtet die ubngen beiden als Integrations- 
konstanten, so erhalt man das bereits nnter b) erwabnte ;; allgemeine 
Integral" der Differentialgleichung (I), zunachst m einer Normalform, 
von der man dann wie in § 27, c) zur allgemeinsten Form iiber- 
gehen kann 

§ 60. Die zweite und vierte notwendige Bedingung. 

Wir nehmen jetzt an, wir batten eme Extremale 

@ 0 : x — y — KOj t x< t <h 

gefunden, welclie der Differentialgleichung (I) mit emem bestimmten 
Wert 1 0 der isopenmetrischen Konstanten geniigt, von P 1 nacb P 2 
fubrt und dem Integral K den vorgesehnebenen Wert l erteilt. 
Weiter setzen wir voraus, die Kurve @ 0 sei von der Klasse C" r und 
liege ganz im Inn ern des Bereiches und endlich verscharfen wir 
die in § 59, a) uber die Funktion V gemachte Annahme dahin, daB 
sie entlang der Extremalen @ 0 in kemem noch so kleinen Teilinter- 
vail von \t x t 2 ~] identisch verschwinden soil. 

a) Das Analogon der Legendre’schen Bedingung: 

Zur Aufstellung weiterer notwendiger Bedingungen wenden wir 
uns nunmehr zunachst zur Untersuchung der zweiten Variation. 
Wir betrachten irgendeine emparametrige Schar von zulassigen 
Vanationen (3); fur dieselbe mufi dann nach (14) 

d 2 J^ 0 (35) 

sein, Bei der Bildung von 8' 2 J haben wir zu beachten, daB im gegen- 
wartigen Fall der Integrand nicht nur die schon beim Problem ohne 
Nebenbedingungen (§ 28) auftretende quadratische Form in 8%, 8y f 
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■dsc'j dy' enthalt, sondern nach § 8 ; b) auBerdem nock eine lineare 

Form der zweiten Yariationen, namlich 

FJ*x + F f Py + F a .6*x’ + F,.8*y', 

weil wir es Her nicht xnit Yariationen von dem einfaehsten Typus 
(17) von § 26 zu tun haben, sondern mit solcken von dem allge- 
meineren Typus (3) 

Diese zweiten Yariationen lassen sich nun aber eliminieren, 1 ) 
wenn man die Ungleicbung (35) nut der aus der Differentiation der 
Grleichung: K = 1 nach s folgenden Grleichung: 0 in der Weise 

kombiniert, daB man die letztere nut der Konstanten A 0 multipliziert 
zur ersteren addiert: 

8*J+ k 0 d*K^Q. (36) 

Die Grlieder, welche zweite Yariationen der unbekannten Funktionen 

enthalten, vereinigen sick nunmekr zu dem Integral 

/ lnj*x + + H x ,d*x r + S y .dY)(U, (37) 

h 

wobei in der Funktion JS die Konstante k = k 0 zu setzen ist. 

Wendet man auf dieses Integral die Lagrange’scke partielle 
Integration an und beacktet einerseits, daB die Extremale © 0 den 
Differentialgleickungen (18) mit dem Wert l 0 der isoperimetrischen 
Konstanten geniigt, andererseits , daB die Funktionen S 2 x } d 2 y in t x 
und t 2 verschwinden, wie sick durck zweimalige Differentiation der 
in s identiscken Gleickungen 

x(t X} t)^x ly y(ti,£)=*yi, 

%(t 2 ,8) = x 2 , y(t 2 ,a) = y 2 

ergibt, so erkennt man, daB das Integral (37) gleick Null ist, und 
daB sick daker die Ungleickung (36) auf 

8*J= / \HJ8xf + . . . + E y , yl {8yJ] dty 0 (38) 

h 

reduziert Diese Ungleickung muB besteken fur jedes Funktionen- 
paar 8%, 8y, -welches aus einer einparametrigen Schar von zulassigen 
Variationen durch den d-ProzeB ableitbar ist. Die Gesamtheit dieser 
Funktionenpaare ist aber naeh dem WeierstraB’schen Lemma von 
§ 59, a) identiseh mit der Gesamtheit derjenigen Funktionenpaare 

i) Ygl. eine hierauf beziigliche Bemerkung von Swift , Bulletin of the 
American Mathematical Society, Bd. XIV (1908), p. 378 
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Sx 7 dy 7 welche in von der Klasse D f sind, in t t und t 2 ver~ 

sehwinden mid iiberdies der Gleichung SK~0 geniigen. Fiir alia 
diese Funktionenpaare muB daher die Ungleidinng (38) gelten. 

Anf das In tegral auf der linken Seite von (38) kann man jetzt 
die WeierstraB’sehe Transformation von § 28, a) anwenden und 
gleichzeitig anf SK die Transformation (18 a) von § 26, so daB in 
beiden Integralen 8x nnd dy nur mehr in der Verbindung 

y' bx — x' dy =*= sw 

yorkommeii. Wendet man dementsprecheixd das WeierstraB sche 
Lemma in der zweiten am Ende von § 59, a) gegebenen Form an, 
so erhalt man den folgenden Satz: 1 ) 

Fur ein Minimum des Integrals I mit der Neberibedingung Is. = Z 
ist tceiter notwendig , da/3 das Integral 

t 2 

d 2 J= £S J[ s i(-^y+ S 2 w 2 ~jdt 0 (39) 

*1 

fur alle Funktionen w von der Klasse I)' } welche in t x und t 3 ver- 
schwinden 7 und fiir welche 

f‘ Vwdt = 0. (13) 

h 

Dabei sind die Funktionen H x: S 2 ans der Funktion H = F 2 Q Gr 
genau so abgeleitet wie in § 28, a) die Funktionen F 17 F 2 ans der 

Funktion F 7 die Funktion V ist durch (9) definiert, und die Funk- 

tionen S 17 JB%, V sind fiir die Extremale @ 0 berechnet. 

Hierans folgt nun leicht der Satz: 

Die meite notwendige JBeclingung fiir ein Minimum des Integrals J 
mit der Nebenbedingung K = l ist > daft 

0 (H> 

entlang der Extremalen @ 07 d. h. 

K x (?$), y(t), &'$), \J\t ) ; A 0 ) ^ 0 in [t x t 2 ] . 

Zum Beweis konnen wir genau wie in § 9, b) und § 28, a) 
verfahren, nur daB jetzt nook zu zeigen ist, daB wir zu jedem vor- 

*) Weeersteass, Vorlesungen 1879. Man kann dieses Result at auch. ohne 
Benutzung des Weierstrafi'schen Lemmas ableiten, indem man in konsequenter 
Weitexftihrung des Hilbert’sehen Qedankengangs (p. 458, FuJ&note 1 )), die zweite 
notwendige Bedingung dafiii entwickelt, dab die Funktion fiir s = 0 T 

f x = 0 ein Minimum mit der Nebenbedingung K(s, sf) ~ l besitzen soil; vgl. Bolza, 
Bulletin of the American Mathematical Society, Bd XV (1909), p. 218. 
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gesehriebenen Teilratervall [ t ' t "] tod . Q eme Funktion w kon- 
struieren konnen, welcke in [ t ' t "] von der Klasse C ist, in t ' und t " 
verschwmdet, okne im ganzen Intervall identiseh zu versckwinden, 
und welcke der Bedingung (13) geniigt. Dazu wahle msn zwei be- 
liebige Funktionen u\, ic 2 , welche den ersten beiden der drei auf- 
gezaklten Bedingungen genttgen, und iiberdies w s so, da8 

t" 

J V w 2 dt =|= 0 , 

was nach der im Emgang dieses Paragrapken iiber die Funktion V 
gemachten Voraussetzung stets moglick ist. Dann setze man: 
w = w 1 + cw 2 und bestimme die Konstante c so, daB 1 13) erfullt ist. 

Die Bedingung fll) ist das Analogon der Legendre’schen Bedm~ 
gung fur das isoperimetriscke Problem. Wir werden dieselbe in der 
ganzen weiteren Entwicklung in der starkeren Form: 

> 0, (IP) 

entlang © 0 , voraussetzen. Es folgt dan n nack § 27, c), daB sick die 
Extremale © 0 iiber das Intervall [t ± t 2 ] binaus fortsetzen lafit, und es 
gelten far die so fortgesetzte Extremale g* die Satze von § 59, e). 
Insbesondere folgt, daB die Extremale (S 0 aus dem allgemeinen Integral 
(21) der Differentialgleickung (I) abgeleitet werden kann, mdem man 
den GroBen a, j3, l gewisse spezielle Werte a = a Q , p = j3 0 , l = 1 0 gibt, 
so daB also 

x(£) = f(t, a Q , fi 0 , 1 0 ), y(f) = flo? ^o) • (40) 

b) Die WeierstraB’scke Bedingung; 

Um spat ere Entwicklungen nicbt 
unterbrecken zu miissen, scklieBen wir 
gleick kier die WeierstraB’scke Be- 
dingung an Wir wenden dasselbe Ver- 
fakren wie in § 30, a) an, wobei jedoch 
emige Modifikationen notig werden. Unter 
Festkaltung der dortigen Bezeicknung 
handelt es sick darum, eine emparametrige Sckar von Yergleickskurven 

x = x(t,e), y ~y(t, a) 

aufzustellen, welcke nickt nur, wie dort, die Bedingungen 
x(t,0)^x(t), y (t, 0) = y(t ) , 

xfa, s) = x 19 y(t lf s)=*y l7 

x(t 5 , s) = x(r 2 — a), y(t B , a) = y(t 2 - a), 
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sondern auch die isoperimetrische Bedmgung 

K u + K t 3 = JT 1S (41) 

erfullen. Dazu setzen wir die Vergleichskurven m der Form an 
* = x(t) -f E 1 ^ (t) + f 2 ? 2 (0 + £ 3 §s(*)> 
y = 2/00 + + £ 2%(0 + £ s%(0> 

wo willkurliehe Funktionen von t yon der Klasse 0 sind, welche 
in fj verschwinden, nnd bestimmen nun £ 1? £ 2 , Eg als Funktionen yon £ 
durch. die Grleichungen: 

+ £ i bl ( 0 ) + £ g (O 4" f 3^s(%) ~ ^(^3 £ )> 

J/s 4~ £ i%(4) 4" £ 2 %(^) ~k Es^sC^) ~ J/(4 £ )> 

-&14 + -^43 = -®"is • 

Dies ist aber nach dem Satz nber implizite Funktionen stets moglich, 

™ m ut s ) t.(« 

i%(4) %(4) %(4) 4=0, 

i K, K s K, 

svobei h 

K - /[CU + gu + at. 

h 

Das ist stets leiclit zu erreichen* man wattle z. B so, daB 

li(4) *“* 0, ^i(4) = 0; 4 s 0> 

was nach. der im Eingang dieses Paragraphen liber die Funkiion F 
gemachten Annahme stets moglich ist; ferner 

ia 0s) *“ o ? % OQ 4 s 0, fc) 4= 0. 

Kachdem so eme alien Anforderungen geniigende Schar yon Yer- 
gleichskurren hergestellt ist, muB flir alle hinreichend kleinen posi- 
tiven Werte Ton s die Ungleichung 

^14 + ^43 ;> e7 18 

stattiinden, welche man mifc Riieksicht auf (41) auch schreiben kann: 

(^4 + + (^43 + ^0-^43) > ^13 + ^0-^13 • 

Die weitere Behandlung dieser Ungleichung fuhrt nun ganz wie in 
§ 30, a) zu dem foigenden Resultat: Es bezeichne 

H x ,r, x',y'-, * »y'; a) — ^ 

B[x,y,x\y'\ X) — x'S x ,{x,y,x',y'^ X) — y'H y ,(x,y,x',y’-, 1). ' 
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§ 61 . Die WeierstraB selte Theorie der konjugieiten Pnnkte. 

Dana gilt der Satz 1 ): 

Die vierte notivendige Bedingung fur ein starves Minimum des 
Integrals J mit der Nebenbedingung K = l bestekt darin, da/3 

&( x >r,P,r,P,q: l o)>0 (IV) 

enticing 2 ) clem J^xtremalenbogen @ 0 . 

§ 61. Die “WeierstraB’sche Theorie der konjugierten Pnnkte beim 
isoperimetrisehen Problem. 

Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daB ; soweit es sick 
um die Bedingungen (I), (II) und (IV) handelt, das vorgelegte iso- 
perimetriscbe Problem Equivalent ist mit dem Problem, das Integral 

u 

J[F+ k 0 Q)dt (43 i 

h 

ohne Nebenbedingung zu einem Minimum zu macben 

Man hat lange geglaubt, da8 beide Probleme iiberhaupt aquivalent 
seien; dies ist jedoch falsely wie zuerst Lundstrom 3 ) gefunden hat. 
Die weitere Untersuehung der zweiten Variation zeigt namlicb, daB 
auch beim isoperimetrisehen Problem ein konjugierter Puhkt P' 
existiert, uber welchen hinaus ein Extremum nicht mehr stattfinden 
kann; dieser Punkt fallt aber im allgemeinen nicht mit dem konju- 
gierten Punkt fur das Integral (43) ohne Nebenbedingung, den wir mit 
-Pj bezeichnen wollen, zusammen, vielmehr ist im allgemeinen P(>- P), 
wie dies auch a priori nicht anders zu erwarten ist. Denn beim 
Problem ohne Nebenbedingung muB die Ungleichung (39) fur alle 
Funktionen w der Klasse B' erfullt sein, welche in t t und t 2 ver- 
schwinden, beim isoperimetrisehen Problem dagegen nur fiir diejenigen, 
welche auBerdem noch der Bedingung (13) genugen; daraus folgt 
schon, daB sicher P) sein muB. 

Bei der dritten notwendigen Bedingung Jiort also die Aquivalenz 
der beiden Probleme auf. 

a) Definition der konjugierten Punkte: 

Wir wenden zunachst auf das Integral (39) die Jaeobi’sehe Trans- 
formation Ton § 10, b) an. Ist [t^] irgend ein Teilintervall yon 

*) Nach Weierstrass, Vorlesungen 1879 

2 ) In demselben Sinn wie in § 30, a). 

3 ) Vgl. „ Distinction des maxima et des mimma dans un probleme isopen- 
metnque { \ Nova acta r eg. soc. sc. Upsaliensis, Ser. 3, Bd. Til (1869); vgl 
auch A. Mater, Mathematische Annalen, Bd XITT (1878), p. 54. 
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1A4]> wahlen wir die Funktion w identiscii gleieli Null auBerbalb 
[ T i T *l gleich Null in r t und %, und von der Klasse G" m so 

konnen wir luernaeli die zweite Variation sehreiben 


T 2 

6 s J = a 2 / wW(w)clt 7 (44) 

•wobei 

Da wir aber nur solcbe Funktionen w betrachten, welcbe der Glei- 
ehung (13) geniigen, so konnen wir m den Ausdruck fur S 2 J dadureh 
eine willkiirliehe Konstante einfubren, dab wir das mit einer Kon- 
stanten ,u multiplizierte Integral 

Ti 

J Vivclt = 0 

Mnznaddieren. Wir erbalten so: 


*2 

S*J - s s fw[W(w) -f p V]dt. 


(45) 


Wir versucben nun znnacbat, abnlicb wie in § 10, b), die zweite 
Variation durch passende Wakl der GroBen r v r,, p und der Funktion 
w gleick Null zu maehen. Dazu betraebten wii die Differentialgleicbung 

W(w) + p V = 0. (46) 

Das allgememe Integral derselben laBt sieb mittels eines dem 
Jacobi’scben Verfabren yon § 12, b) und § 29, a) analogen Verfakrens 
leicht angeben. Denn setzen wir in die Differentialgleicbung 

d 


if. 


ilt 


jEL, = 0 


mit unbestimmtem X fur x, y das allgememe Integral (21) ein, diffe- 
rentiieren nacb a, /?, X und setzen sehlieBlich a = cc 0 , ji = / 3 0 ,_ X — X Q , 
so ergibt sicb das folgende Result at: 

Bezeiebnen wir 


(t) = gfj — 1 a = cc 0 , p = /J 0 , y = Vo, 

^sOO = fftf i ft9} 1 1 

w (&: (0) = 0, W(& 2 (t)) = 0, W(» d (t)) + V — 0. (47) 


so ist 
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Die ersten beiden dieser Gleiebungen werden genau so erbalten wie 
die analogen Resultate in § 29, a). Bei Ableitung der dntten Glei- 
chung bat man sicb zu erinnern, daB die GroBe X nicbt nur implizite 
in den Funktionen f ) g vorkommt, sondern auch explizite als Faktor 
yon G m H = F + XG. Die Ausfubrung der Differentiation nacb X 
ergibt daber zunacbst die Gleicbung 

+ o, 

woraus dann das obige Result at auf Grand der nach Gleichnng (23) 
yon § 26 giiltigen Relation 

folgt. 

Aus den Gleiebungen (47) ergibt sicb, daB die Funktion 

w = c i &i(t) + C2& 9 (t) + V'&sit) (48) 

der Differentialgleicbung (46) geniigt, und da sie zwei willktirlicbe 
Konstanten c 2 enthalt, so ist sie zugleicb das allgemeine Integral. 
Dasselbe kann nur dann in einem Interval! \x 1 t 2 ] identiscb yer- 
scbwinden, wenn c x = 0, c 2 = 0, g = 0. Denn ware w = 0, so wiirde 
zunacbst aus (46) folgen, daB g = 0 sein muB, da 7^ 0 yorausgesetzt 
ist: weiter wurde dann c t = 0, c 2 = 0 folgen, da ^(t) und & 2 (t) zwei 
nacb § 29, a) linear unabbangige Integrate der Differentialgleicbung 
W(w) = 0 sind. 

Sollte es nun moglicb sein, die Konstanten c ly c 2 ,g und einen der 
Ungleichung 

A <K< A 

geniigenden Wert so zu bestimmen, daB gleicbzeitig 


w(t x ) = + c^JX) + p& 3 (ti) — 0? 

w{t[) = 



so konnte man die zweite Variation durcb eine alien Bedingungen 
geniigende Funktion w gleicb Null macben, indem man w in \_AA~\ 
gleicb dem Integral (48) mit diesen speziellen Werten yon c 1} c 2 ,g 
setzt, dagegen identiscb gleicb Null in Daraus wurde dann, 

wie wir wenigstens als wabrscbeinlicb erwarten dtirfen, folgen, daB 
A J<0. 

B o 1 z a , y anationsreclxming 


31 
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Wir konnen somit den folgenden Satz 1 ) aussprechen : 

Soil > 0 sein fur alle mlassigen 9 in [ 44 ] nicht identisch ver- 
sckivindenden FunJctionen w, so mu/3 

'M*d, »•&) 

D(t, t } ) = I ^(t), «■,(<) | + 0 

t t J \*v) 

J* V%' 1 dt > J V& 2 dt, j V& z dt 1 

\h t x t x 

sein fur __ 

4 < t < 4 * 

Indem wir mit 4 die zunachst 2 ) auf 4 folgende Wurzel der 
Gleiehung _D( 4 y_0 

bezeicbnen, konnen wir die Bedingung (49) auck scbreiben 

4 < 4 . 


Der dem Wert t[ auf der Extremalen (££ entsprecbende Punkt P[ 
beifit wieder der m P ± konjugierte Punkt, 

Eine leicbte Modifikation der obigen SehluBweise fiibrt zu dem 
folgenden, wenigstens scbeinbar allgemeineren Resultat: Wenn 

D(r,o-o 

fur zwei den Ungleichungen 


geniigende Werte t) t", so kann man d 2 J = 0 machen durch eine zu- 
lassige Punktion w. 

b) Eigenschaften der Funktion D(t, 4): 

Fur die weitere Entwicklung haben wir den folgenden Hilfssatz 3 ) 
uber die Funktion D(t,tf) notig: 

Die Funktion D(t, 4 ) wecksdt im Punkt t[ ihr Zeichen, aufier 
wenn t[ mgleich konjugierter Punkt (im tveiteren Sinn) fur das Integral 
(43) ohne Nebenbedingung ist. 

Zum Beweis bringen wir zunachst D(t, tf) auf eine fur die Dis- 
kussion bequemere Form. Wir fiihren dazu die beiden folgenden 
Funktionen em: 


*) Satz nnd Beweis nach Weierstrass, Vorlesungen 1872. 

2 ) Ygl die Bemerkung am Ende von Absatz b) 

3 ) Deiselbe ruhrt von Weierstrass her, siehe die Dissertationen von Howe,. 
Berlin 1887, und Hormann, Gottingen 1887; einen Beweis hat zuerst Kneser ge- 
geben, Mathematische Annalen, Bd. LY (1902), p 86. 
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u = — & S (t 1 )& 1 (t) == u(t, tj), 

V = 0,^(0 + 6U,(0 - s- a (f) = V(t, Q, 
wobei die beiden Konstanten C r 1; C 2 der Gleicbung 
^1^1 ft.) + £'2 ^2 ft) — #3 ft) = 0 


Die beiden Funktionen 

gleicbuBgeu 0 . 

und den Anfangsbedingungen 

«(0 = °, 


h, r geniigen 

w(vj = f 

r(^) = 0. 


den 


Differential- 

(50) 

(51) 


Mit Hilfe von elemental en Determinantensatzen laBt sich dann die 
Funbtion D(t, t ± ) folgendermaBen durcb u und v ausdriicken: 


wo 


D(t \ fj) = ))tv — nu, 


m 


t 


= J' Vudt = m(t, t 1 ) 7 

h 



(52) 


Ans (50) fblgt 

■o W(u) — u W(v) = ^ (W - iw') — - »F. 


Integriert man diese Gleichung und bestimmt die. Integrationskon- 
stanten aus (51) ? so kommt 

— vu') = — m. (53) 

Differentiiert man andererseits (52) nach t 7 so folgt aus der Defi- 
nition der Funktionen m und n , daB 

D' = mv' — nu' 7 (53a) 

und daher 2 

Du'- D'u (54) 

Wir scblieBen hieraus zunachst ; daB die Funktion in 

keinem noch so kleinen Teilinteryall yon identisch rerschwinden 

kann; denn sonst muBte dasselbe mit D' und daher auch mit m der 
Fall sein, was mit der im Eingang von § 60 liber die Funktion V 
gemaehten Annahme im Widerspruch steht. 

Weiter folgt aber aus (54) ; daB 

d_ JD ^ 

dt u H x ’ 

und dies zeigt, da H x > 0, daB der Quotient JDju sein Zeichen wechselt, 
wenn t durch den Wert t[ hindurchgeht; dasselbe tut also auch die 

31* 
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Funktion D } wenn u(t [ ) =4* 0, und das ist eben der oben ausgesprochene 
Satz, da ja die Grleicbung u(t) ~ 0 die konjugierten Punkte (im 
weiteren Sinn) fiir das Integral (43) obne Nebenbedingung bestimmt. 

Da u in nach (50) und § 11, a) nur von der ersten Ordnung verschwindet, 
vn nnd D dagegen von hoherer 1 ) Ordnung, so folgt durck Integration von (55), 

t 

_ m 2 dt 

"-"J 

h 

Diese Gleickung zeigt, m Ubereinstimmung nut den Bemerkungen im Eingang 
dieses Paragraphen, daB D={=0 fur \ denn t[ ist nack Definition die 

zunaekst ant t folgende Wnrzel der Gleiehung u{t) = 0. Komkiniert man dieses 

Resultat mit dem folgenden, leickt zn beweisenden Satz fiber stetige Funktionen: 

„Ist die Funktion f(cc) stetig in [a 6], positiv m a , aker nickt in alien 
Punkten von \_a 5], so gibt es in [a 5] einen Punkt c, so daB 

fix) >0 fur a x <f, c , f(c) = 0 U , 

so folgt: Wenn die Funktion Dfctf) uberkaupt im Intervall ^ ver- 

schwindet, so besitzt sie stets auck einen zunaekst auf \ folgenden Nullpunkt. 

c) Naciweis der Notwendigkeit der Bedingung: P 2 ^<P': 

Die in Absatz a) bewiesenen Resultate macben es wahrscbem- 
licit/) daB das Extremum jeuseits des konjugierten Punktes P' nicbt 
mebr besteben kann, und in der Tat laBt sich durcb eme Modification 
der von WeierstraB 3 4 ) fiir den analogen Zweck beim Problem obne 
Nebenbedingung angewandten Metbode beweisen/) daB man die zweite 
Yariation und daber aucb A J negatiy macben kann, wenn P' -< P 2 . 

Dazn scbreiben wir den Ausdruck (45) fiir die zweite Yariation 
in der Form 

u t % 

8 2 J = — £ 2 7r J * w 2 dt + s 2 J ** w[W(w) + \iV]dt, 

h h 


1 ) Sind die Funktionen , if 2 , F regular, und versckwindet F in t t von 
der Ordnung ^(^0), so versckwindet m in t x von der Ordnung ft + 2, JD von 
der Ordnung 2ft -f-4. 

2 ) ^gl* die Bemerkungen bei der analogen Diskussion auf p 62, msbesondere 
Fufinote x ). 

s ) Ygl. p 82, Fufinote 2 ), 

4 ) Der Beweis ist zuerst von Kneser gegeben worden in der auf p 478, 
Fufinote *) zitierten Arbeit Nack den Mitteilungen, die Howe und Hormanr in 
ikren ebendort erwaknten Dissertationen macben, sckeint es, dafi Weiers trass im 
Besitz eines aknlichen Beweis es war; dock ist mir nickt kekannt, ob er den- 
selben in Vorlesungen vorgetragen bat. Einen wesentlich hiervon versckiedenen, 
ebenfalls von Kneser kerrukrenden Beweis werden wir in § 62 geben. 
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wobei k eine willktirlicbe positive Konstante bedeutet, wabrend 


W(tv) = + fc)tc 




Es seien jetzt u, v diejenigen partikularen Integrate der Differential- 
gleichimgen ^ ^ ^ 

welche den Anfangsbedingnngen 

*&) = w&) — 0, »'(*,) = u'fa), 

H f i) = = o, 

genugen. Dann folgt aus dem Embettungssatz l ) Ton § 24, bj, daB 
L[u(t) - »©] — 0 , L\y(p) — «©] = 0 , 

i = 0 1 = 0 

nnd zwar gleiehmajiig in Beziehung auf das Intervall [t^]. 

Setzen wir daber entsprecbend 


% : 

• = J Vildt 9 n == j Vvdt , 


so folgt, dab aucb 


D(t, 


me — nu< 


LD(t, tj) — D(t, t t )y 
1 — 0 


ebenfalls gleichmafiig in / 2 ]. 

Angenommen es sei jetzt 

t[ < t 2 

und zunachst 

u (fi) 4 s 0 • 

Dann wecbselt, wie wir nnter b) gezeigt baben, die Fnnktion D(t, 
in t[ lhr Zeicben; wir konnen daher zwei der Ungleicbnng 

geniigende Werte t By / 4 von t angeben, fur welcbe entgegen- 

gesetzte Zeicben bat. Und nunmebr konnen wir wegen (56) die 


l ) Man sebreibe die Differ entialgleichung W(u) — 0 in der Normalform (20) 
von § 23 mit u, u\ k als unbekannten Funktionen nnd mit der Zusatzdifferential- 
gleiebung dk/dt = 0 Dann gibt es nacb § 24, b) eine positive GroBe d, so daB 
die Fnnktion u[t) in dem Bereicb t x 7*t ^t 2 , |&j eine stetige Fnnktion von 
t nnd k ist, welche far k~ 0 in u(t) ubergeht; darans folgt dann die Behauptnng 
nach dem Satz nber gleichmaBige Stetigkeit, vgl A II 6 und A III 3. Dasselbe 
gilt fur die Fnnktion v. 
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GrroBe k so klein wahlen, daB aucli D(t, in t s und t 4 entgegen- 
gesetzte Zeichen hat; daher muB D(t, t x ) in einem zwischen t s und t 4 
ge legenen Punkt t' verschwinden. Wenn aber D(t' v t t ) ~ 0, so konnen 
wir zwei Konstante c t ,c 27 nicht beide gleich Null, so bestimmen, daB 

«X«(<0 + c 2 t-(^) =» 0, 
c 1 w(^) + c. 2 n(t[) - 0. 

Wahlen wir jetzt 

w = c x u + c 2 v in [ , 
w = 0 in [£[ £ 2 ] 

und geben der Konstanten den Wert — c 2 , so hat w alle in dem 
Satz von § 60, a) verlangten Eigenschaften und genugt uberdies der 
Differentialglei chung __ 

W(tv) + gF = 0. 

Diese Fnnktion w macht aber d 2 J negativ, da fiir sie 

b 

d 2 J = — £ 2 k f iv 2 dt. 

h 

Es bleibt jetzt noch der Ausnahmefall.* 1 ) u(t[) 0 zu unter- 

suchen. Derselbe kann nur dann eintreten, wenn gleichzeitig / m(t r 1 ) = 0 
und v(t') = 0, wie sofort aus (54) und (53) folgt, wenn man be- 
achtet, daB ^4=0 in und daB u und u' nach § 11, a) nicht 

gleichzeitig verschwinden konnen. 

In diesem Fall konnen wir nun zunachst d 2 J = 0 machen durch 
die zulassige Funktion 

w u in | w~0 in 

wie aus der Form (44) der zweiten Variation folgt, wobei man sich 
der Definition der Funktion m zu erinnern hat. 

Dartiber hinaus laBt sich dann aber xmttels einei Modifikation 
des von Schwarz fiir den Beweis der Notwendigkeit der Jacob i’schen 
Bedingung beim Problem ohne Nebenbedingung benutzten Methode 
(§ 14, b)) beweisen, daB man S 2 J auch negativ machen kann. 

Man zeigt namlich leicht, daB man stets eine Funktion m von t 
bilden kann, welche in [t t t 2 ] von der Klasse C" ist und den Be- 
dingungen 

ce(^) — 0, co(4)™0, £>(£') 4=0, j*a)Vdt = 0 

h 

*) Vgb wegen dieses Ausnahmefalles Bolza, Mathematische Annalen, 
Bd. LVII (1903), p. 44 
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geniigt. Setzt man dann 

w = u + Tccd in w = Jcco in p'y, 

unter J c eine Konstante verstanden, so ist die so definierte Funktion w 
stetig in ibre erste Ableitung erleidet aber einen Sprung an der 

Stelle t[ 5 femer yersebwindet w in t t nnd t 2 und geniigt der Be- 
dingung (13). 

Wir konnen daher auf die zweite Variation in der ursprimglichen 
Form (39) die Jacobi 7 scbe Transformation in der modifizierten Form 
yon § 10 , c) anwenden und erhalten genau wie in § 14, b) 

<5 2 P = 2s s hS L (t' 1 )ca (t[)u\t[) + k*fc a W(u)dt 

h 

Da der Koeffizient von h von Null verscbieden ist, so folgt hieraus 
in der Tat, dafi wir 8 2 J durch passende Watl von /r negativ macben 
konnen 

Somit ist bewiesen, daB ohne Ausnahme der Satz gilt: 

Fiir ein Extremum des Integrals J mit der Nebenbedingung K=^l 
ist weiterhin notivendig, dafi 

D(t } tf) + 0 fur t t < t < t 2 , 
oder anders ausgedruckt 7 daft 

p 3 <p;. (in) 

Beispiel II (Siehe p. 465) 

Aus der Qleichung (23) folgt, dafi im Fall eines Maximums X negativ a ein 
muft. Ton den beiden in Beziehung auf die Gerade P 2 P 3 symmetriscken Kxeis- 
bogen, welche den Anfangsbedingungen genugen, kann also nur derjenige ober- 
halb der as-Achse em Maximum liefem. Fiir denselben durfen wir 




s 

J 


als Parameter einfuhren und erhalten so aus (25) fur den Bogen (£ 0 die ana- 
lytische Darstellung 

x = Cf 0 — 1 0 cos t, y = ft, — Bin f, ^ < t < i. • 


Hieraus folgt 

(0 = \ C0S t, 

Ferner 


V 


of 2 (t) — — X 0 sin t, 


%y" — yjff 

+2/' s o 3 ’ 


«•,(«) = v 


was sich nach (24) fiir die Extremale auf — 1/X 0 reduziert. Eine leichte 
Rechnung ei*gibt dann fur _D(t, t t ) den Ausdruck: 

D (t, tf) = 4 1% sin t (sin t — % cos r), 


(57) 
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% 



h 


Den beiden Faktoren von D(f,t x ) entsprecbend erbalten wir zwei Reiben von 
konjugierten Punkten im weiteren Sinn, einerseits x andererseits die Wur- 

zeln der Grleichung 

i}gr==r, 


deren zunachst anf x = 0 folgende Wurzel im dritten Quadranten liegt 

Der zu im engeien Stnn konjugierte PunLt wird also gehefert durch den 

Wert 

t[==t 1 ~f~ 2 -tt 

Ein Kreisbogen, welcber uber einen vollen Kreisumfang bmausgeht, kann 
also keine Losung fur das lsoperimetrische Problem liefern 

Andererseits ist, ?ie wir bereits anf p 234 gesehen haben, fur das Problem* 
das Integral 

_____ 

J yx') + l^x'* + y'* Y \dt 

h 

obne Hebenbedingungen zu einem Extremum zu macben, der zu t x konjugierte 
Wert 

ty = ty 

so dab also in der Tat. t[ > m IJbereinstimmung mit der allgememen Theone. 
Da ferner: 

u (t) — — sm (f — 


so tritt bier gerade der oben erwahnte Ausnahmefall ein, dafi u (£') — 0 
JBei spiel X.X.I (Siebe p 466) 

Da bier 




y±± 

()/*'* + /S'') 8 ’ 


so ist fur ein Minimum notwendig, dab Da nach nnseren Fest- 

setzungen dieKonstante a>0, so erfullt von den beiden den Anfangsbedingungen 
geniigenden Kettenbnien (27) nur die nach unten fconvexe die Bedingung (II) T 
d. b. also die Kettenlinie 


®o : ® = 2/ + ^ = “o Chi. 

Fur dieselbe erbalt man 

& 1 (t) = cc () {tSkt~ Cht), & 2 (t) = cc 0 Sht, fr,(f) = u 0 , 

l 

(j/os'* + y ' 1 '') 3 £t 0 Cli 2 S 

Hiexaus folgt 

t t t 

/"•■“-[-cetJ,- 

h h t x 
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woraus sich fur Z>(t, £ a ) das folgende Eesultat 1 ) ergibt: 

JD (£, i =s &q [2 2 Ok (t £j ) 4“ (t #0 Sh.(« — f,)], 

oder wenn wir 


setzen, 


i-^ = 2r 

D(tf, = — 4«5ShnrfShir — rCkr). 

Die Funktion Skr ist positiv fur positive Werte von r, und die Funktion 

<p (r) = Skr — t Ch t 


ist negativ fur alle positiven Werte von r, da 

qp(0) = 0 und q)' (t) = — rSkr 

JEs existiert also Izein m P 1 lonjugierter Punkt, und die Bedmgung (III) ist stets 
erfullt. *) 

d) Hinlanglickkeit der Bedingung: P 2 -< P[ fur ein permanentes 
Zeicien. von d 2 /: 3 ) 

Soli S~J > 0 sein fur alle nicht identisch verschwindenden zu- 
lassigen Funktionen w, so ist, wie rnr in § 60, a) und § 61, a) gesehen 
haben, notwendig, dafi H i 0 in \t l tf\ und P 2 -<, F[. Es soil jetzt 
die Umkehrung dazu bewiesen werden: 

Wenn fur den Extremalenboyen @ 0 die leiden Bedingungen 

H t >0 in [tjf\, (IP) 

(HI’) 

erfullt sind, so ist <5' 2 J"> 0 fur alle nicht identisch verschwindmden 
sulassigen Funktionen w. 

Es sei t 0 lrgend em der TJngleicbung 4 ) 

t* 1 <t 0 < t; 

geniigender Wert von t. Zu demselben gehoren dann vier Funktionen 
u = u[t, tf), v — v[t, t 0 ), ni = m It, tfj, n — n(t, tf), 

welcbe der Stelle t Q in derselben Weise zugeordnet sind wie unter b) 
die Funktionen u(t,tf) usw. der Stelle t v 

Sind dann p, q irgend zwei Funktionen von t, welebe ixn Intervall 
[t L t 2 ] von der Klasse C’ sind, und setzt man 

co = pu -f- qv, 


1) Zuerst von A. Maybe gegeben, Mathematiscbe Annalen, Bd.. XIII 

(1878), p. 67. . 

2 ) Hierzu wexter die Ubuvicfsciufgtib&ii Nr 12 — 17,21 am Ende dieses Eapitels. 

3 ) Von dem Inhalt dieses Absatzes ist nur das am Schlufi gegebene Lemma 
fur die spateren Entwicklungen erforderbch und auch dieses erst in § 64 

4 ) Vgl wegen der Bezeichnnng § 59, e). 
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so gilt die folgende Relation *): 

H x G> f * + il 2 m l 2 = K x (p'u + - 2q(p f m + q r n) 

+ — [H^pu + qv)(pu' + qv r ) + (pm + qn)q\. 

Man yerifiziert dieselbe leiebt, indem man einerseits die Werte 
yon co und co' einsetzt mid ausmultipliziert und dann die dabei auf~ 
tretenden Produkte H^u ? H 2 v mittels der Differentialgleicbung (50) 
eliminierfcj andererseits die Differentiation, nach t ausfubrt und yon 
der Relation (53) Grebrauch macht. 

Wir wollen zunacbst annebmen, t 0 lieBe sicb so wablen, daB 

D(t, 4) =H 0 fur ^ ^ <C 4 • (59) 

1st clann w irgend eine m [t x t 2 ] nicbt identiscb verschwindende zu- 
lassige 2 ) w-Funktion, so bestimmen wir die beiden Funktionen p , q 
aus den beiden Gleicbungen f 

pu *+> qv = w y pm + qn = J Vwdt, (60) 

h 

deren Determinante naeh (59) in [t x t%\ yon Null yerscbieden ist ? da 
ja der Gleiebung (52) entsprecbend die Relation 

B(t, O = m(t, t 0 )v(t, t Q ) — n(t, Quit, Q 

gilt. Hieraus und aus den Eigenscbaften der Funktion w folgt, daB 
die so definierten Funktionen p, q im Intervall \t x Q yon der Klasse D r 
sind und in t x und yerscbwinden, obne identisch in [t x £ 2 ] zu ver- 
schwinden. Ferner folgt aus (60) durcb Differentiation 

p'm + q'n^ 0. (61) 

Sind nun die Funktionen p und q zunacbst yon der Klasse O' in 
lt ± Q, so gilt fur sie die Relation (58) ? durcb deren Integration wir 
erhalten 3 ) 

h h 

J(H l w r2 + H 2 w 2 )dt = J^S x (p f u + q'v) 2 dt. 

h h 

Wegen der Yoraussetzung (IF) kann die recbte Seite nur dann gleicb 
Null sein ? wenn pu + q'v ==0 in \t x Q, was wegen (61) und (59) 


l ) Ygl A. Mayer, Mathematische Annalen, Bd. XIII (1878). p. 53, und 

Box-za, Transactions of the American Mathematical Society, Bd. Ill 
(1902) p 309. 

3 ) Ygl § 60, a). 

3 ) Dies ist das Analogon der Jacobi’scben Formel (11) von § 10. 
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anit den nachgewiesenen Eigenscbaften der Funktionen p und q un- 
vereinbar ist; es ist also In diesem Fall 6 2 J > 0. 

Dasselbe Resultat bleibt aber aucb besteben, wenn die Funk- 
tionen p, q von der Klasse D' sind, wie man in bekannter Weise 
durcb Zerlegen des Intervalles \t t t 2 ~] in Teilintervalle und nachterige 
Integration zeigt, wobei man zu beacbten bat, daB die Funktionen p, q 
selbst stetig bleiben, aucb wo ibre Ableitungen Unstetigkeiten erleiden. 
Hiermit ist das folgende vorlaufige Resultat gewonnen: 

Ist die Bedingung (IT) erfiillt, und laBt sicb f 0 so wablen, daB 

Q + 0 fur *!<:*<: i s , 

so ist d 2 J > 0 fur alle nicbt identiscb yerscbwindenden zulassigen 
Funktionen tv. 

Um nun von bier aus zu dem im Eingang dieses Paragrapben 
ausgesprocbenen Satze zu gelangen, bemerken wir zunacbst, daB aus 
der Yergleichung des eben erbaltenen Resultates mit dem unter a) 
bewiesenen folgt, daB fur die Funktion das folgende, dem 

Sturm’schen Satz von § 11, c) analoge Lemma gilt: 

Wem + 0»M, (59) 

so mufi D(t ", t r ) 0 sem fur 3 e zwe i ^ er Vngleichung : t f < t" t 2 

genugende Werfe t' y t". 

Hieraus folgt nun weiter: Wenn t 2 < so laBt sicb stets so 
wablen, daB die Bedingung (59) erfiillt ist. 1 ) Denn da unsere Yoraus- 
setzung gleiebbedeutend ist mit 

D(t y t ± ) 4= 0 fiir t t < t t 2 , (III’) 

so ist insbesondere JD (4>O4=0. Daber konnen wir wegen der 
Stetigkeit der Funktion D in Beziebung auf ibre beiden Argumente 
eine positive GroBe d angeben derart, daB 

D(r, 04 =o fur: | |<!«*, \t"-t 2 \^a. ( 62 ) 

Daber ist: D(t,t ± ) 4=0 fur t t + d. Daraus folgt aber 

nacb dem obigen Lemma, daB 

D(t 2 4- d 7 1) 4= 0 fiir t x + d t < t 2 4- d, 

wabrend aus (62) folgt, daB 

D (t 2 4” 0 4= 0 fiir t x — d^t<^t t -\-d. 

Es ist also _ _ 

B(t 3 4- d, t) 4= 0 fur t t — d <; £ <; t 2 , 

womit unsere Bebauptung bewiesen ist, da: D(t 7 d) = — D(t 2 4" d f t) . 
f) Beweis nach. C. Jordan, Cours d’ Analyse, Bd. Ill, ISTr. 393. 
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Nunmebr folgt aber aus dem oben erbaitenen vorlaufigen Resultat 
der im Eingang dieses Absatzes formulierte Satz. 

Wir fugen bier noch ein weiteres Lemma fiber die Funktion 
D(t } f 0 ) an, das wir spater gebrauchen werden. Wablen wir namlicb 
im Intervall t x — d < t 0 <C t t , so folgt aus der bewiesenen Ungleicbung: 
B(t,t 2 + d) 4= 0 ffir t x — d t ^ nacb dem obigen Lemma 1 ): 

Sind die Bedingungen (IF) and (III 3 ) erfullt , so tdpt sich eine 
positive Grofie d angeben derart, dap 

D(t, Q + 0 fiir t 2 , 

sobald — d < f 0 < t t . 

e) Das Mayer’scbe Reziprozitatsgesetz fur isoperimetriscbe 
Probleme : 

Scbon Eulee 2 ) bat bemerkt, daB das Problem: das Integral JT 
zu einem Extremum zu maeben, wabrend das Integral K einen vor- 
gescbnebenen Wert bat, und das dazu ^reziproTte Broblem Cc : das- 
Integral K zu einem Extremum zu maeben, wabrend das Integral J 
einen vorgescbriebenen Wert bat, zu derselben GesamtJmt von JExtre- 
malen ffibren. 

Denn bezieben sicb durcbweg die iiberstricbenen GrraBen auf das 
zweite Problem, so baben wir 

H = G +~XF *=x(F + l G), 

also wenn wir 

X = -1 setzen, (63) 

woraus folgt, daB die Differentialgleiebungen der beiden Probleme 
durcb die Substitution X = ~ ineinander iibergeben. 

A. Mayek^) bat diese Bemerkung von Euler dabin erweitert^ 
daB die beiden genannten Probleme aucb in Beziebung auf die fibngen 
notwendigen Bedingungen eines Extremums aquivalent sind, 

Wir nebmen dabei an, die Endpunkte seien bei beiden Problemen 
dieselben, und die yorgeschriebenen Integralwexte seien in beiden 

*) Fur den Fall, daB die Funktion D(t,t 0 ) in der Umgebung der Stelle- 
t — t x , t Q = t x regular ist und V (£ x ) =4= 0, gibt Kneser einen von der Betracbtung 
der zweiten Variation unabhangigen Beweis dieses Lemmas, LeJvrbuch §§31 nnd 42. 

2 ) Vgl. Methodus mveniendi etc , Kap. Y, Art 37, 

s ) Matbematiscbe Annalen, Bd. XIII (1878), p. 60; vgl aucb Kneser^ 
Lehrbuch , p 131 und 136. 
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Problemen so gewahlt, daB eln und dieselbe Extremal© @ 0 die Anfangs- 
bedingungen fur beide Problem© befnedigt. tTberdies moge die zu- 
gehorige GrroBe 1 0 endlich und von N ull verschieden sein. Dann 
folgt die behauptete Aquivalenz zunachst fiir die Pedmgungen von 
Weierstra/3 and Legendre unmittelbar, da nach (63) 


#1 


R, 


8(x, 


r, 


• y ! ® > y j ^o) i ^ ¥i ^ > y 5 ^ ? y 5 ^0) • 


(63 a) 


Nur ist dabei zu beachten, daB emem Minimum des ersten Problems 
ein Minimum oder Maximum des zweiten entspricht, je nacbdem Z 0 
positiv oder negativ ist. 

Aber aueb die konjugierten Punkte sind bei lei den Problemen 
dieselben. Denn nach dem uber die Beziehung zwiscben den DifFeren- 
tialgleichungen der beiden Probleme Gresagten ist 

f (*, a, ft 0 = f(t, «, ft y) > «, ft *) — 9 (t, a, ft y) • 

Daraus folgt 

= * 1 ®, *,(0 = *S), - - WO- 

Ferner ist: 


V = T 7 also, da entlang @ 0 : T + 2 0 F = 0, 

F = -A 0 F. 


Numnehr folgt aus (49) 

D(t, Q = l 3 0 D(t, Q, 


womit unsere Bebauptung bewiesen ist. 

Der Satz wird nacb Mayer das RegiprozitatsgeseU fur isoperi- 
metrisehe Probleme genannt. 1 ) 


§ 62. Die Kneser’sche Theorie der konjugierten Punkte beim 
isoperimetrischen Problem. 

Die KnesePscbe Theorie der konjugierten Punkte gebt — ahn- 
licb wie die analoge Theorie von § 29, b ) — von der Betracbtung der 
Extremalenschar durcb den Punkt P t aus. Daraus ergibt sicb dann 
eine doppelte geometrische Deutung des konjugierten Punktes, welche 
zu einer tTbertragung des Enveloppensatzes von § 44, e) auf isoperi- 
metriscbe Probleme und mit dessen Hilfe zu einem neuen Beweis fur 
die Notwendigkeit der Bedingung (III) fiikrt. 


x ) Hierzu die Ubungsaufgdbe Nr. 10 am Ende dieses ELapitels. 
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a) Die Doppelsckar von Extremalen dnrcl den Punkt JP t : 

Durek den Punbt P x geht erne doppelt unendliche Sehar von 
Extremalen Nach den Ergebnissen von § 59 ? e) konnen wir dieselbe 
in der Normalform x ) sehreiben: 

a? — 3E(f - *uyv*7 l ) = X )> / 64 n 

y « d(t - t x ] i) ^ ty- 

Der Kurvenparameter t kat dabei die Bedeutung der Bogenlange; von 
den beiden Sckarparametem x, X ist a: der Tangentenwinkel der be- 
treffenden Extremalen im Punkt P 1? wakrend X wie bisker die iso- 
perimetriseke Konstante bedeutet Auf alien Kurven der Doppelsckar 
entsprickt der Punkt P t demselben konstanten Wert t ^ t lp so dafi 
also, identisch in It 

<p(t 17 x,X) = x X9 il>(t 1} x,X) == y 1} 
woraus durek Differentiation folgt 
?>,(*i,M)-o, 

tyxfyiyU, A) “=* 0, ip x (t if X, X') = 0. 

Perner folgt aus der geometnseken Bedeutung der GrroBen t und x 

(ftfa , %,X) — cos x, i, x, X ) — sm *. (66) 


Die einem bestimmien Wertsystem %,X entspreckende Extremale 
der Doppelschar (64) bezeicknen wir mit (5^. 

Die Extremale @ 0 ist in der Doppelsebar (64) enthalten, und 
zwar moge dies eintreten fur x == x 0 , X = X 07 so daB also ; wenn auck 
auf der Extremalen © 0 die Bogenlange nut passendem Anfangspunkt 
als Parameter gewab.lt wird ; 

cp (t, x 0 , X 0 ) ^ cc(t), ip (t, x 0 j X 0 ) = y (t). 

Aus den in § 59, e) unter 3) und 4) aufgezaklten Eigenschaften 
der Funktionen 3 i, 2) folgen schlieBlicb nock die entspreckenden Eigen- 
sckaften der Funktionen cp 7 ip- 

Wir fiihren, aknlicb wie in § 27, d), die permanente Bezeicbnung ein 
F{<pj ?Pj <pp tyt) 71 J fyf 

G-(<P,^>9t>i’d == <§ (^ 3C > ;1 )j ( 67 ) 

ip t -, X) = K(t,x,X), 


x ) Von der Norm&lform (64) der Doppelschar kann man dnrch eine Trans- 
formation von der Form 

<r=r5t(£ X ) 7 X), 

zu deren allgemeinster Darstellnng ubergehen, wobei die Funktionen %, 31, 93 
ahnlichen Beschrankungen zu unterwerfcn sind wie auf p. 220. 
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die wir dann auch anf die partiellen Ableitungen dieser Funktionen, 
sowie anf die Funktionen H ± , V ausdehnen. 

Setzen wir 

« — U = (p t Jp; — lb t <Pf, (68) 

so folgt ganz wie in § 61, a), daB diese beiden Funktionen den Diffe- 
rentialgleichungen 



genugen, und aus (65) und (66) folgt, daB 

u(^j)=0, u'(^) = l, 

v'fa) = o. {iV} 

Fur % = % 07 1 = X 0 gehen die Differentialgleichnngen (69) m die Diffe- 
rentialgleiebungen (50) fiber, und durcb Vergleicbung yon (70) und 
(51) folgt dann, daB 

u (p7 ^o? ^o) ~ v(t, Ao) = 0^} 

vorausgesetzt, daB die in § 61, b) nux bis auf ein additives konstantes 
Yielfacbes von u(t) bestimmte Funktion v passend normiert wird; q ist 
eine von Null verscldedene Eonstante. 

b) Die Kongrnenz von raiimlioben Extremalen dnrck den Punkt P 1 : 
Wir betrachten jetzt das Integral K, genommen entlang der Ex- 
tremalen vom Punkt Pi(^) bis zu einem variabeln Punkt JP(t) 
und bezeicbnen den Wert desselben als Funktion von l mit l): 

t 

x (t, x, X) =J (t, x,X)dt. (72) 

h 

Und nunmebr erricbten wir nacb dem Vorgang von We IERS TRASS 1 ) 
iin Punkt P eine Normale zur x, ^/-Ebene, die nacb GrroBe und Ricb- 
tung gleicb dem Integralwert % (t, X) ist, indem wir eine bestimmte 
Ricbtung der Normalen als positiv festlegen. Ffihren wir diese Eon- 
struktion fur jeden Punkt von aus, so erbalten wir eine der 
ebenen Extremalen (& yX zugeordnete raumliche 2 ) Extremale welche 

b Vorlesungen 1879. 

2 ) Die Bezeicknung ist insofern gerechtfertigt, als diese Raumkurve Ex- 
tremale fur das folgende Variaiionsproblem ist, welcbes in gewissem Sinn mit 
dem gegebenen isoperimetrischen Problem aqui valent ist: Unter alien Paumlcurven^ 
welche dte hetden JPmJcte x = x lf y ~y x , z — 0 und x — x 2 , y = y 2 i z~l ver - 
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auf ein raumliehes reehtwmkliges Koordmatensystem bezogen ana- 
lytiseh gegeben ist (lurch die Gleichungen 

A), y * x, l), z = %(£, jc, i). (73) 

Lassen wir % ond A yariieren, so stellen die Gleichungen (73) 
eine der Doppelschar yon ebenen Extremalen (64) zugeordnete Kon- 
gruenz 1 ) von raumlichen Extremalen dar ; welche wegen 

z(A>x > = 0 


samtlich vom Punkt P x der x y y- Ebene ausgehen. Insbesondere ent- 
spricht der Extremalen @ 0 eine raumliche Extremale 

Die Punktionaldeterminante der Schar (73) bezeichnen wir mit 


A (t 9 x 9 X) 


0(t , x, X) 


Es gilt dann nach Kneser der Satz 2 ): 

Die Funktionaldeterminante der Kongruenz rdumlicher Extremalen 
durch den Punkt Pv berechnet fur die raumhche Extremale unter- 
scheidet sick von der Weiers tr a fi’schen FunJction D(t,tf) nur um einen 
von Null verschiedmen konstanten Faktor: 


A (t, x 0 > A 0 ) — CD(f, tf) 7 G =4= 0- (74) 

Zum Beweis berechnen wir die partiellen Ableitungen der Punktion 
Wendet man bei der Berechnung von % / und % x die Lagrange- 
sche partielle Integration sowie die den Formeln (23) von § 26 ent~ 
spreehenden Relationen an 7 so erhalt man ; der Formel (18 a) yon 
§ 26 entsprechend, das Resultat 

It = + Qy (= 5 '), 

t 

1, = —fV^dt, (75) 

h 

t 

X? = §*<Pl + -JVvdt, 
h 

wobei man noch yon den Gleichungen (65) Gebrauch zu machen hat. 


bmden und der Differ eniialgleichung ; z' == G(x, y, x\y r ) genugen, diejemge zube- 
stimmen , welche das Integral t 



h 


zu einem Minimum macht. Ygl. ubrigens anch § 64 , b) Ende. 

*) Unter einer ,,Kongruenz u yon Paumkurven versteht man allgemein ein 
zweiparametnges System yon Baumkurven, ygl Daeboux, Theorie des surfaces? 
Bd. E ( 1889 ), p. 1 *) Ygl. Lehrbuch , § 42 . 
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Setzt man diese Werte in die Determinant© A ein ; so folgt nach 
einfachen Determinantensatzen 

A ( t, X, A) = m v — nu, (76) 

wobei t t 

m == |% i- At, = jVvdt. (77) 

h h 


Fiir % = % 0 , l = A 0 geht aber die rechte Seite von (76) nach (71), 
abgesehen von einem konstanten Faktor, in ?nv — nu liber, wo rn i f, nach 
(52) unsere Behauptung bewiesen ist. 

Aus bebannten Eigenschaften der Fnnktionaldetermmante folgt, 
daJJ der Satz (74) , sowie die welter unten folgenden geometrisehen 
Anwendnngen, von der speziellen Normalform, in welcher wir die 
Doppelscbar (64) angenommen liaben, unabkangig sind. 1 ) 

Wir bezeichnen jetzt den dein Wert t = t[ entspreehenden Punkt 
von dessen Projektion also der Punkt P' ist, mit Q[ und nennen 
ihn den raumhchen konjugierten Punkt Fiir denselben ergibt sick 
nunmehr aus der allgememen Theorie der Kongruenzen von Raum- 
kurven eine einfache geometrische Deutung 

Ersetzt man m (73) % und A durch Fnnktionen eines neuen 


Parameters a: 


x = x(a), A = A(«), 


welche fur einen gewissen Wert a = cc Q die Werte ^ 0? 2 0 annehmen, 
so gehen die Gleichungen (73) in eine einparametrige, in der Kon- 
gruenz (73) enthaltene Kurvenschar („Kurvenb iisckeF) 

x => y = z = (78) 


iiber, welche die Kurve enthalt, oder anders ausgedriickt, in eine 
„Flache der Kongrnenz (73)“, welche durch die Kurve ©' hindurchgeht 

Konstruiert man dann in einem beliebigen Punkt Q von ©' 
die Tangentialebene an die Flache (78), so wird dieselbe im allgemeinen 
von der Wahl der Funktionen %{cc), A(d) abhangen. Dagegen hat der 
Punkt Q[ die Eigentiimlichkeit, daB alle Flachen der Kongruenz , 
welche durch hindurchgehen , im Punkt Q[ dieselbe Tangentialebene 

besitzen (oder aber samtlicli einen singularen Punkt in Q[ haben). 
Dies ist aber die definierende Eigenschaft 2 ) des „BrennpunHes i£ der 
Kongruenz (73). Das ergibt den Satz: 

Der rdumliche honjugierte Punld Q[ ist ein BrennpunM der Kon- 
gruenz (73) auf der rdunilichen JExtremalen ©' und zwar der mndchst 
auf P t folgende. 


b Ygl p 490, Fufinote *)* 

B o 1 z a , Variatio&sreehnuiig 


2 ) Ygl. Darboux, loc. cit., p. 4. 

32 
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Zum Beweis der erwahnten Eigentumlichkeit des Punktes Q r t 
sehlieBt man folgendermaBen: Es mogen zunachst nicht alle Unter- 
determinanten der Determinante dritter Ordnung A(t',x 0 ,Z 0 ) gleieli 
Null sein. Dann folgt aus der Gleiehung 

(79) 

daB sick drei GroBen a } b } c , von denen b und c nicht beide gleieh 
Null smd, so bestimmen lassen, daB fur t — t[, x = X = 

a>cp t + bcp y + ccp x = 0 , 

ct^t + H, + = 0 , 

*z t + b v+ ni * °* 

Bildet man jetzt fiir die Flache (78) und den Punkt Q[ die drei m 
der Flachentheorie mit A, B, C bezeiehneten Funktionaldeterminanten, 
welehe den Richtungskosinus der Normalen in Q' t proportional sind, 
so folgt auf Grand dieser Relationen, daB die Verhaltnisse der drei 
GroBen A 7 B, C von der Wahl der Funktionen Je, X unabhangig sind. 

Smd dagegen alle Unterdeterminanten von A gleieh Null, so sind 
die drei GroBen A,B } G gleieh Null, wie auch die Funktionen ic,X ge- 
wahlt sein mogen, d. h samtliche Flachen haben in Q' einen singu- 
laren Punkt. Wie aus den Gleiehungen (75) folgt, tritt dieser Aus- 
nahmefall stets und nur dann ein, wenn gleichzeitig 

u(t') = 0, v(t') — 0, m(tf') = 0, n(t[) ~ 0. 

In der allgemeinen Theone der Kongruenzen 1 ) wird weiter be- 
wiesen, daB die Brennflache der Kongruenz, d. h. der geometrisehe 
Ort samtlicher Brennpunkte, von alien Kurven der Kongruenz in den 
jeweiligen Brennpunkten beruhrt wird. Daher kann der Punkt Q[ auch 
charakterisiert werden als derjenige Punkt , in welchem die Kurve 
mm ersten Mai (von P x aus gerechnet) die Brennflache der Kongruenz 
(73) beruhrt, wobei jedoch zu beachten ist, daB die Brennflache ganz. 
oder zum Teil auch in Kurven oder Punkte degeneneren kann. 

Betspiel II (Siehe pp. 465, 483): 

Aus der in § 61, c) gebrauchten Form des allgememen Integrals der 
Differentialgleichung (I) ergibt sich die Doppelschar von Kreisen dutch den 
Punkt in der Form 

x — x x = — Z(cost — costf 1 ) , 
y — y x » — X(sint — si at 1 ), 

wobei t 1 als varlabler Parameter zu betrachten ist Die Lange des Kreisbogens 
t\ l vom Punkt P x (t 1 ) bis zu emem variabeln Punkt P(t) hat den Wert 

z = — - X(t — t 1 ). 


Vgl. Darboux, loc. cit , p 6. 
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Die Kongruenz r&umlicber Extremalen ist also hier ein doppelt unendliches 
System yon Schrauberilmien mit der Neigung 45 °. 

Fiihren wir statt t und t 1 die fur unsere Zwecke bequemeren Grofien 


ein, so erhalten wir die Kongruenz in der Form 

x — — 2 l cos (x -j- %) sinx , ] 

y — — — S^sin (t -j- 7c)sinT, 1 (80) 

Z = — 21t, j 


wobei nunmehr auf alien Kreisen der Doppelscbar der Punkt P 1 demselben 
Wert x=0 entspricht, wahrend x dieselbe Bedeutung hat wie in der Normal- 
form (64), siehe Fig. 108. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich in 
TJbereinstimmung mit (57) und (74) 

A(x, x, l) = 81 2 smr(sim: — rcosx) (81) 

Jede der unendlich vielen Wurzeln der Gleichung 
A = 0 liefert einen konjugierten Punkt im 
weiteren Sinn; und jedem derselben entspricht 
eine Schale der Brennflache, die aber auch de- 
generieren kann. 

Letzteres tritt nun gleich bei dem kon- 
jngierten Punkt im engeren Sinn ein, fur 
welcben x — die zugehorige Schale der 
Brennflache degeneriert in die Gerade 10 §. 







welche yon alien Kurven der Kongruenz (80) geschnitten wird. 

Wir wollen noch den nachsten konjugierten Punkt betrachten, welcher der 
im dritten Quadranten gelegenen Wurzel 1 ) 


der Gleichung 


257° 27 '12" 
y ~ 360°00'00" ‘ 2 * 

tgr = x 


entspricht. Hier wird die Brennflache gegeben dureh die Gleichungen 
% — = — 21 cos (y -j- x)siny , \ 

y — V\ ==: — sin(7 + ^)siny , | (82) 

Z — — 2Xy , j 


mit x, X als Flachenparametern; daraus ergibt sich durch Elimination von x und 
(a - ^) s + (V - 1 /i) s - 0 . 

*) Nach Eedmann, Zeitschrift fur Mathematik und Physik, Bd KXTTT 
(1878), p. 372. 


32 
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Die mgehorige Schale der Brennflache ist also em senkrechter Kreiskegel mit der 
Geraden x = x l ,y = y 1 als Achse Man verifiziert leicht, dafi jede Kurve der 
Kongruenz (80) in der Tat diesen Kegel in dem fraglichen raumlichen kon- 
jugierten Punkt beriibrt. 


c) Das ausgezeiclmete Extremalenbiischel durch den Punkt F t : 

Wir machen fur die folgende Diskussion die beschrankende 

Annahme , da6 a w i \ a 

o> ^o)=H 0. (83) 


Dann laBt sicb nacli dem Satz fiber implizite Funktionen die Grleichung 

A (t, A) == 0 


in der Umgebung der Stelle t' v x 0 , A 0 eindeutig nach t auflosen. 
Losung sei: t =» t'(%, A), so daB also, identisch in %, A, 

A (t'(x, A), x, A) = 0 


und iiberdies 


t (x 0J A 0 ) t x 


Die 

(84) 

(85) 


- Wir greifen jetzt aus der doppelt unendlichen Exiremalenschar 
(64) em Biischel heraus, welches die Extremale (£ 0 enthalt, d. h. wir 
ersetzen x, A durch zwei Funktionen eines Parameters a: x = x(a) y 
A — A (a), welche fur einen bestimmten Wert a 0 der Bedmgung 
x 0 ^=x(a 0 ) y A 0 =A (cc 0 ) genugen. Die Funktionen x(a), 1(a) sollen 
iiberdies m der Umgebung von a 0 von der Klasse C r sein und die 
Ableitungen x'(a 0 ) y X' (a 0 ) sollen nicht beide gleich Null sein. Auf 
jeder Kurve des so erhaltenen Extremalenbiischels 

x = < p(t , x y A), y = x. A) (86) 

markieren wir den durch den Parameterwert 

t « t'(x, A) — t(a) 


definierten konjugierten Punkt. Der geometrische Ort dieser kon- 
jugierten Punkte ist dann die durch die Gleichungen 

a? — cp(t y %, A) 2 = x(a)y y = $0, A) == y(a) 


dargestellte Kurve Wir stellen uns jetzt mit Kneser die Aufgabe, 
das Extremalenbtischel so auszuwahlen, daB jede Kurve des Biischels 
in ihrem konjugierten Punkt t = t(cc) die Kurve gf beriihrt, oder, 
anders ausgedriickt, so, daB der geometrische Ort der konjugierten 
Punkte der Buschelkurven zugleich die Enveloppe des Btischels ist. 

Dazu ist notwendig und hmreichend, daB es eine Funktion q 
von a gibt, so daB, identisch m a , 


x(cc) = 


y\a) = f[*J, 


(87) 
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wobei die Klammer [ ] andeutet, daB die Argumente t, x, X durcb t,x,X 
zu ersetzen sind. Ausgesehrieben lauten diese Gleicbungen 

[MK + [<p,¥-'+ l>JX = eM, 

M*' + [> y ]£'+ Ml' = ?M- 

Daraus folgt durch Elimination von p in der Bezeicbnung (68) 

[vX\dx -f- \y\dX = 0. (88) 

Gleichzeitig bestebt aber mit Riicksicht anf (83) und (76) die Gleicbung 

[m][u] — [^][u] = 0. (89) 

Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden: 

Fall I: Es ist gleichzeitig 

[m ~\d% ■+ [n^dl = 0 (90) 

FaU II: Es ist 

[n\~\dK + [n]dl 4 s 0; 

und daher 

[«3-o, W-o. 

Aus einem weiter unten ersichtlichen Grand lassen wir den 
Fall II beiseite. 

Fur die Behandlung des Falles I bemerken wir, daB mindestens 
eine der beiden Funktionen m, fiir t = t', 3c = jc 0 , l = k 0 von Null 
versehieden ist, wie nach (53a) und (74) aus der Annahine (83) 
folgt. Daher konnen wir die Differentialgleiehung (90) mit der An™ 
fangsbedingung % = l = 2 0 integrieren, und die Losung ist ein- 
deutig. Aus (89) folgt, daB dann die Differentialgleiehung (88) von 
selbst miterfullt ist. Und nunmehr folgt xiickwarts, daB wir q so 
bestimmen konnen, daB die Gleichungen (87) erfiillt sind. Freilich 
kann es vorkommen, daB die so bestimmte Funktion q(cc) identisch 
versehwindet; das bedeutet dann eben, daB die Kurve % in einen 
Punkt degeneriert. 

Wir haben also den folgenden, von Knesee herriihrenden Satz 1 ) 
gewonnen: 

Unter der Voraussetmng , da/3 

% o; h) + 

’kann man aus der Doppelschar von Extremalen durch dm Punkt P 1 
ein ausgezeichnetes JBuschel herausgreifen , welches die Extremale @ 0 


*) Ygl. Lehrbuch, § 40 
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enfhalt, und dessen Enveloppe jede Extremals des Buschels in dem m 
P 1 honjugierten Punkt beruhrt. 1 ) 

Pur dieses Buschel besteht auBerdem die Differentialgleichung (90). 

Man kann zu demselben Resultat noch auf einem zweiten Weg gelangen, 
der zugleich. uber den oben ausgeschlossenen Fall II AufsehluB gibt Dazu fuhrt 
folgende axis der allgememen Tkeorie der Kongmenzen 2 ) bekannte Fragestellung: 

Greift man aus clei Kongruenz (73) ein beliebiges Buschel (78) heraus, so 
wird dasselbe im allgememen keine Enveloppe besitzen, d h es wird kerne 
Kurve geben, welche von samtlichen Kurven des Buschels beruhrt wird. Man 
kann sich aber die Auf gab e stellen, alle m der Kongruenz enthaltenen Buschel 
zu bestimmen, welche erne Enveloppe besitzen 

Man wird dann anf die beiden Gleichungen (88) und (90) als notwendige 
nnd hinreichende Bedingungen gefiihrt, ans denen sich dann (89) ergibt Unter 
den beiden oben gemachten einschxankenden Yoraussetzungen folgt daraus, daft 
es ein und nur ein die Kurve ^ enthaltendes Buschel gibt, welches eine En- 
veloppe besitzt; dieselbe beruhrt die Kurven des Buschels m lhren Brenn- 
punkten nnd liegt daher anf der Biennflache. 

Projiziert man dieses Buschel raumlicher Extremalen mit seiner Enveloppe 
%' anf die x, ^-Ebene, so erhalt man das oben besfcimmte ansgezeichnete ebene 
Buschel nut seiner Enveloppe 

Dagegen fuhrt der Fall II auf ein Buschel raumlicher Extremalen, welches 
keine Enveloppe besitzt, dessen Kurven aber samtlieh in ihren jeweiligen Brenn- 
punkten emen anf der x,y- Ebene senkrechten Zylmder beruhien. Das aus der 
Projektion eines solchen Buschels entstehende ebene Buschel hat zwar auch 
noeh die verlangten Eigenschaften, geniigt aber nicht mehr der fur die weitere 
Entwicklung wesentlichen Differentialgleichung (90). 

Beispiel II (Siehe pp. 465, 483, 494): 

Aus den Gleichungen (80) berechnet man 

ix. = 4£ 2 sinrcosr, a>= — 4Xsin 2 r, 
m ss — 2£sin 2 r, ' 1 x=2r — 2sinrcosir. 

"Wir bestimmen zunachst die zum konjugierten Punkt im engeren Sum ge- 
horige Enveloppe g. Hier ist nacb (81) 

r' (%, X) — 7t . 

Die Differentialgleichung (90) wird also 

%7cdl s* 53 0 

mit der Losnng: X = X 0 . 

*) Es verdient iibrigens hervorgehoben zu werden, daB der konjugierte 
Punkt B[ nicht notwendig der zunachst auf JP 1 folgende Berukrungspunkt von @ 0 
mit der Enveloppe zu sein braucht; vgl. unten Beispiel II. 

2 ) Ygl. Darboux, loc cit. , p. 6, nnd die Untersnchnngen von Bliss und 
Mason uber das raumliche Yariationsproblem ohne Nebenbedingungen, Trans - 
actions of the American Mathematical Society , Bd IX (1908), p 450. 
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Das sum konjugierten Punkt im engeren Sinn gehorige ausgezeiehnete JSxtre- 
malenbiischel %st also das Buschel von Kreisen mit dean konstanten Radius | % Q | 
durch den Punkt P 1 . 

Die Enveloppe desselben besteht aus dem Kreis mit dem Radius 2|X 0 | um 
den Punkt P x , zusammen mit dem als degenerierte Kurve zu betrachtenden 
Punkt P x Aber nur der letztere Bestandteil der Enveloppe konnnt nacb der 
Definition der Kurve $ fu* uns i a Betracht Dies gebt aucb deutlich aus der 
JBetrachtung des zugehorigen Busch els von raumlicben Extremalen (Schrauben- 
linien) bervor; die Enveloppe g' desselben degeneriert in den Punkt Q[: 
x = : x x i y == ifi -j z 2 Xq 7t f 

durch welchen samtlicbe Kurven des Buscbels fur % — it bmdurcbgehen Das 
zeigt wieder, dafi die Enveloppe in den Punkt P 1 (x =» #) degeneriert. 

Interessanter gestaltet sicb die Untersucbung fur den zwetten konjugierten 

(vgl p. 495) Hier lautet die Differentialgleichung (88) 

Xcosydu — * siny dX = 0 , 

deren Integiation bei passender Konstantenbestimmung ergibt 

l === l o e cote(y ^ y °). 

Setzt man diesen Wert von l m (80) und (82) ein, so erbalt man das aus- 
gezeicbnete Biiscbel von raumlicben Extremalen und dessen Enveloppe Daxaus 
ergeben sicb dann durch Projektion auf die x, y-Ebene, d. b. durch Unterdriickung 
der Grleichung fur z , das ausgezeiehnete ebene Extremalenbtischel, sowie dessen 
Enveloppe %. Pur letztere erbalt man in Polarkoordinaten mit dem Punkt P x 
als Pol das Resultat 

r^~-n 0 8inye coteY( > { l , - Y - y <> ) , 

also eine loganthmische Spirale, welche die radii vectores vom Punkt P x aus 
unter dem konstanten Wmkel y sebneidet, ein Resultat, das sicb aucb a priori 
aus der ebaraktexistiseben Eigenscbaft der logarithmischen Spirals und der 
geometrischen Bedeutung des Winkels x (siebe Pig 108) batte erschliefien lassen. 
Diese logarithmische Spirale berubrt in der Tat jeden durch den Punkt jP x 
gehenden Kreis des ausgezeicbneten Biiscbels in dem dem Wert x =*» y ent- 
spreebenden konjugierten Punkt, freilicb auch sebon vorber in dem niebt kon- 
jugierten Punkt x — y — re, 

d) Der Enveloppeusatz fiir isoperimetriscRe Probleme: 

Fiir das im Yorigen Absatz bestiminte ausgezeiehnete Extremalen- 
buscbel durcb den Punkt gilt nun ein dem Enveloppensatz Yon 
§ 44, c) analoger Satz. 

i) Kach Kneser, Konjugierte Punkte beim tsopenmetrischen Problem , 
Jahresberichte der Scblesiscben G-esellschaft fur vaterlandische 
Kultur, 1906 
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Zum Beweis desselben betracbten wir das Integral J P genommen 
entlang irgend einer Extremalen der Doppelscbar (64) yom Punkt 
AO i) bls zu einem variabeln Punkt P(#), und bezeicbnen dasselbe mit 

t 

U(tj x ? X) = X, X) d t 
h 

Piir die partiellen Ableitungen der Funktion U erbalten wir, ganz 
analog den Formeln (75), 

A == (-&)> 

t 

A = ® u (9 1) 

t 

U x — (p ? + 9 

h 

wobei % die fur die Extremale ($,* berechnete Funktion T yon 8 26 a) 
bedeutet. ’ 

Addieren wir diese Gleichungen zu den mit X multiplizierten 
Gleicbungen (75) und erinnern uns, daB die Extremale der Diffe- 
rentialgleicbung 

^ + 1^ = 0 

geniigt, so erbalten wir 

A + A it = K x ,q> t + X y ,i> t , | 

U,+ X %y =X x ,<p y +X^.J (92 ) 

A + Hx = + N«,'A- ' 

Wir betrachten jetzt msbesondere die beiden Integrale P und AT 
entlang der dem Parameterwert a entsprechenden Extremalen ® des 
unter c) bestimmten ausgezeichneten Extremalenbiiscbels yom Punkt 
AOi) ^is 211 dem dem Wert t — t(a) entsprecbenden konjugierten 
Punkt P . Die so definierten Integralwerte, d. b. also in unserer 
fruberen Bezeicbnung die Grofien 

— % (b ^-) , 

sind emdeutige Funktionen des Parameters a, die wir mit J(a) be- 
ziebungsweise KU) bezeicbnen. Wir erbalten dann zunacbst fur die 
Ableitung yon K (a) 

*•(«) - hit + fc]i' + Mi', 
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also, wenn wir yon (75) Grebranek machen und uns der Definition der 
die Enveloppe % darstellenden Funktionen x(a), y(a) erinnern, 

K\a) = [$*.]£'+ (Msc' + [nji')- 

Nun gemigen aber die Funktionen x («) , 1(a) fur das ausgezeiehnete 
Extremalenbuscbel der Differentialgleichung (90), also ist 

+ (93) 

Ganz in derselben Weise folgt aus (92) 

J\a) + l{a)K\a) = [X x ]x + [>(!,]$', 
und hieraus unter Benutzung von (93), da 

m = m + mi 

J» = + [%.}!,'. (94) 

Wir nntersclieiclen jetzt, wie in § 47, zwei Falle: 

Fall I: Die Enveloppe % degenenert nicht in einen Punkt : 

Dann konnen wir nach (87) eine nickt identisck versckwmdende 
Fnnktion p(<%) bestimmen, so da£ 

Wir wollen annekmen, daB p(^ 0 )4=0 ; daB also die Enveloppe ^ 
Punkte P' keinen singularen Pnnkt besitzt. Wir diirfen dann okne 
Besckrankung der Ailgemeinkeit voraussetzen, da£ p(a 0 )>0> d k. 
daB die Enveloppe und die Extremale sieh 1 m Punkt P' gleicksinnig 
beriikren, da wir andernfalls zuvor den positiven Sinn auf der Enve- 
loppe durch die Substitution a — — cc umkekren konnten. Nunmekr 
folgt ganz wie in § 44, c) 

J\a) = F(x 9 y,$',y'), K\a) = (95) 

Integrieren wir diese Gleickung von cc 0 
bis zu einem kinreickend naken Wert a, 
so erkalten wir den von Kneser 1 ) ker- 
riikrenden Enveloppensatz fur tsoperi- 
metrische Problems : 

(96) 

(■?! -P 3 ) + -Xg (p j ?( ) = z® Q ( p : p; )• ' 3 

Die zweite dieser Grleichungen zeigt, 
daB der aus dem Bogen P 1 P 3 von (£ 
und dem Bogen P B P[ von zusammengesetzte Kurvenzug eme zu- 
lassige Variation des Extremalenbogens P 1 P[ ist. Daker folgt jetzt 

x ) Vgl Knesek, Leltrbuch , § 40 
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aus der ersten der Grleichungen (96) ahnlicb wie in § 47, b), daB 
der Bogen © 0 kein Extremum raelir liefern kann, wenn sein End- 
punkt P 2 mit P' zusammenfallt. also a fortiori aucb nicbt mebr, 
wenn P' -< P 2 

Hiermit haben wir einen zweiten Beweis 1 ) fur die Nohcendigkeit 


der Bedmgung 




(in) 


gewonnen, allerdings unter der bescbrankenden Voraussetzung, daB 
die Bedingung (90) erfullt ist, und daB die Enyeloppe % im Punkt P' 
keinen singularen Punkt besitzt. 

Fall II: Die Enveloppe degeneriert in einen Punkt, der notwendig 
mit dem konjugierten Punkt P[ auf S 0 zusammenfallen nmB. In 
diesem Fall geben samtlicbe Extremalen des ausgezeiclmeten Biiscbels 
durch den Punkt P', und es ist 

= 0 , «/'(«) = 0 , 

also 

«T(a)sO, K\a) == 0. 


Wir erhalten also m diesem Fall den Satz: 

Wenn samtliche Extremalen des ausgezeichneten Bicschels durch den 
Punkt P t mgleick auch durch den konjugierten Punkt P[ gehen, so hat 
sowohl das Integral J ails das Integral K } genommen entlang den ver- 

schiedenen Extremalen des ausgezeichneten 
Biischels von P x nach P[, einen konstanten 
Wert: 

J(a) = J(a Q ), K(a) - (97) 

Daraus folgt dann wieder wie in 
§ 47, b), daB aucb in diesem Fall ein 
Extremum fiber den konjugierten Punkt 
hmaus nicbt besteben kann. 

Ein fast triviales Beispiel bierzu liefert 
unser Beispiel II (p. 498). Bei dein Biischel 
von Kreisen durch den Punkt P 1 mit dem 
konstanten Radius | X 0 1 ist fur den Bogen JP, Pf, 
d h. fur einen vollen Kreisumfang, sowohl 
die Bogenl'ange als der ITacheninhalt kon- 
stant Daraus folgt aber sofort, dafi ein uber den vollen Kreisumfang hinaus- 
gehender Kreisbogen P, ABP, P 2 kein Maximum liefern kann. Denn der aus deni 
Kreis P 1 CJDP, mit demselben Radius und dean Kreisbogen P A P 2 zusammen- 
gesetzte Kurvenzug ist eine zulassige Variation und liefert denselben Wert fur J \ 
der aber nach § 59, b) sicher kein Maximum sein kann wegen der Ecke im Punkt P x . 

*) Vgl Knesek, Lehrbuch, § 40. 
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§ 63. Der WeierstraB’sclie Fundamentalsatz fiir isoperimetriselie 

Problem©. 

Auch beim isoperimetrischen Problem beraht der Hinlanglichkeits- 
beweis auf einem dem WeierstraB’schen Fundamentalsatz iiber die 
Darstellung der totalen Variation durch die 8-Funktion analogen Satz. 
Zum Beweis desselben baben wir zunachst die Tbeorie des Feldinte- 
grals nnd der Hamilton’schen Formeln von § 31 auf isoperimetriscbe 
Probleme zu iibertragen, wobei wieder die scbon im yorangebenden 
Paragrapben berYortretende Auffassung des isoperimetrischen Problems 
als eines raumlichen Problems yob entscbeidender Bedeutung sein wird. 

a) Die Hamilton’schen Formeln fiir isoperimetriscbe Probleme: 

Es sei P 0 (t 0 ) ein Punkt auf der Fortsetzung uu seres Extremalen- 
bogens @ 0 iiber den Punkt P t binaus. Dann lassen sicb die Entwick- 
lungen von § 62, a) und b) obne weiteres aucb fiir den Punkt P 0 
durchfiihren. Wir erbalten zunacbst eine Doppelscbar von ebenen 
Extremalen durch den Punkt P 0 , dm wir wieder — also unter Be- 
zeichnungswechsel — mit 

x — (p(t, %, X), y = X) (98) 

bezeichnen; weiter eine Kongruenz von raumlichen Extremalen durcb 
den Punkt P 0 

x — cp(t } %, X), y = if (t, x, X), a = x ^ ty, (99 ) 

wobei nnnmebr die Funktion %(t,x,X) den Wert des Integrals K ent- 
lang der Extremalen der Doppelscbar (98) vom Punkt P 0 bis zu 
■einem variabeln Punkt P(f) bedeutet. 

An Stelle der Gleichungen (64) bis (70), (72) bis (77) treten 
entsprecbende auf die Kongruenz durcb den Punkt P 0 beziigliche 
Gleichungen, die wir von jenen durcb Uberstreichen unterseheiden 
wollen, und die sicb von ibnen nur durch die Substitution von t 0 ,x Q ,y 0 
an Stelle von t lf x 19 y 1} sowie durcb die veranderte Bedeutung der 
Funktionen tp, ty, % und dementsprecbend der Funktionen % 3't, u 

etc. unterseheiden. 

Wir nehmen jetzt an, dafi die Gleicbungen (99), als Transfor- 
mation zwiseben einem t , % } A-Raum nnd einem x , y , #-Raum aufgefaBt, 
eine ein-eindentige Beziebung zwiseben einem bestimmten Bereich &i 
des t, %, /l-Raumes und dessen Bild of' im x,y y z~ Raum definieren, so 
daB also durch jeden Punkt des Bereicbes of' eme und nur eine raum- 
licbe Extremale der Kongruenz (99) bindurcbgebt, fiir welcbe das zu- 
gehorige Wertsystem dem Bereich €L angehort. 



504 


Zebntes KapiteL Isoperimetrische Probleme 


Uberdies soli vorausgesetzt werden, daB die Funktionen 
<P 

als Funktionen ihrer drei Argumente 1 m Bereicb GL von der Klasse 
O' sind; ferner daB die Projektion of des Bereiches of' auf die x,y- 
Ebene ganz lm Bereicb SI enthalten ist, und endlich, daB 

X 1 (t J v 7 l)> 0 in GL (100) 

n< ^ A (t,x,X)^Q in <9 L (101) 

Alle diese Annabmen fassen wir in die Aussage zusammen, daB der 
Bereicb of' ein Feld von raumlichen Extremalen bildet. 

Die zugeborigen inversen Funktionen des Feldes, welcbe die Auf- 
losung der Gleicbungen (99) nacb t y %,X darstellen, bezeicbnen wir mit 

t «= t (x, y, z), % == t(x, y , *), X = l(x, y, z), 

so daB also, identiscb in x,y,z: 

9 (t, !,!)==#, <KUt )sy, (102) 

und gleicbzeitig, identisch in t, x } X: 

K<P >*>%) = *> l(cp,ilj,%)ssX. (103) 

Es sei jetzt Q J% (x 3 , y 3y 0 3 ) irgend ein Punkt von of) P 3 (x 3 , y 3 ) seme 
Projektion auf die x,y - Ebene Alsdann gebt von P 0 nacb eine 
und nur eine raumbcbe Feldextremale nacb der Bedeutung der 
Ordinate z B ist dann die Projektion (S 3 yon © 3 zugleicb die einzige 
Extremale der Doppelscbar (98), welcbe durcb den Punkt P 3 gebt, 
und fur welcbe das Integral K den Wert z s besitzt: 

-^03 “ ^ 3 ; 

und die zu @ 3 geborige lsoperincietriscbe Konstante bat den Wert 

X z = I(# 3; J/ 3 , ^3). 

Das Integral J, genonunen entlang (S 3 von P 0 bis P 3 , betracbtet 
als Funktion von x d} y By z d> nennen wir das zu m Feld of' geborige 
Feldintegral und bezeicbnen seinen Wert mit W(x By y By z B ) y so daB 
also nacb der Bedeutung der Funktion V 

W(x,y,z)=TJ(t, f ; t), 

wenn wir der Emfacbbeit balber den Index 3 durcbweg unterdriicken. 
Wir berechnen jetzt die partiellen Ableitungen von W] zunacbst ist 

W x ~(TJ^+(TJ,)l x +(U x )\ x ,\ 
W y =(U t )t y +(TJ y )t y +{U x )l y ,\ 

w,-{TQt,+ {u r )i,+ (yoU 


( 104 ) 
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wenn wir durcb die Klammer ( ) andeuten, daB t, x, l durcb t, % I zu 
ersetzen smd. 

Multipliziert man jetzt die Gleicb ungen (104) der Reihe nach 
mit t., und beriicksicbtigt die durcb Differentiation der Iden- 
titaten (102) sicb ergebenden Gleicbungen 

(<Pt) t* -h (9O *, + Oi) t» = 1 , 

W + (^x) ^ + (^i) ^ = 0 ; 

(&)** + (fcX + 0, 

so erbalt man 

(*V) 

und ganz analog 

^+* = o. 

Nun sind aber die recbten Seiten der beiden ersten Gleicbungen 
nacb der Bedeutung des Zeicbens X und der Klammer gleicb den 
Funktionen H x , ? H y , mit den folgenden Werten ibrer fiinf Argumente 
x,y>x',y'i l: 

(<p), (rp), ((pi), (ip t y, I 


Die ersten beiden sind nacb (102) identiscb gleicb x und y ; das 
dritte und vierte dtirfen wir wegen der Homogeneitat von E x ,, E v , 
ersetzen durcb die Punktionen 


i>(«. y, ») 


VW+W’ 


q(oc, y, 0) = 


W 


(105) 


Daber erbalten wir scblieBlicb fur die partiellen Ableitungen des Feld - 
integrals die folgenden Werte: 

rr / A 

■S'c'C^o y,p> y \ 0? 

^^H v Ax,y,p,q-,t), (106) 

4?— I. 

dz 


Darin bedeuten die Punktionen p = p(pc, y, &), q = q(x, y } z) die Ricb- 
tungskosmus der positiven Tangente der Extreinalen @ 3 im Punkt 
und ist der zur Extrem ( alen @ 3 geborige Wert der 

isoperimetriscben Konstanten. 

Diese Formeln sind das Analogon der Hamilton’ schen Formeln 
(148) von § 31 fiir das isoperimetriscbe Problem. 
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b) DieWeierstraB'sclxeKonstriiktioii fiir isoperimetrisclie Probleme: 
Aus den Hamilton’scben Formeln ergibt sicb nun der Weier- 
straB^sebe Fundamentalsatz entweder mittels der WeierstraB’scEen 
Konstruktion oder mittels des Hilbert’scEen IJnabbangigkeitssatzes, 
beide in geeigneter Weise naodifiziert. Wir betrachten zuerst die 
erste der beiden Methoden. 

Es sei 1 ) ©' der unserem Extremalenbogen @ 0 m der Kongruenz 
(99) zngeordnete raumliche Extremalenbogen: 

®0 ' % = ^o)j y *=* ^o) ) & ~ ^o) ? <C ^ ^2 “ 

Derselbe fiiErt vom Pnnkt Q ± : x = x X) y = y 19 g = ^(= K 01 ) nacE 
dem Pnnkt Q a : x = x 2 , y = ^ = &>(= E: o2 ) 

Wir nebmen an ; dieser Bogen ©' sei ganz mi Innern des 
Feldes of" gelegen, nnd zieben numneEr in der x, y- Ebene irgendeme 
znlassige Kurve 6 yon P t nacb P 2 

S: x = x(x), y = y(r), ^ r ^ -r 2 ; 

als znlassige Knrye gentlgt dieselbe der 
isoperimetrischen Bedingnng (1) 

(107) 

Den Wert des Integrals K, genommen 
von P 0 entlang ©* bis P x nnd yon da 
entlang © bis zn einem yanabeln Pnnkt 
P 3 (tt) von ©, bezeiebnen wir mit z(r), so daB also 

t 

s 0) = K 01 + K 1S — JT 01 +/* (?(£, j/, V)<Zr. (108) 

*1 

Dann ordnen wir der Kurve © die ftaumkurve 

S': a? — ^(T), y =*$(?), 

zu. Da 

*(*i) 8=3 ^01 ~ ^(^2) -S-oi "P ~ Al 01 + =* ^2 ? 

so fuErt die Knrve ©', ebenso wie © 0 (, vom Pnnkt Q t naeh dem 
Punkt Q r 

Wir fiiliren jetzt die beschrankende Annahme ein, daB auch die 
der Kurve © mgeordnete Raumkurve S' gang im raumlichen Feld of' 
gelegen ist Fiir die Knrve © selbst bedeutet dies: DurcE jeden Pnnkt 

*) Mit Bezeicbnnngswechsel( f ) gegen § 62, b). 
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P 3 von (£ lafit sick von P 0 aus eine und nur eine ekene Extremale @ 3 
zieken, fur welcke 

K 03 =K 01 + K 1S (109) 

Man pflegt diese Annakine auck dadurck auszudriicken, daB man sagt: 
Fur die Kurve & soil die We i erstra fi’sche Konstruktion moglich sein. 

Jetzt ketrackten wir mit WeierstraB das Integral J y genommen 
von P 0 entlang der Extremalen @ 3 bis zum Punkt P 3 und von da 
entlang (£ bis P 2 ; wir bezeicknen dasselbe als Funktion von % mit 
S(r), so daB also 

S(r) — cT^g ~b J $2 * 

Es ist dann inskesondere 

^( T i) ~ "b ^ 12 j $(^2) 5=55 J 0*2 ~ 'Toi + ^12? 

also 

A jr-Jg-J^--[S(r 8 )-S(^)], oder 

A 

* 1 

Nun ist aker nack (109) und nack der Definition der Funktion. TF: 

^03 = 2 / 00 > « to), 

^2 

J 32 =f F (z> y, y') dr - 

t 

Daker kann man nack (106) den Ausdruck fur die Ableitung $'( 1 ;) 
unmittelkar kinsckreiken; derselbe vereinfackt sick, wenn man aus 
(108) den Wert von &' einfiikrt: 

i'= G(x,y,x,y r ), 

und man erkalt in der Bezeicknung von § 60, k) den Weierstrafi’schen 
Fundamentalsatz fur isoperimetrische Probleme 1 ) 

AJ=f%(x,y]p,q-,x',y’-,i)dt. ( 110 ) 

Dabei ist 

j? —pfo y, z), q. = y, *), t - 1(£, y, £), 

*) Weierstrass, Yorlesungen 1879; WeierstraB benutzt die Kongruenz 
von raumlichen Extremalen duxch den Punkt P 1 , vgl. p. 259, Fufinote s ). Die 
kier gegebene Modifikation, bei welcher der Punkt P 0 an Stelle von P 2 tritt,. 
riihrt von Kneser her, Lehrbuch, §§ 36 und 38. 
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oder ohne Bezugnahme auf den Baum ausgedriickt: p, q smd die 
Richtungsko sinus derjenigen von P 0 nach dem Punkt -P 3 (# ; y) der 
Kurve S fuhrenden Extremalen, fur welche 

-®h03 38=5 1 H" 'K-i 3 J 

wahrend I die isopenmetriscke Konstante fur eben diese Extremale S 3 
bedeutet. 

c) Der Hilbert’sche Unabhangigkeitssatz fiir isoperimetrische 
Probleme : 

Andererseits folgt aus den Hamilton’schen Formeln (106) un- 
mittelbar das Analogon des Hilbert’schen Unabhangigkeitssatzes. 1st 
namlich S' lrgendeme gewohnliche Raumkurve, welche ganz im 
Feld of' gelegen ist und von einem Punkt Qs(x$,y$,z$) nach. einem 
Punkt ftlhrt, so ist der Wert des raumhchen Lmien- 

mtegrdls 

y } Pj q] t)d x ^ Sy f (x y yjp f q]i)dy ( 111 ) 

r 

genommen entlang der Kurve S' von Q 3 nach Q v nur von der Lage 
der beiden EndpunTde Q d mid nicht aber von der sonstigen Gestalt 
der Kurve S' dbhangig. Denn es ist 


Jl == fcl W(x, y, a) = W fa, y u —W{x „ y 3 , * 8 ) . (112) 


Ist die Kurve S' insbesondere eme Extremale ©' des raumlichen 
Feldes, dargestellt dureh die Grleichungen (99), so ist nach (103) und (105) 


P(<P, %) = 


<Pt 


V<p? + ’ 


i(% % z) — 




yVj + 1 




z) — 


Da femer in diesem Pall 

d 2 ** % t (t, X)dt = (^(i 1 9 x, l)dt , 

so geht das Integral nach einfacher Reduktion uber in 

h 

= p&(t, x, X)dt. 

h 

Es ist also entlang einer Extremalen S' des rdmilichen Feldes x ) 

Ji'-Ji, (113) 

wenn S die Projektion der raumlichen Extremalen S' auf die x } ^/-Ebene 
bedeutet. 


*) Vgl. den analogen Satz in § 17 , b). 
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Nennt man die Flacken 

W(Xj y 7 z) = konst. 

die Transversalenflachen des raumlicken Feldes, so folgt aus (112), 
daB das Hilbert’ sche Integral J*, genommen swischen zwei Punkten 
derselben Transtersalenflache , stets gleich Null ist 

Aus (113) ergibt sick nun genau wie in § 17, c) em zweiter 
Beweis des WeierstraB’scken Fundamentalsatzes. Denn da die 
beiden Kurven (£' und m oP liegen und dieselben Endpnnkte 
kaben, so folgt 

und daher 

A (114) 

woraus sicb sofort die Gleickung (110) ergibt 

§ 64. Hinreieliende Bedingungen beim isoperimetriscben Problem. 

Die Frage der hinreickenden Bedingungen liegt beim isoperi- 
metriscken Problem viel weniger einfack als bei dem Problem okne 
Nebenbedingungen. Zwar reickt bei mancken Beispielen der Weier- 
strafi’scke Fundamentalsatz aus, um die Existenz eines starken 
Extremums zu beweisen Dagegen geniigt dieser Satz nickt, um all- 
gemein zu beweisen, daB die den Bedingungen (F), (IF), (IIP), (IY ; ) 
von § 32, b) entspreckenden Bedingungen fur ein starkes Minimum 
kinreicken; er gestattet vielmekr nur zu zeigen, daB, falls diese Be- 
dingungen erfiillt sind, AJ">0 fur alle diejenigen Yergleickskurven 
in emer gewissen Umgebung des Bogens ® 0 , fur welcke die Wei er- 
st raB ? scke Konstruktion moglick ist. Das ist aber eine nicht m der 
Natur der urspriinglicken Aufgabe gelegene, kiinstlicke Besckrankung 
der Yergleickskurven. 

Die kiernack notige Erganzung der WeierstraB’scken Tkeorie 
ist vor kurzem von LiNDEBERa 1 ) gegeben worden mit Hilfe eines 
Satzes iiber Extrema okne Nebenbedingungen, welcker zusammen 
mit dem WeierstraB’scken Pundamentalsatz zu dem SehluBresultat 
fiikrt, daB auck lm Fall des isoperimetnscken Problems die oben ge- 
nannten vier Bedingungen fiir ein starkes Extremum kmreickend sind. 

*) In einer demnackst in den Matkematiscken Ann ale n ersekemenden 
Arbeit „Uber etnige Fagen der Vanationsreelimmg a , deren Manuskript mir 
JSerr Lindeberg gutigst znr Yerfugung gestellt kat 

Bolza, V ariationsrechnung 3 3 
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a) Erledignng der beiden Beispiele: 

Unsere beiden Beispiele II und XXI gehoren gerade zu den- 
jenigen, bei welcben der W^eierstraB J scbe Satz ausreicht, um. die 
Existenz ein.es starken Extremums (und zwar sogar eines absoluten) 
nacbzuweisen. 

Beispiel II (Siebe pp 465, 483, 494, 498) 

Wir betrachten neben dem Kreisbogen erne beliebige von JP t nacb P a 
fuhrende gewohnlicbe Kurve (E von der vorgescbnebenen Lange 2 l Wir nebmen 

dann anf der Fortsetzung des Kreis- 
bogens @ 0 uber Pj bmaus einen Punkt P 0 
an, der nnr der einen Bedingung unter- 
worfen ist, nicbt anf (E zu liegen. 

1st dann P s irgend ein Punkt von (E, 
so ist P 3 von P 0 verschieden, und die 
Surome z 3 der Lange des Bogens P 0 P 1 
von plus der Lange des Bogens P 1 P s 
von (E ist sicher grower als der Ab stand 
1*o*al 

h > - *o) s + (* > 0 i 115 ) 

Daber gebt nacb den Resultaten der in 
§ 59, c) gegebenen Konstantenbestimmung von P 0 nacb P s ein und nur ein 
Kreisbogen (E s> dessen Lange gleich der eben genannten Bogensumme # 8 ist* 

K 0S = K Q1 +K 1S =2Z,, 

und welcher uberdies weniger als emen vollen Kreiaumfang betragt und m 
positivem Sinne durcblaufen wird. 

Oder anders ausgednickt * Die Kongruenz von raumlicben Extremalen durch 
den Punkt P 0 , welche nacb (80) durcb die Grleichungen 
x — £C 0 s — 2 1 cos (r +oc) sm t, 
y — y 0 = — 2 1 sin (r + %) sin r , 

2 = — 2 X% 

^dargestellt wird, bildet, wenn die G-iofien >c, X auf den Bereicb 

beschrankt werden, ein raumlicbes Feld welches den durcb die Ungleicbung 

* > + > 0 (“®) 

definierten Teil des Kaumes ausfullt, und die der Kurve £ zugeordnete Raum- 
kurve (E' liegt ganz in diesem Feld 3 . 

Daber gilt fur die Kurve (E der WeierstraB’scbe Satz (110) Femer ist m 
leicbtverstandlicber Bezeicbnung 

& (%$ •> 2/s i Ps ? Is i Ps ® Is ? ^s) ^ t 1 cos (^s *.)] 
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l s ist negativ und cos (0 8 — 0 3 ) kann mcht entlang der ganzen Kurve (S gleich 1 
sein, wenn, wie wir annehmen, (£ von (£ 0 verschieden ist Dies folgt, wie unter 
b) allgemein gezeigt wird, daraus, dab nach (81) entlang der ganzen Kurve <£ 

A (f 3 , x s , 1 8 ) = 8 %\ sin r s (sm t 8 — r 3 cos r 3 ) 4= 0, 
da 

0 <C r s ^ ^ > ^8 < C d. 

Aus dem Weierstrafl’schen Satz folgt daher, dafi 

AJ<Q 

Wir erhalten also das Resultat: Der K? eisbogen (£ 0 hefert fur den Flachen- 
inhalt J emen grofieren Wert als jede andere gewohnhche Kurve derselben Lange , 
welche von P x nach P 2 gezogen icerden kann. 

Durcb eme Modifikation der vorangehenden Schlufiweise beweist man auch 
den Satz* Unter alien geschlossenen gewohnhchen Kurven von gegebener Lange 
umschhefit der Kreis den grofiten Fldcheninhalt *) 

Beispiel XXI (Siehe pp. 466, 484): 

Ist irgend eine zulassige Kurve (£ gegeben, Q 
so wahlen wir den Punkt P 0 auf der Fortsetzung 
des Kettenlinienbogens (£ 0 uber P x hinaus so, dab 
fur je den Punkt P 8 der Kurve (£* 

^ 8 >^o 

Dann gilt auch hier die Ungleichung (115). 

Es lafit sicb also nach den Resultaten der Kon- 
stantenbestimmung von § 59, d) von P 0 nach 
jedem Punkt P s der Kurve © eine und nur eine Flg 113 * 

nach nnten konvexe Kettenlmie (£ s ziehen, deren Direktrix mit der ic-Achse parallel 
ist^ und fur welehe 

d h die Weierstrafi’sche Konstruktion ist auch hier stets moglich fur die 
Kurve (£ 

Fiir die Kongruenz von raumliehen Extremalen durch den Punkt P 0 findet 
ruan aus (26) 

x — x 0 — a (t — x) , 

y — Vo = K ( Ci t — Cli K ): 

z ~ a (Sh t — Sh x) . 

*) Weierstrass, Vorlesungen 1879; vgl auch Kneser, Lehrbuch, § 37. Steiner 
gibt in der Abhandlung „Uber Maxima und Minima bei den Figuren etc. a 
(Werke, Bd. II, p. 193) einen rein geometrischen Beweis dieses Satzes (jedoch 
unter der Yoraussetzung der Existenz emer Losung), sowie zahlreiche interessante 
Modifikationen des speziellen isopenmetiischen Problems Neuere Beweise ohne Be- 
nutzung der Variationsrechnung sind gegeben worden von Hurwitz, Comjptes JRendus , 
Bd CXXXII (1901), p 401; Bernstein, Mathematische Annalen, Bd LX (1905), 
p. 117 und Witting, Archiv der Mathematik (3), Bd XII (1907), p 288 

33* 
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Bei Beschrankung auf den Bereich. 

a>0, t^>v. 

bildet dieselbe ein raumliches Feld, welches den dnxch die Ungleichungen (116) 
unda3># 0 defmierten Teil des Raumes ausfullt Die der Kurve (£ zugeordnete 
Raumkurve S' liegt ganz in diesem Feld 
Ferner findet man 

^ y& ? Psi ^3 > ^s) ==: (y$ “H ^s) D (^3 ^s )3 

Da 

2/3+a 3 = o: s Ch^>0, 

und da kein konjugierter Punkt vorhanden ist, so schlieBt man wie beixn vorigen 
Beispiel. daB 

AJ->0, 

d. h. Bei der Kettenlinie @ 0 liegt der SckwerpunJct tiefer ah bei jede) andern gewohn- 
hchen Kurve von derselben Lange, zvelche von P t notch P 2 gezogen iverden hann *) 

b) Folgerungen ans dem WeierstraB’schen Fundamentalsatz: 
Wir wollen nun zusehen, wie weit sich der Weierstr aB’sche 
Fundamentalsatz zur Aufstellung von hinreicbenden Bedmgungen beim 
allgemeinen isoperimetrischen Problem verwerten laBt. Wir machen 
dabei iiber den Bogen @ 0 die analogen Yoraussetzungen wie in 
§ 32, b), namlich : 

1. Der Bogen @ 0 geniigt der Euler’schen Differentialgleichung (I) 

mit einem bestimmten Wert A 0 der isoperimetrischen Konstante; er 
fiihrt von P t nach P 2 und erteilt dem Integral K den vorgeschnebenen 
Wert Z; endlich ist er von der Klasse C', besitzt keine mehrfachen 
Punkte und liegt ganz im Innern des Bereiches 91. (P) 

2. Es ist 

(t), y (t), x (t), y (£); ;„ 0 ) >0 fur \ ^ t < t 2 . (II’) 

3. Der Bogen @ 0 enthalt den zu P t (im Sinne des isoperimetri- 
schen Problems) konjugierten Punkt P{ nicht: 

p 2 < Pi (in 

4. Es ist 

%(x(t) 7 y(t ); y'(t )\ ; cos 6, sin 0; X 0 ) > 0 (IV ; ) 

fur t ± <* t t 2 und fur jede Richtung 0, die von der Richtung der 
positiven Tangente an (£ 0 im Punkt t verschieden ist. 

Es fragt sich, ob diese Bedingungen fur ein Minimum des In- 
tegrals J mit der Nebenbedmgung K = l hinreichend sind. 

Zunachst folgt nach § 61, d), Ende, aus den ersten drei Yoraus- 

x ) Weierstrass , Vorlesungen 1879; vgl. auch Kneser, Lehrbuch, p 142 
Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 10, 11, 12, 15 am Ende dieses Kapitels. 
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setzungen, daB wir einen Punkt P 0 (t 0 ) auf der Fortsetzung you @ 0 
iiber P ± hinaus so nahe bei P ± wahlen konnen, daB 
D{t, t 0 ) + 0 fur 

Daraus ergibt sick aber mit Riieksicht auf 1 ) (74) rtack dein allgememen 
Satz liber die Existenz ernes Feldes (§ 22 , d)), daB die Kongruenz 
von raumlichen Extremalen (99) durch den Punkt P 0 ein raumliehes 
Feld of' liefert, welckes den dem Bogen @ 0 m der Kongruenz (99) 
zugeordneten raumlichen Extremalen bogen in seinem Innern enthalt. 

Weiter zeigt man, ganz aknlieh wie m § 32, b), mittels der 
analog wie dort zu defimerenden Hilfsfnnktion 8 lf daB sich auf Grund 
der Voranssetzungen (IT) und (IV’) eine raumliehe Umgebung (p') 
von angeben laBt, derart, daB 

&( x ,y] P( x , y, 0, $(, x ,y>z)-, cose, sin 0; Ux, y, zj)>0 (117) 
im Bereick 

{x, y, 0 ) in ((>'); 0 ^ 0 2 ir; (cos 0 , sm 0 ) 4 = (p, q). 

Wir wahlen q' so klein, daB die Umgebung (p') g , zugleiek ganz 
im Feld of' gelegen ist 

Ziekt man jetzt von P x nack P 2 irgendeme der isopenmetriscken 
Bedingung K = l geniigende gewoknlicke Kurve ©, deren zugeordnete 
Raumhtrve ©' gam in der Umgebung (p') von (S' verlauft, so gilt fur diese 
Kurve (S der WeierstraB’sche Satz (110), und wegen (117) ist dann 
Ad r >0 ; es sei denn, daB in jedem Punkt P s von S die positive 
Tangente an & mit der positiven Tangente der oben mit @ 3 bezeich- 
neten Extremalen zusammenfallt: 

cos 0 3 = p 3 , sin 0 3 = q 3 . (1 18) 

Aber auck kier lafit sick aknlieh wie in § 32, b) zeigen 2 ), daB 
dieser Ausnahmefall nur eintreten kann, wenn die Kurve S mit @ 0 
identisch ist. Denn ersetzen wir in den Identitaten (102) die Variabeln 
x,y,z durck die die Kurve 2' definierenden Funktionen x , y , z von 
t und differentiieren nack x, so erhalten wir 

(¥,)£ +(£)£ + 

gg U + ® s + CSj j, - f, ■ 

©£+©£ + (&* 

*) Wegen der Bedeutung der uberstrichenen OleichungSDummern siehe 
§ 63, a), Em gang 2 ) black Kneser, Lehrbuch, p. 134. 
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Durch Uberstreichen ist dabei angedeutet, dafi iiberall x } y } z durcli 
x,y ,z zu ersetzen sind, wahrend die Klammer die in § 63, a) er- 
klarte Bedeutnng bat. 

Angenommen, es bestanden nun m jedem Punkt von © die Glei- 
cbungen (118), so gabe es nach (105) eine stets positive Funktion m 
von z, derart, dafi 

x' = m (cp t ), y ' = m (jft) ■ 

Dann ware aber aucb 

da einerseits: z' *= G(x,y, x',y') y andererseits: % t = G (<p, g> t) ^), 
nnd iiberdies die Funktion G positiv homogen von der Dimension 1 
in lhren beiden letzten Argumenten ist. 

Setzt man diese Werte von x',y',z' in (119) ein, so erhalt man 
ein System von drei homogenen linearen Gleichungen in 

dt ___ dj dT 

dr m ’ dt’ dr’ 


deren Determinante A (t, f, I) nach (101) fur z t z <; t 2 von Null 
verschieden ist, da die Kurve S' ganz im Felde liegt Es mufi also 





( 120 ) 


sein, woraus man wie m § 32, b) schliefit, dafi die Kurve © mit @ 0 
ldentisch sein mufi. 

Somit kaben wir den folgenden Satz 3 * * * ) bewiesen: 

Sind fur dm Bogen @ 0 die Bedingungen (I 7 ), (IF), (IIP), (IV 7 ) erfullt, so 
hefert derselbe fur das Integral J einen Tdeineren Wert als jede andere 
zulassige Kurve ©, deren zugeordnete Raumkurve ©' ganz in einer ge- 
u'issen Umgebung (q') des dem Bogen ® 0 zugeordneten raumlichen 
Bogens @ 0 ' gelegen ist. 

Hiermit ist aber noch niebt bewiesen, dafi die Bedingungen (I 7 ) 
bis (IV 7 ) fiir ein Minimum unserer isoperimetrisehen Aufgabe m dem 
ursprunglich defimerten Sinn hinreichend sind, da den Vergleichs- 
kurven hier eme mcht m der Aufgabe begrundete Beschrankung auf- 
erlegt wird. 2 ) 

3 ) Weierstkass, Vorlesungen 1882 ; vgl. auch Kjjeser, Lehrhuch, §§ 36 und 38. 

2 ) Das erhaltene Resultat ist gleicbbedeutend mit dem folgenden Ausspruch . 

Die Raumkurve liefert ein starkes Minimum fur das auf p. 491 FuBnote 2 ) 

formuberte raumliche Variationsproblem, welches gewobnlich als Equivalent mit 

dem gegebenen ebenen isoperimetrisehen Problem betrachtet wird, jedocb mcht voll- 
kommen equivalent mit demselben ist, wie sieh eben gerade an dieser Stelle zeigt. 
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c) Der Lindeberg’scke Satz: 

Wir wenden uns nun zu dem im Eingang dieses Paragrapken 
erwahnten Satz, mit dessen Hilfe es Lendeberg- gelungen ist, die 
eben kervorgekobene Liicke auszufullen. Derselbe beziekt sick auf 
das Extremum des Integrals 

J = F(x, y, x', y ') dt 

ohm Nebenbedmgungen , und ist auck unabhangig von seiner Anwen- 
dung auf das isoperimetriscke Problem von Interesse. Bei der Dar- 
stellung desselben miissen wir uns jedock auf einen kurzen Berickt 
beschranken und verweisen fur die Detailausfiibrung auf die oben 
zitierte Arbeit von Lindeberg. 

Es sei 

x = x(t), y = y(t), 

erne von P x nach P 2 fukrende Kurve, liber welcke wir die folgenden 
Voraussetzungen macben: 

A) Die Kurve E ist von der Klasse 0", bat keine mehrfachen 
Punkte und liegt ganz im Innern des Bereickes 31. 

B) Es gilt fur sie die Legendre’scke Bedmgung in der starkeren 
Perm '(IP). 

C) Es gilt fur sie die WeierstraB’scke Bedingung in der 
starkeren Form (IV 0 von § 32, b). 

Wir heben ausdrucklick kervor, daB die Kurve E zwar eine Ex- 
tremale fur das Integral J sein kann, aber mckt zu sein brauckt. 

Wir konnen dann die Kurve E stets so iiber das Interval! \t x t^\ 
kinaus auf ein weiteres Interval! [P x P 2 ] fortsetzen, dab die Bedm- 
gungen A), B), C) auck fiir den so erweiterten Bogen E* erfiillt smd. 

Es folgt dann zunackst aus den beiden ersten Bedmgungen auf 
Grand der Satze von § 21, b) und § 27, a): Ist 6 eine kmreickend 
kleine positive GroBe, so kann man durch jeden Punkt P(f) der 
Kurve E* eine und nur eine Extremale des Integrals J zieken, welcke 
mit der positiven Tangente der Kurve E* im Punkt P den konstanten 
Wmkel a bildet Als Parameter moge auf der Extremalen die Bogen- 
lange s, gemessen vom Punkt P aus, gewaklt werden. 

Mit Hilfe des Satzes von § 22, d) zeigt man dann weiter: Es 
lassen sick zwei positive GroBen h , 7c so klein waklen, daB die so 
erhaltene Extremalensckar em den Bogen E in seinem Innern ent- 
kaltendes Feld oP bildet, wenn s und t auf den Bereich 

\s\ ^ k, t x — h < t t 2 + h 


besekrankt werden. 
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1st dann 

©: x*=x(%), y = yiy), *1 <! * <; r 2 

irgendeine von P t nack P 2 fukrende gewoknlicke Kurve, welcke ganz 
in diesem Feld of liegt, so gilt die Forrnel 

«71 — Jg 8<ir — ^ (121) 

Zum Beweis wende man auf die beiden Kurven © und © den 
Hilbert J sclien Unakkangigkeitssatz von § 31, c) an: 



nnd addiere links — JL , reckts wobei sick zngleich die 

Bedeutung der m der Gleickung (121) gebrauckten abkiirzenden Be- 
zeicknung erklart. 

Werden die drei das Feld of bestimmenden GroBen o, h, h kin- 
reicbend Mein gewahlt, so laBt sick von jedem Pnnkt des Feldes oJ 
auf die Kurve ©* eine nnd nur eine Nor male fallen 1 ). Unter dieser 
Yoraussetznng se^_ P (%) irgend ein Punkt von © nnd P der FuB- 
punkt der von P auf die Kurve ©* gefallten Normalen; filr den 
Parameter % werde die Bogenlange gewaklt. Dann bezeicknen wir 
mit co (t) den Winkel zwiseken der Ricktung der positiven Tangente 
an © im Punkt P nnd der Ricktung der positiven Tangente an © 
im Punkt P, so normiert, daB 

— 7t < CO (z) ^ 7t. 

1st dann a eine beliebig vorgegebene positive Grrofie, so laBt 
sick zeigen, daB die Menge derjenigen Punkte % des Intervalls \t x r % ], 
in welcken 

eine abzahlbare Menge von offenen Intervallen ist ; deren Langen stets 
eine endlicke Summe kaben ; welche wir mit 

dr. (s') 

bezeicknen wollen. 

Bei dieser Bezeicknnngsweise laBt sick nun der Lindelerg’sche 
Satz folgendermaBen formulieren: 

Genugt die Kurve © den JBedingungen A ), B), C) und sind s, s' zwei 
beliebig vorgegebene positive Gr often, so Idftt sich eine Tlmgebung (p) der 
Kurve © besttmmen derart , daft 

(123) 

J ) Ygl. Buss, Transactions of the American Mathematical Society, 
Bd. Y (1904), p. 487. 


(01 > 


( 122 ) 
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fur jede von P 1 nach P 2 fuhrende, gam in der Umgebung (p) gelegene 
gew'ohnliche Kurve <5, fiir welche 

C?g (/)>£. 

Der Beweis berubt darauf, daB das erste Integral auf der rechten 
Seite von (121) bei fortgesetzter Verklemerung der GroBen <5 und h 
ftir alle Kurven S von der angegebenen Besekaffenheit mfolge der 
Voraussetzung C) oberbalb emer bestimmten positiven Grenze bleibt, 
wahrend gleiehzeitig durcb Verklemerung von <s der absolute Wbrt des 
zweiten Integrals unter jede Grenze berabgedriickt werden kann. 

Die Bedeutung dieses Satzes fur das Extremum obne Keben- 
bedmgnng bestebt darin, daB derselbe den Anted feststellt, welcben 
die Bedingungen von Legendre und WeierstraB, fur sicb ge- 
nommen, am Zustandekommen des Extremums baben. Dieser Anted 
ist liberrascbend groB ; die beiden genannten Bedingungen verbiirgen 
m der Tat das Besteben der Ungleicbung A /> 0, fur alle benach- 
barten Kurven mit Ausnabme gerade derjenigen, welcbe sicb, wie wir 
es kurz ausdriicken konnen, m ibrer Tangenteuncbtung am engsten 
an die Curve S ansclilieBen. Nur um aucb fur diese letzteren die 
Ungleicbung A P 0 zu erzwingen, smd die Bedingungen von Euler 
und Jacobi erforderlieb. 

d) Anwendung des Lind eb erg ’scben Satzes anf das isoperi- 
metriscbe Problem: 

Wir nebmen jetzt an, fur die Kurve @ 0 seien die unter b) auf- 
gezablten Bedingungen (I’), (II’), (in’), (IV’) erfullt. Dann laBt sicb, 
wie unter b) gezeigt worden ist, eine positive GroBe q' angeben, so daB: 
Jg > fur jede von © 0 verscbiedene, im Sinn des isoperimetriscben 

Problems zulassige Kurve (5, deren zugeordnete Raumkurve S' ganz 
in der Umgebung q der raumlichen Extremalen Qz' 0 liegt. 

Lindeberg beweist dann welter den folgenden Hilfssats: 

Ist q eine beliebig vorgegebene positive GroBe, so lassen sich 
drei positive GroBen p 0 , e, s' angeben, derart, daB die Raumkurve S' 
ganz in die Umgebung (q) von @' 0 fallt fiir jede zulassige Kurve S, 
welcbe ganz in der Umgebung (o 0 ) von @ 0 liegt, und fiir welcbe 

d Ti O') <! 

wobei bei der Definition des Symbols (s') die Extremale @ 0 an die 
Stelle der Kurve S tritt 

Und nunmebr wird folgendermaBen weiter gescblossen: 
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Fur das Integral 

f\F+X 0 G)dt 

h 

sind die Voraussetzungen des Lindeberg’scben Satzes erfiillt, wobei 
wieder @ 0 an die Stelle der Kurve © tritt. Daber konnen wir eine 
positive GroBe $ p 0 bestimmen derart ; daB 

^ ^ *+ (124) 

fur jede gewohnliche, von nacb P 2 gezogene Kurve (5 ? welche ganz 

in verlauft, und fur welcbe 

(*') > £ * 

Wir ziehen jetzt in dieser Umgebung (^>)@o 3iac b P 2 

irgend erne im Sinn des isoperimetrischen Problems zulassige Kurve S. 
Fur dieselbe ist entweder _ 

(0 ^ 

dann liegt naeh dem Hilfssatz die Raumkuive (S' m (e0®o; und es 
ist A/>0 auf Grand des WeierstraB'schen Satzes 

Oder aber es ist , / r, ^ 

<%(«)> f 5 

dann ist A/>0 auf Grand des Lindeberg’scben Satzes, da hier 

insbesondere K~ = K 

Go * 

Wir gelangen also zu dem SchlnBresultat *) : 

Wenn fivr den Kurvenbogen @ 0 die Bedingungen (I), (IF), (III), 
(IV) erfidlt sind , so liefert derselbe ein eigentliches starJces Minimum 
fur das Integral J mit der Nebenbedtngung K = l. 

J ) Der entsprechende Satz fur das x- Problem, der das Analogon des auf 
p 126 erwahnten Satzes uber das Problem ohne Neb enbe din gun gen ist, lautet 
folgendermafien : 

Es sei @ 0 : y «= y (x) eine Extremale fur das Problem, das Integral 

*2 

f(x, 2 /, y') dx 

x l 

hxl einem Minimum zu macben in Beziehung anf die Gesamtheit aller iu der 
Form y~y(x) darstellbaren Kurven der Klasse C\ welche von F x nach. P 2 
frihren, in einem gewissen Bereich 01 liegen und dem Integral 

#2 

K=*jh(*,y,y') dx ■ 

*i 



§ 65. Der Fall variabler Endpunkte. 


519 


§ 65. Einiges fiber isoperimetrische Problem© bei variablen 

Endpunkten. 

In diesem Paragraphen soil noch kurz die Modifikation des iso- 
perimetrischen Problems besprochen werden, bei welch er der erste 
Endpunkt auf einer gegebenen Eurve beweglich ist, wahrend der 
zweite fest ist. 

a) Die Transversalitatsbedingung bei isoperimetrischen Problemen: 
Die gegebene Eurve sei durch einen Parameter % dargestellt. 

cc=>x(x), y°-y(*). 

Wir machen uber dieselbe die namlichen Voraussetzungen wie in § 36; 
auch die Gesamtheit der zulassigen Kurven ist ebenso definiert wie 
dort ; nur daB dieselben jetzt noch iiberdies der isoperimetrischen Be- 
dmgung (1) geniigen miissen. 

Erne Eurve 

@ 0 : %=*% (t), y = y(t), 

welche in Beziehung auf diese Gesamtheit von zulassigen Kurven ein 
Minimum fur das Integral J liefert, mufi dann zunachst die samt- 
lichen notwendigen Bedmgungen fur ein isoperimetrisches Minimum 
bei festen Endpunkten erfiillen; sie muB also in erster Linie eine 
Extremale sein. Der zugehorige Wert der isoperimetrischen Kon- 


einen vorgeschnebenen Wert erteilen; X 0 sei der zu (£ 0 gehorige Wert der iso- 
perimetrischen Konstanten. 

Ferner sei * i „ 


Vy, yi 


,>o 


•entlang @ 01 der Bogen (S 0 enthalte den zu JP X im Sinn des isoperimetrischen 
Problems konjugierten Punkt nicht, und es sei 


§[«, y («); y (*), p; i<>] > 0 

fur 

0<|p— ^'(e)|^eo 


Dann laBt sich eine positive GroBe q bestimmen derart, daB jede von (£ 0 ver- 
schiedene zulassige Knrve (£, fur welche 

I y(p) — \y (*) — y'WI <q'o> 

fur das Integral J einen groBeren Wert liefert als (£ 0 . 

Dabei ist die Funktion % ans der Funktion in derselben Weise 

abgeleitet, wie die 8-Funktion auf p. 110 aus der Funktion f; uber die Funktionen 
/ und g werden dieselben Yoraussetzungen gemacht, wie uber die Funktion f 
auf p 14. 

Fur diesen Satz hatte Lindebbrg bereits in der in FuBnote 2) auf p 126 
zitierteu Arbeit einen ansfuhrlichen Beweis gegeben, der sich jedoch wohl nur 
.schwer auf den Fall der Parameter darstellung ubertragen laBt 
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stanten sei 2 0 . Der Punkt der Kurve yon welchem die Extremale 
@ 0 ausgeht, sei P 1 und entspreche dexn Wert % — ^ 0 . Wir setzen wie 
in § 60 voraus, daB kein noch so klemer Bogen yon @ 0 Extremale 
fur das Integral K is! 

Um weitere notwendige Bedingungen zu erhalten, hat man nun 
zunachst eine einparametnge Schar yon zulassigen V anationen 

x = X (t, a), y = y (t, a) 


zu konstruieren, welche, abgesehen yon Stetigkeitsbedingungen, die 
folgenden Bedingungen erfiillt: 

x ( t , 0) = & (t\ y (t, 0) = y ( t ), 

%{t i,z) = x(*q + *), y(ti, £ ) = #(*o + E )> ' ( 125 ) 

x(t 2 ,e) = x i , y(^,a) = y 2 , 

K—l. ( 126 ) 

Eine solche Sehar yon 2 ulassigen Variationen kann man leicht mit 
Hilfe der m § 60, b) benutzten Methode herstellen. 

Fur diese Schar muB nun: 8 J = 0 sem, wahrend gleichzeitig 
aus (126) folgt: 8 K = 0, Indezn man beide Gleichungen kombiniert,. 
erhalt man d J + d K ~ 0, 


woraus man nach Anwendung der Lagrange'schen partiellen Inte- 
gration wie in § 36, a) das Resultat 1 ) schheBt: 

, Im Punlt P t mufi die Relation 

•H#' (p'j lh & ; y 5 ^o) ^ “b -^-y' (^; V) & ? V 5 ^o) y\ 5=5 ^ (127)^ 

erfullt sein, wobei sick die Ableitungen x\ xj auf die Extremale @ 0 , da- 
gegen x, y' auf die gegebene Kurve $ beziehen. 

Dies ist die Transversahtatsbedmgung beim isoperimetrischen 
Problem. Sie ist identisch mit der Transversalitatsbedingung fur die 
Aufgabe, das Integral (43) mit denselben Endbedingungen, aber ohne 
Nebenbedmgung zu einem Extremum zu machen 2 ) 

b) Die Brennpunktsbedingung: 

Wir setzen fur die Folge die Transversahtatsbedmgung (127) 
als erfullt voraus; weiter nehmen wir an, daB entlang dexn Extremal en- 
bogen @ 0 die Bedingung (IP) yon § 60, a) erfullt ist. 

Dann lassen sich nach Kneser 3 ) die Entwicklungen yon § 62 
folgendermafien auf den gegenwartigen Fall ubertragen: 

1 ) Ygl hierzu Knesek, Lehrbuck , §33. 

2 ) Hierzu die Ubungsaufgaben Nr. 3, 23—25 am Ende dieses Kapitels 

3 ) Lehrbuck , § 39 
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Wir stellen uns zunaehst die Aufgabe, dureh einen dein Punkt 
benachbarten Punkt P 3 der Kurve & eme Extremale © mit vor- 
gegebenem, von A 0 nur wenig abweicbendem Wert l der isoperi- 
metrischen Konst an ten zu konstruieren, welche in P 3 von der Kurve S' 
transversal geschnitten wird. 1st 9 der Tangentenwinkel der gesuchten 
Extremalen © im Punkt P 3 und % der Parameter von P 3 auf so 
muB die Gleiehung besteben 

E *' 00 > cos e > sin l ) £'(*0 (128) 

+ H y ' (% (x), y(%), cos 0, sm 0; X) y r {%) = 0. 

Man zeigt genau wie m § 40, daB diese Gleiehung stets in der Um- 


gebung der Stelle 


*0J l 


"'O? 


9 = 9 X (unter 6 X den Tangenten- 


winkel von © 0 in P x verstanden), eindeutig nacb 9 auflosbar ist, 
wenn die beiden Kurven © 0 und S sicb m P x mcbt beriihren, wie 
wir in der EoLge voraussetzen wollen. 

Die Losung der Gleiehung (128) sei: 9 = 9 (x, V) • dann wird die 
gesuchte Extremale © in der Bezeichnung von § 27, b) dureh die 
Gleiehungen dargestellt 

x=* 2 i(t — x(x), y(x), 0(x, A); A,) = <p(t, %, A), 

y ~ %) (f 5 yty)) 0 Os a) == a), 


wenn unter t wieder die Bo*genlange verstanden wird. 

Dieselben Gleiehungen stellen, wenn 2 als variable Parameter 
betrachtet werden, eine doppeltunendliche Sehar von Extremalen dar, 
welehe samtlich von der Kurve S transversal geschnitten werden, und 
zwar tritt dies auf alien Extremalen der Doppelschar fur denselben 
Wert t = t t ein. Die Extremale @ 0 erhalt man fur % = x 0 , X = 2 0 . 

Aus der Definition der Funktionen c p, tjj und den Eigenschaften 
der Funktionen 3£, 2) ergibt sich ; daB, identisch in x, l , 

(p(t 1 ,%,l) = x(%), rftfa, x, A) = y(x), 
woraus durch Differentiation folgt 

9>r(h> *7 O = *'(*)> 0l> A) — £'(*)> 

9i(<t> A) = °» A) = 0 


(.130) 


Aus diesen Relationen folgt, daB wir die Trans versalitat der 
Kurve $ zur Extremalen © in der Bezeichnung (67) auch dureh 
folgende Gleiehung ausdriicken konnen: 

X.' (fi> x > l ) 9y (*1, x > O + x y , (A,-*, l) (A, *, A) = o. (131) 

Wir bezeichnen jetzt mit A), resp. U(t,x,l) die Werte 

der Integrate K , resp. P, genommen entlang der Extremalen © y2 der 
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Doppelschar (129 j von deren Sclmittpunkt t = t x mit der Kurve $1 
bis zu einem variabeln Punkt P(t), und bereehnen die partiellen Ab- 
leitungen der Funktionen % und U Auf Grand der Gleichungen (130 s ) 
unterscheiden sicb die Resultate ; die man erhalt ? yon den fruberen 
(75) und (91) nur dadurch ? dafi in den Ausdriicken fur U / je ein 
Zusatzglied 

~ §r*r)\ k > reS P‘ ~ ($*'9* + 

hinzutntt. Dieses Zusatzglied fallt aber m der Kombmation 


mfolge der Transversalitatsbedingung (131) weg 7 und daher bleiben 
die Formeln (92) auch fur den Fall einer Doppelschar von Extremalen ? 
welche von der Kurve transversal geschmtten tverden , bestehen. 

Andererseits aber bat das Auftreten dieses Zusatzgliedes zur Folge, 
daB der Ausdruck (76) fur die Funktionaldetermmante A(£ ? % ; A) lm 
gegenwartigen Fall nur dann riehtig bleibt, wenn man jetzt unter m 
die GroBe t 

m udt + h 

h 

yerstebt. 

Mit dieser veranderten Bedeutung der Funktion m bleiben nun 
die Entwicklungen yon § 62, c) und d) bestehen, und man erbalt das 

folgende Resultat: 

Es sei t( die zunachst auf t x 
folgende Wurzel der Gleicbung 

dann nennen wir den dem Wert 
entsprecbenden Punkt P" 
der Extremalen @ 0 den Brenn - 
'&> ¥lg U4 * punlct der Kurve auf dieser 

Extremalen. 

Unter denselben bescbrankenden Annabmen wie in § 62, c) kann 
man dann aus der Doppelschar (129) yon Extremalen em ausgemchnetes 
Bilschel herausgreifen, dessen Enveloppe g jede Extremale des Biisehels 
in dem auf ibr gelegenen Brennpunkt der Kurve $ beriihrt 

Fur dieses ausgezeicbnete Biisehel gilt dann der Enveloppen sat x 
in der folgenden Form 



WQ")-JAr r Q') + j % {Q'Q"), | 
Q") - K^'Q') + K % {Q' Q") . ] 



§ 65. Der Fall variabler Endpunkte. 


52a 


Daraus sehlieBt man dann wieder wie in § 62, d), daB das iso- 
perimetrische Extremum unter den vorliegenden Anfangsbedingungen 
jedenfalls nicht fiber den Brennpunkt P" bmaus bestehen kann: 

p 2 <p;. (in) 

c) Hinreichende Bedingungen: 

Der aUgemeineHinlanglichkeitsbeweis fur isoperimetriscbe Probleme 
mit einem variabeln Endpunkt bietet nocb ungeloste Schuien gkeiten. 
Zwar folgt aus dein Bestehen der Form eln (92), daB aneli die Hamilton- 
scben Form eln (106) mit ihren Folgerungen fur jedes von der Kon- 

gluons X), y = X), g — (133) 


gebildete raumliche Feld giiltig bleiben. 

Aber die Kurye $ kann nie einem solchen Felde angehoren; 
denn da die Funktionen <p, ijj y % fur t = t t identisch yerschwmden, so 

ist auch A (t ly x, X) = 0. 


Hierin besteht em wesentlicber Unteischied zwiscben dem isoperi- 
metrischen Problem und dem Problem ohne Nebenbedingungen (§ 41), 
der zur Folge hat, daB man jetzt aus dem Bestehen der Bedingungen 
(IF) und (HF) nicht mehr ohne weiteres schlieBen kann, daB sich 
der Bogen ©' mit einem raumlichen Feld umgeben l*aBt. Vielmehr 
fuhrt das allgemeine Existenztheorem von § 22, d) hier nur zu einem 
uneigentlichen raumlichen Feld, welches gegen den Punkt P 1 zu in 
eine Spitze auslauft und daher fur den Hinlanglichkeitsbeweis bei 
yariablem ersten Endpunkt nicht zu gebrauchen ist 

Wenn sich dagegen in einem speziellen Fall zeigen laBt, daB ein 
den Punkt P 1 enthaltendes endliches Stuck der Kurve $ der Be- 
grenzung eines den Bogen (abgesehen yon seinem Anfangspunkt P 1 ) 
umgebenden raumlichen Feldes angehort, so laBt sich fur alle Yer- 
gleichskurven S, deren zugeordnete Raumkuryen ©' (abgesehen yon 
ihren Anfangspuukten) ganz in diesemFeld yerlaufen, die WeierstraB’- 
sche Konstruktion mit ihren Folgerungen durchfiihren. 

JBeisjpiel XXII x ) (Ygl Beispiel II, pp 465, 483 und Aufgabe lSTr.37 auf p 15X.) 

Von dem emen Schenlcel eines gegebenen Wirikels nach einem auf dem andern 
Schenicel gegebenen Punkt P 2 eine den Winkelraim nicht verlassende Kurve von 
gegebener Lange l zu Ziehen , welche mit den beiden Schenkeln erne moglichst grofie 
Flache emschhefit. 

Dei erste Scbenkel werde zur positiven .x-Aehse gewablt; der fragliche 
Winkelraum werde erzeugt, mdem ein vom Koordinatenanfangspunkt 0 aus- 


l ) Ygl dazu Kneser, Lehrbuch, p 159. 
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gehender Halbstralil sich von der positiven a?-Achse aus m positivem Smn um 
den zwischen 0 und 2 n gelegenen Winkel a dreht. 

Wir haben wieder das Integral 


mit der Nebenbedmgung 


J = rji '(*/ — yx")dt 

h 

U 

fV7T+?*dt-i 

h 


ztl einem Maximum zu machen. 

Daher folgfc aus den Resultaten von § 59, c) und § 61, c) zunachst, daB die 
gesuchte Kurve ein in positivem Smn beschnebener Kreisbogen von der Lange l 
sein inuB, welcher, von einem Punkt JPj der positiven #~Achse ausgebend, durcb 
den Winkelraum a nach dena Punkt P 2 fiihrt x ) 

Da ferner im Punkt JP t : y[ « 0, y x = 0, so reduziert sich die Trans- 
Tersahtatsbedingung daiauf, dah der Kreisbogen im Punkt P x auf der x-Aehse 
senkrecht stehen mufi 

Wir nehmen an, wir hatten einen diesen Bedmgungen genugenden Kreis- 
bogen @ 0 gefunden 

% * x = y. 0 — X 0 cos t, y = — X 0 sin t. 

Die Doppelschar von Extremalen (129) besteht hier aus den Kreisen 

x ~ k — X cos y = — X sin£, (134) 

welche samtlich fur t = 0 die ic-Achse senkrecht schneiden. Die beiden Grlei- 
chungen (134) zusaminen mit der Grleichung 


z = — Xt (135) 

definieren die Kongruenz (133). Daraus erhalt man 

A (t, % , X) = l(sin£ — t cos l) . 

Auf alien Kreisen der Doppelschar (134) wird also der JBrennpunkt der £C-Achse 


duick denselben Wert 




257 0 27' 12' 
360 0 OW W 


2 7t 


geliefert. 

Zur Bestimmung des in (134) enthaltenen ausgezeichneten JExtremalenbuschels 
erhalt man nach (88) die Differ entialgleichung 

cosy d% — dX = 0 


Daraus folgt, dafi das ausgezeichneteBuschel aus denjenigen Kreisen besteht, welche 
ihre Mxttelpunkte auf der ic-Achse haben und die im Brennpunkt JP" an den Kreis 
gazogene Tangent e beruhren Die letztere ist also die Enveloppe % des 

Buschels, ein Halbstrahl, welcher mit der positiven as-Achse den Winkel y — — 
bildet l 2 


l ) Abgesehen von etwaigen unfreien Lo sung en (§ 52), welche streckenweise 

mit den Schenkeln des Winkels zusammenlaufen 
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TTerden die Yariabeln t, X auf den Bereich 

°<^<yi — OO < k < + OO, ^<0 

bescbrankt, so bildet die Kongruenz (134), (135) em raumlicbes Feld , welcbes 
den durch die Ungleichungen 

of': 2>0, cosy < — < 1 

< 2 - 

defmierten Teil des JEtaumes ausfullt 

Zu einem gegebenen Punkt x,y,z von of' erbalt man den zugeborigen Punkt 
von Of, indem man zunaebst die Gleicbung 

sini — — t — 0 
z 

nach t auf lost; da die Funktion sin t/t von -f- 1 bis cosy bestandig abnimmt, 
wenn t von 0 bis y wacbst, so bat diese Gleicbung eine und nur eine L5sung 
t zwiscben 0 xmd y Die Werte von X und v. folgen dann aus (134). 

Die #-Acbse gebort nicbt zu diesem Feld of', wobl aber zu dessen Begren* 
zung. Daher 1‘aSt sicb die Weierstr afi’sche Konstruktion durchfuhren und zwar 
auf folgende Weise* 

Fall I. 0 < a ^ 7C . 

Sei (X irgendeine von C$* 0 verscbiedene Yergleichskurve; sie moge von einem 
Punkt P 5 der #-Acbse ausgeben. Wir setzen zunaebst voraus, daB sie nicbt mi t 



E’lg. 115. Fig. 116. 

einem zur #-Acbse senkrechten geraden Segment beginnt (Fig 115) 1st dann P s 
ein Punkt von (£ zwiscben P s und P 2 , so ist die Lange des Bogens P 6 P s sicber 
groBer als y s , und 2/ 3 )> 0, da ja die Kurve S ganz in dem Winkelraum a ver- 
laufen soil. Daber liegt der Punkt x s , y s , z s in of', da cosy < 0; wir konnen 
also nacb F ( t von der #-Acbse aus einen und nur einen Kreisbogen P 4 P S kon- 
struieren, welcber im Punkt P 4 die rc-Acbse senkrecht schneidet, in positivem 
Sinn besebrieben ist, dessen Zentriwinkel t s zwiseben 0 und y liegt, und dessen 
Lange z s gleicb der Lange des Bogens P 5 P s der Kurve (£ ist. Die Betracbtung 
der Funktion: 8 (v) — J" 4S + P 32 fubrt nun zum Weier straB’schen Funda- 

mentalsatz und mit dessen Hilfe wie in § 64, a) zu dem Resultat- AP<0 

Der Beweis ist etwas zu modiflzieren 1 ), wenn die Kurve © mit einem zur 

l ) Ygl. hierzu Kiteser, Lehrbuch , p 148. 

B ol z a , V axiationsrecTumng. 


34 
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a?-Ackse senkreckten gexaden Segment P 5 P 6 beginnt (Pig. 116) Fur einen Punkt P s 
zwiscken P 6 und P 2 gelten damn die vorigen Resultate N abert sicli der Punkt 
P t dem Punkt P 6 , so nslkert sick der Kreisbogen P 4 P 8 dem geraden Segment 
P 6 P 6 , und es ist _ 

L J 43 = P 5C , P P 43 ~ -®56 * 

t z sr 7 T 6 + 0 ^ „ + 0 

Daraus folgt, daB 

S(r 6 + 0) = -7 50 + 7 ^ = J 5S , und daher 
A J = — [S(r s - 0) - S(t 8 + 0)J , 

woraus, wie oben, folgt, daB AJ <C 0. 

Wir erhalten also das Besultat. Wenn der Wirikel a me% Bechte mcht 
ubersteigt, so liefert der Kreisbogen (g 0 das absolute Maximum fur den Flacheu- 
inhalt 

Fall II: * < a < 2«. 

Hier ist die WeierstraB’scke Konstruktion nicht immer moglich Trotz- 
dem laBt sich wenigstens die Existenz ernes starken relativen Maxmums nack- 
weisen JDazu verbinden wir die beiden Schenkel des Winkels durch zwei mit 

Gs 0 konzentriscke Kreis- 
bogen mit den Radien 
B — d und B-\- d, wenn 
P == — den Radius von 
(£ 0 und d eine kinreicbend 
kleme positive GroBe be- 
deutet , und bescbranken 
die Vergleiekskurven auf‘ 
den zwisehen diesen bei- 
den konzentrischen Kreis- 
bogen gelegenen Teil des 
Winkelraums a, Ist P s 
em Punkt einer solcken 
Vergleichskurve, fur wel- 
cken y s > 0 , so gelten 
dieselben Betrachtungen 
wie im Fall I Ist dagegen < 0 , so sei P 0 der Scbnittpunkt des Yektors CF S 
oder dessen Yerlangerung mit dem Kreis und z 0 die Lange des Bogens P 1 P 0 
von @ 0 . Bann zeigt man leickt (siebe Fig. 117), daB 

yp = JB + d % 

z s ^ B~-d * 0 1 



und kieraus laBt sick schlieBen, daB man d so klein waklen kann, daB die Un- 
gleiekung 


cosy < ^ < 1 
z* 


fur jeden Punkt P s jeder ganz zwiscken den beiden konzentnscken Kreisbogen ver- 
laufenden Yergleichskurve erfiillt ist^ welcke nickt mit einem zur rc-Ackse senk- 
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rechten Segment beginnt Darans folgt dann wieder die Moglichkeit der 
WeierstraB’schen Konstruktion und damit die Ungleiclmng AJ < 0 1 ). 

d) Weitere Literatnr iiber isoperimetrische Probleme: 

Schon die letzten Entwicklungen haben gezeigt, daB die Theorie des iso- 
perimetriscben Problems noch nicht zu einem ahnlichen AbschluB gelangt ist 
wie die Theorie des Extremums obne Nebenbedmgungen. Dies gilt aucb von 
den Fragen, die wir fur das letztexe in Kapitel VI bis IX lm einzelnen durch- 
gefuhrt baben. Wir besckranken uns daher darauf, die wichtigsten bierber 
gehorigen neueren Axbeiten zusammenzustellen : 

Von diskontinuierhchen Losungen 2 ) bei isoperimetriscben Problemen handelt 
Caratheodory m seiner auf p 367, FuBnote 2 ) zitierten Dissertation Insbesondere 
wird der Ausnahmefall untersucbt, m welehem jede Extremal© des Integrals J 
zugleich Extremal© fur das Integral K ist 

Fur isoperimetrische Probleme mit Gebietsemschrankung gilt zunachst der 
von Weierstrass herruhrende Satz, daB alle frei vanierbaren Bestandteile der 
Minimumskurve Extremalen mit demselben Wert 1 0 der isopenmetrischen Kon- 
stanten sein miissen. Ferner miissen, wie ebenfalls Weierstrass s ) gezeigt hat, in 
den tJbergangspnnkten in der Bezeichnung von § 52, b) und § 60, b) die Be- 
dingungen 

& («, , 2/a ; Pa . % i P , , 2s , \) = 0 , § > Vi i P * . & ! P t . & ; *o) = 0 

erfullt sein Andeutungen iiber die Bedmgung entlang der Bchranke gibt 
Hadamard, „Sur quelques questions de calcul des variations Ann ales de Pficole 
Normale Superieure (3), Bd. XXIV, (1907), p. 222. 

In derselben Arbeit beschaftigt sich Had am abb mit der Aufgabe das 
JSilbert'sche JSxistenztheorem auf isoperimetrische Probleme zu ubertragen Dabei 
ergeben sich eigen tumliche Schwierigkeiten , die damit zusammenhangen , daB 
in den Bedingungen von Legendre und WeierstraB die isoperimetrische 
Konstante 1 auftritt Hier ist schon der Satz von § 33 Tiber die Existenz ernes 
Mininmms im Kleinen nicht mehr richtig. Dagegen laBt sich der Osgood’sche 
Satz auf das isoperimetrische Problem ubertragen, wie Hahn 4 ) gezeigt hat. 

An weiteren neueren Axbeiten erwahnen wir schlieBlich noch zwei G-dttinger 
Dissertationen • Cairns, „Die Anwendung der Integralgleichungen auf die ziceite 
Variation bei isopenmetrischen Problemen“ (1907), und Crathorne, „Das raum- 
hche isoperimetrische Problem “ (1907) 


*) Hierzu welter die bbungsaufgaben Nr. 11, b) und 26 — 35 am Ende dieses 
Kapitels 

2 ) Vgl § 59, b), Ende, und Kne.skr, Lehrbuch §§ 45, 46 

3 ) Vorlesungen 1879, vgl. auch Hancock, Lectures , Art. 205 und Kneser, 
Lehrbuch § 47 Der Beweis folgt leicht nach der SchluBweise von § 60, b); 
vgl. dazu Fig 84. 

4 ) Vgl P- 280, Fufinote *). . 
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1. Die x , $/-Eb ene sei mit Masse (Bodenpreisen) belegt und die Dichtigkeit 
im Punkt x, y sei p(x, y); in dieser Ebene sei eine Kurve ® gegeben und auf 
ihr zwei Punkte P a , P s Unter alien Kurven von gegebener Lange, welche von 
P a nacb P 2 gezogen werden konnen, diejenige zu bestimmen, welche mit dem 
Bogen P 2 P a von ® zusammen die Flache von groBter Masse (Gesamtpreis) ein- 
scblieBt {Problem der Dido), 

Losung: Die Extremalen sind dureh die Gleichung 

1 

r % 

charakterisiert. 

Andeutung: Mache vom Green’schen Satz Gebrauch. (Lord Kelvin) 


2. Auf einer Flache ist eine Kurve $ gegeben und auf ihr zwei Punkle P a 
und P 2 . Unter alien Kurven von gegebener Lange l, welche auf der Flache von 
P a nach P 2 gezogen werden Tcbnnen, diejenige zu bestimmen , welche mit dem Bogen 
P 2 P a von £ den grofiten Flachenraum umschheft (§ 59 ) 

Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes der Flache seien durch zwei 
Parameter u, v ausgedruckt; die Kurve ® sei gegeben durch die Gleichungen 

u~u{ z), v = v(t); 

die gesuchte Kurve werde in der Form 

Q£: u^u{t)j v = v(t) 


angenommen. Sind dann M und JV zwei Funktionen von u und v, fur welche 

N u — JI B =yEG-F J \ 

so hat man das Integral 

U r x 

J ~ gJ\m(u, v)u'-j-Ff(u, v)v']dt -f- v)u'-\- K{u, v)v']dr, 

h 

wo £ = 4:1, zu einem Maximum zu macben mit der Nebenbedingung, dajB 
h 

Jy 2Fw'«' + G 


Es sollen die analogen Stetigkeitsannahmen gemacht werden wie bei 
Beispiel XVI 


*) Die zulassigen Kurven werden uberall, wo nichts besonderes festgesetzt 
wird, als „gew6hnliehe u Kurven angenommen. 
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L 5 sung: Die gesuehte Kurve ist ein geodatischer Frets, 1 ) d. hi eine Kurve 
konstanter geodatischer Krunmiung: 




s 

T' 


Ferner mufi 1 negativ sein. 

Andeutungen: ZurAbleitung des Ausdrucks fur J wende den Green’schen 
Satz an, wobei sich auch die Bestimmung des Vorzeichens a ergibt Wende die 
Euler’sche Differentialgleichung in der Weierstrafi’echen Form an und mache 
von Glei chung (40) von § 26 Gebrauch. (Minding, Darbottx) 


3. Dieselbe Anfgabe nnt der Modifikation, dab der Punkt P x nicht gegeben, 
sondern anf ® frei beweglich ist (§ 65, a)). 

Dasselbe Eesnltat mit der weiteren Bedingung, dab die gesuehte Kurve im 
Punkt P 1 die Kurve ® senhecht schneiden mub. 


4. Fair Rotations flacheoi labt sich die Integration der Differentialgleichung 
der geodatisehen Kreise auf Quadiaturen zuruckfuhren. (Minding, Darboux) 
Andeutungen- Das Lmienelement labt sich in der Form schreiben 




d$* = du~~\- q)*(u)dv*. 

w, so smd die geodatisehen Kreise dargestellt durch 
(a — - si p(u))du 


Ist dann : ty (u) = 
die Gleichung 

9} = ft 4- I - 

5 (u)yi 2 cp 2 (u) — (a — styiu)) 2 

Man mache von der Euler’schen Differentialgleichung in der Form (18) Gebrauch. 


5. Gleichgewichtslage eines auf emer gegebmen Flache ohne Reibung auf - 
hegenden schtceren Fadens, der an semen beiden Fndjounkten befestigt ist (§ 59, b) 
und d)). 

Die positive #-Achse werde vertikal nach oben gewahlt; die Flache sei durch 
zwei Parameter w, v dargestellt. Dann ist das Integral 


J = J^]/Em' s + 2 Fm'»'+ G«' s 


1 dt 


zu einem Minimum zu machen mit der Nebenbedingung 


jyEu 7 * + 2F u'v'+tiv^dt* 


> I . 


Losung: Die Weierstrab’sche Form der Euler’schen Differentialgleichung 
fuhrt zu folgender charakteristischen Eigenschaft 2 ) der gesuchten Kurve: Man 
konstruiere in einem Punkt P der Kurve den Yektor PFf nach dem Mittel- 
punkt M der geodhtischen Kriimmung ; dann liegt der Endpunkt N des zu P M 
entgegengesetzten Yektors PN in der konstanten Ebene 


J ) in der Terminologie von Darboux. 

s ) In etwas anderer Form gegeben von Lindelof-Moigno, Legons , p 314. 
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6 Unter alien zwei gegebene Punkte P 1 und P 3 verbmdenden Kurven, welche 
zusammen mit den Ordmaten dieser beiden Punkte und der x-Achse eine Flache 
von gegebenem Inhalt begrenzen , diejemge zu bestimmen , welche dutch Potation 
um die x-Achse die Oberflaehe klemsten Inhaltb erzeugt (§ 59) (Euler) 

Losung: Es werde die Bedingung: 0 hinzugeftigt 1st 1, so gehen 

die j Extremalen aus den v erlcurzten ZyMotden 

X = y+ smi, r=i + cosi 

durch die Transformation 

r_„ 

bervor 1st r<i, so ersetze man t durcli it. 1st 1 2 = 1, so erbalt man rationale 
Kurven 3* Ordnung. Auberdem sind samtlicbe G-eraden der Ebene Extremalen. 
Die Moglichkeit diskontinuierheher Losungen zu unter&ucben 


7 Die Brachistochrone bei gegebener Lange zu bestimmen. Die genauere 
Formulierung soil, abgeseben von der lsopemnetnschen Bedingung, dieselbe sein 
wie in § 26, b) 

Losung: Die Extremalen lassen sich schreiben, wenn 


x-\-p 


y — y t + h 


[(2 4 2 -f- a 3 )t — 4aJlsIn£ -j- ^ 2 sin^ cos£] , 

(X — cc cos t) 2 


Fur die Bogenlange ergibt sich 




— (3<*>U — 2 (^ 2 +a 3 ) sm£-f~ alsintf cosf) 

_(<X 2 ~ x*y 


1st u 3 <^X s , so ist t dnrcb it zu ersetzen Eiir cc 2 =X 2 werden die Extremalen 
algebraisch. (Euler, Mechamca , Bd II, Art. 401) 


8 Unter alien Kurven, welche von einem Punkt A der rc-Achse nacb. einem 
Punkt B der oberen Halbebene gezogen werden konnen, und welche zusammen 
mit der Abszisse AID und der Ordinate BB einen gegebenen Flachenraum ein- 
scblietfen, diejemge zu bestimmen, welche zusammen mit lkrem Spiegelbild AB ' 
an der a^-Achse den Meinsten Widerstand erfahrt, wenn die Kurve B' AB in 
ibrer Ebene m einem widerstehenden Medium in der Bichtung der negativen 
#-Achse bewegt wird (Siebe Pig. 94; Fall eines flacben Oder eines zylindriscben 
Scbiffes mit borizontaler Direktrix). 

Ftu den Widerstand findet man nach der Hewton’schen Metbode von p. 408 
das Integral t 
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Aus denselben Griindea -wie in § 54 wird man die Grefallbescbrankungen 

x'^0, y’^0 

hmzuiugen. 

Die Extremalen sind rationale Kurven 4. Ordnung mit drei Spitzen: 


x 


L 

T 


p*—l 1 2p* 

0 + py + a ' y ~ Ui+ P y 



f ?, 


(136) 


(Euler, Scientia Navalis, Art 531) 


9. Den Rotationskorper kleinsien Widerstandes bei gegebenem Volumen zu 
bestimmen Die genauere Formulierung soil, abgesehen yon der isoperimetrischen 
Bedingung, dieselbe sein wie in § 54 

Die Extremalen sind gegeben dureh die Gleiehungen 


lx = cc 


P*— 1 , [ *@ — p*)p*dp 

2(1 +p*) i ' r J (i + ’ 


£ , VP 

*-y a +pv^o-+pV' 

- wobei 

P-sJ, P=p* + Y %(l+ P y 


Soli die Extremale die as-Achse treffen, so mufi y = 0 sein, und man erhalt 
die Kurve (136) mit dem Wert j3 = 0. 

Halbiert man den Rotationskorper mittels einer Meridianebene, so erhhlt 
man den Fall eines Schiffes, dessen znr Langsrichtnng senkrechte Schnitte Halb- 
kreise sind. (Euler, Scientia JSFamlis , Art. 690) 


10. Die reziproke Aufgdbe zu Beispiel II (p. 465) im einzelnen durcbzu- 
fuhren und daran das Mayer’sche Reziprozitatsgesetz zu verifizieren (§ 61, e)). 

Andeutungen: Wahle den Punkt zum Koordinatenanfang Die Kon- 
stantenbestimmung, und damit die Weierstrafi’sche Konstruktion, fuhrt auf 
die Aufgabe, erne Zykloide mit gegebener Basis und Spitze zu konstruieren, 
seiche durch einen gegebenen Punkt gebt, vgl. p 208, FuBnote 2 ). 


11*. Mit Ihlfe der Fourier' schen Beihen einen direkten Beweis fur den Satz 
zu geben, dafi der Ereis unter alien geschlossenen Kurven von gegebenem Umfang 
den gr often Flachenmhalt einschliefit (§ 64, a)). 

Andeutungen. Wakle den Bogen s als unabkangige Variable zui Dar- 
stellung irgendeiner geschlossenen Kurve von der Lange Z. Entwickle x und y 
in Fourier’scke Reihen, fortsckreitend nach Kosinus und Sinus der Vielfacken 
von 2 7t/Z, und bereckne daraus den Flacheninhalt. Vergleicke denselben mit 
dem Ausdruck fur den Flacheninhalt eines Kreises von demselben Umfang Z, den 
man durch Integration der Gleichung 



nack s zwischen den Grenzen 0 und Z erhalt. 


(Hurwitz) 
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12. Die Aufgaben Nr 2 und 3 im einzelnen duxchzufuhren fur den Fall, 
wo die gegebene Fl&che eine Kugel und die gegebene Kurve ein grbfiter Kreis 
derselben iat (§ 59 — 65) l ) 

Losung: Die geodatischen Kreise sind Krezse 1st u das Komplement der 
Breite und v die Lange, so lassen sich dieselben bei p&ssender Wahl der Kon- 
stanten schreiben 

cos y cos u -j- sin 7 sm u cos (v — - |3) = cos a . 

1st 2v der Zentriwinkel des Kreisbogens von P 2 bis zum konjugierten, resp. 
Brennpunkt, so ist t durch die folgenden Gleichungen zu bestimmen 
a) wenn P t gegeben ist 

sin t (c cos x • — sm r) = 0; 


b) wenn P 1 auf $ beweglich ist 

tg(2r) — 2r; 

also in beiden Fallen dieselben Gleichungen wie in den entsprechenden ebenen 
Problemen (Beispiel II und XXII). 

Die Mogliehkeit der WeierstraB’sehen Konstruktion zu diskutiexen 


13*. Die Aufgabe Nr 5 fiir den speziellen Fall der Kugel ina emzelnen 
durehzufiihren (Spharische Ketitenhnie).*) 

Andeutungen: Die Kugel werde dargestellt durch die Gleichungen 
x= a cos u cosy, y = a cos u sm v , # = asinv. 

Dann ist die spharische Kettenlinie dargestellt durch die Gleichung 

accdz 




wo 


-h 


' (a- — 3 s ) yjR ( 3 ) 
R (z) = (z + X) s (a s — 5 s ) — k s 


Die GroBen -iy durch die Funktionen a(£), p(t ) auszudrucken, wenn 

&t=4?=. 

Ym 

Eingehende Diskussion der Realitatsverhaltnisse der Wurzeln yon R(z) und 
entsprechende Fallunterscheidnngen bei den elliptischen Funktionen Diskussion 
der Gestalt des Fadens. Wann wlrd derselbe ganz auf der oberen Hemisphere 
aufliegen, wann zum Tell frei herabhangen, im letzteren Fall Bestimmung der 
tfb ergangspunkte Die Gleichung zur Bestimmung des konjugierten Punktes 
aufzustellen und zu diskutieren 


*) Das isoperimeirische Problem auf der Kugel ist neuerdings von Bernstein 
ohne Benutzung der Yariationsrechnung eingehend behandelt worden, Mathe- 
matische Annalen Bd. LX (1905), p. 117. 

s ) Ygl. Gtjuermann, Crelle’s Journal, Bd. XXXIII (1846), p. 189; Clebsch, 
ibid., Bd. LYII (1860), p 103; Biermann, Bexhner Dissertation , 1865; Schlegex, 
Programm des Wilhelms- Gymnasiums, Berlin 1884; Appell, Bulletin cle 
la Society mathematique de France, Bd. XHI (1885), p. 65. 
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14 Fur das auf p 53 8, FuBnote *), formulierte isoperimetrtsehe Problem 
mit x als unabhdngiger Varidbeln die Glei chung zur Bestimmung des konjugierten 
Punktes abzuleiten, entweder direkt oder aus den Resultaten von § 61, a) nach 
§ 25, e). 

Losung: 1st 

V ~ &•> Pi 


das allgemeine Integral der Euler’sehen Differentialgleichung und 

d 




so lautet die Gleicbung 

*a(*o) i 


» dx l 


Y,(x 0 ) 

Y a (x), Z,(«), Y x (x) 

XXX 

f r ° Nd x , C YpNd x , jY ? Ndx 


(137) 


wobei die dritte Zeile aucb durch 


Z a (x ) , Z^x ) , Z x (x) 

ersetzt werden kann, wenn 

x 

Z{J\ a,§,l)=fg(x, Y, Y')dx. 

Dabei sind uberall nach Ausfuhrung der Differentiation a, /?, % durch a 0 , /3 0 , 1 Q 
zu ersetzen, und N ist fur @ 0 zu berechnen. (A. Mayer) 


15*. Pas Integral 



2 

dx 


x x 


bet festen Endpunkten mit der Nebenbedm gun g 


r 

I y 2 dx = l 
x x 

zu einem Minimum zu machen . 

Losung: Die Extremalen sind 


1. 

y = a sin (fix + fl) , 

wenn 

1<0, (i --**•), 

2. 

y — ax -f- /J, 

wenn 

x = o, 

3. 

y — ctShu,*-}- jSCh; lx, 

wenn 

A>0, (i = ^ 2 ). 


Im ersten Fall lautet die Gleickung zur Bestimmung des konjugierten Punktes 
u (sin u — u cos u) = (u % — sin 2 u) cos {u -f- 2 a ) , 
u = [j, 0 (x — x 1 ) 1 a = n o + Po • 


Sie zeigt, daB stets ein konjugierter Punkt im Intervall: tc <u existiert. 

In den beiden andern Fallen existiert kem konjugierter Punkt. 
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Romtantenbestinwiung : Je nachdem 

3Z ^ (a;, — xj [y\ + y t y. + yl) , 

gibt es eine 1 ) Losung vom ersten Typus, fur welche; 0<fi(# 2 — # 1 X ^1 oder 
eine Losung vom zweiten Typus, Oder erne vom dritten 

Hiernach die WeierstraB’sche Konstruktion und die Frage des absoluten 
Extremums zu diskutieren {^Lunn_, Miles) 


16 ! Cuter alien Eurven, welche zwei gegebene Punkte P-^P* der oberen 
Halbebene (y^O) verbinden, ganz in dieser Halbebene verlaufen und durch 
TJmdrehung um die #-Achse eine Flctche von gegebeneni Inhalt erzeugen, diejenige 
zu bestimmen, fur welche diese Flache zusammen mit den beiden durch Rotation 
der Ordinaten von P x und P 2 erzeugten Kreisen das grofite Volunien einschlieBt 
( Uncluloidj Nodoid ) 2 ). (Euler) 


Andeutungen- Erstes Integral 


y'+H —,*-£• 

Vx s + y 


F iihrt man statt l und /3 zwei neue Konstanten q und y em durch die Gleichungen 



• £> COS 


r- V\ 


■+§ + 


£ 

If 1 


und setzt*. z==smy, cosy, so lautet das allgememe Integral in der 

Legendre’schen Bezeichnung 

x = a -j- q[k' F{n, t) -f- #)] , 

V = 9 A (x, t) 

Die Extremalen werden beschrieben durch den einen Brennpunkt eih.es auf 
der x~Ach.se rollenden Kegelschnitts (Delauxay). Diskussion der Gestalt der 
Extremalen Spezielle, resp Grenzfalle. Halbkreis uber der #-Achse, Kettenlinie 
und Gerade 3 ) parallel der a;-Achse. 

Diskussion der konjugierten Punkte (Howe, Hormann). 

Ecken von etwaigen diskontmmerhcJien Losungen miissen auf der m-Achse 
liegen, und diskontinuierliche Losungen miissen sich aus Stucken der #-Achse 
(§ 52) und aus Kreisbogen mit dem gleiehen Radius, deren Mittelpunkte auf der 
#-Achse liegen, zusammensetzen (Todhunter) 

Die reziyroke Aufgabe ist identisch mit der Bestimmung der Gleichgewichts- 
lage von Seifenblasen, welche die Bander zweier koaxialer Kreisscheiben ver- 
binden (Plateau) 


x ) Eine Ausnahme tritt ein fur y s = — y x 

2 ) Tgl. W. Howe, Berliner Dissertation 1887 und G. Hormann, Gottinger 
Dissertation 1887. 

3 ) Ygl. dazu Almansi, Annali di Matematica (3), Bd. XH (1905), p 1. 
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17* Enter alien Kurven von gegebener Lange , welch e zwei gegebene Pnnkte 
JP t und P 2 ^er oberen Halbebene (y 0) verbinden, und ganz in dieser Halb- 
•ebene liegen, diejenige zu. bestimmen, welche zusammen mit den Ordmaten yon 
JP t nnd P 2 den RotationsJwrper grofiten Volumens erzeugt. (Euler) 

Losung* Die Extremalen sind elastische Kurven , charakterisiert durch: 

Bezeichnet a den konstanten Wert von H x ,, so sind folgende zwei 

Falle zu unterscheiden : 

Fall I: cc + l<0 

x = [} -f- Q [2 E (x, t) — F(%, t)], y~ Z%gco&t, (138) 


1 — cc 
21 ’ 


1 = — 2 Q* 


Fall II 


a -j~ 1 > 0 


- - P + Q [■&(*, t) - (l - y) F(*, *)] , 


y = q , 


2 1 

'' l — a 1 


a — X=: Q \ 


Dazwischen der Fall a -|~ 1 = 0, in welchem die elliptischen Integrale degenerieren. 

Die Gestalt der Extremalen zu diskutieren. Die Kongruenz raumlicher 
Extremalen durch den Punkt P x aufznstellen sowie deren Funktionaldeterminante, 
wenigstens fur spezielle Lagen des Punktes P x . Womoglich etwas iiber die 
Existenz und Lage des konjugierten Punktes auszusagen 

18. Die Euler’sche Regel fur den Fall abzuleiten, dab das Integral 


mit der Nebenbedingung 


*a 

J = j‘f(cc, y , y\ yW)dx 


zu einem Extremum zu machen ist 

Andeutung: Vgl. p 458, Fubnote *) und Aufgabe Nr 45 auf p 153. 

(Euler) 

19. Die LJuler J sche Regel fur den Fall abzuleiten, dab das Integral 


r = ’jffr, 2 /t > 2 /si • • • 1 Vm l /i'i y's, •> y'n)&X 


mit mehreren isoperimetrischen Bedingungen 


y„,yi,y£, ■ ,yZ)dx = i„ » = i,v • « 


j;u einem Extremum zu machen ist 
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Andeutung: Ygl. p. 458, FuBnote *), und Aufgabe Nr 41 auf p. 151. 

(Scheeffer) 

20. Die Aufgabe Nr. 17 dabin abzuandern, daB nicbt nur die Lange der 
Kurve, sondexn auch der Inbalt der zwiscben der Kurve, den Ordmaten von jP z 
und P 2 nnd der #-Achse eingescblossenen Flache vorgescbrieben ist. 

Lb sung: Die Extremalen smd elastische Kurven und geben aus den. 
Gleicbungen (138), resp (139), hervor, indem man y durch y -J- g und a durch 
cc -f • jx 2 ersetzt. (Euler) 

21* Die Gleichgeioichtslage eines elctstischen , an semen beiden Enden fest- 
geklemmten Drahtes zu bestimmen. 1 ) 

Andeutungen; Man bat die potentielle Energie des Drabtes, d. b. wenn r 
den Krummungsradius bedeutet, — abgeseben von emem konstanten Faktor — 
das Integral l 



o 


bei gegebener Lange l zu einem Minimum zu machen, wabrend die Endpunkte- 
und die Tan gent enricbtungen in denselben gegeben smd. Die zulkssigen Kurveu 
sind von der Klasse C ,/ *vorauszusetzen. 

Die Aufgabe gehort zum Typus von Nr. 18, laBt sich aber auf ein Funk- 
tionenproblem vom einfachsten Typus mit zwei isoperimetrischen Bedingungen 
zuruckfuhren^ wenn man die Bogenlange s als unabhangige und den Tangenten- 
winkel 6 als abhangige Variable einfubrt Man hat dann das Integral 

i 

j=Je'*ds 


mit den Nebenbedingungen 


J cos 0 ds = — x x , J^sin dds — y 2 - 




und den Anfangsbedingungen . 6(d) = , 6(1) — 0 2 zu einem Minimum zu machem 

Losung* Die Extremalen in der x, y-Ebene sind elastische Kurven. Ein 
Bogen der elastiscben Xurve, welcber keinen Wendepunkt entbalt, liefert stets- 
ein starkes Minimum (vgl. Aufgabe Nr. 23, p. 147). (Euler, Born) 

22. Nacb der Metbode von Nr. 21 laBt sicb die allgemeinere Aufgabe be- 
bandeln, das Integral , 


o 

bei gegebener Lange l zu einem Extremum zu macben, z. B. die Aufgabe Nr. 44- 
von p. 152 mit der Modifikation, daB die Lange der Kurve vorgescbrieben ist. 

*) Vgl. die Dissertation von M Born, Gottingen 1906, wo zablreiche inter- 
essante Modifikationen der Aufgabe theoretisch und experimentell untersucbfc 
werden, besonders auch in Beziebung auf die Stabilitat. 
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L 6 sung: Die Extremalen gehen aus den Kurven 
x = a (t — sin t) — cos ™ , 

y = cl(1 — cos t) -f- (5 sin ~ 

u 

durch die allgemeinste recbtvnmklige Koordinatentransformation hervor. 

(Jellet) 

28. Unter alien Kurven, welcbe die beiden Geraden x — x 1 und x = x^ 
verbinden und zusammen mit den beiden Ordinaten M 1 P x , M % P 2 ihrer End- 
punkte und dem Stuck M 1 Jf 8 der rc-Achse eine Flache von gegebenem Inhalt 
einscbliefien, diejenige zu bestimmen, for welche der Schwerpunkt eben dieser 
Flache am tiefsten liegt, unter der Voraussetzung, daB die positive y-Acbse ver- 
tikal nacb oben gerichtet ist (§ 65, a)) (Euler) 

Losung: Erne honzontale Gerade. Da die Euler’scbe Differentialgleicbung 
degeneriert, so laBt sicb der allgemeine Hinlanglicbkeitsbeweis nicbt anwenden. 
Man berecbne daber direkt die totalen Variationen A/ und A K und beweise 
daraus, daB die Gerade (£ 0 ein scbwacbes Minimum liefert; aucli ein starkes, 
wenn man sicb auf Yergleicbskurven bescbrankt, fiir welcbe Ax=0; dagegen 
kein starkes bei unbescbrankter Variation. 


24. Die Aufgabe Nr . 40 auf p 151 als isoperimetnsches Problem zu losen 
(§ 65, a)). 

Losung: Bei Benutzung von recbtwinkligen Koordinaten ist 

tn f*> 

J=2?c((l — ~=— \x'dt, K — TtCy^x'dt. 

J\ Yx* + y*J J 


Die beiden Endpunkte sind auf der cc-Acbse beweglicb 

Die Euler’scbe Differentialgleicbung degeneriert in eine endlicbe Gleicbung 
(§6, b)): 


y 


— V a 3 x 3 — x s 




Die Anziebung des zugeborigen Rotationskorpers verbalt sicb zu derjenigen einer 
Kugel von gleichem Yolumen wie f/27 : f/25 . 

Man versucbe einen Hinlanglicbkeitsbeweis, 1 ) wenigstens fur gewisse Klassen 
von Yariationen, aus der zweiten Variation. (Gauss, Airy) 

Bei Benutzung von Polarko ordinaten mit der positiven n-Acbse als Acbse ist 


h k 

/ = -27tJ*ram6 cos 6 Q'dt, K ==^~Jr s ain 6 O' dt. 


Die Losung lautet: r 2 =a 2 cos0 


(Lindelof-Moig-no) 


x ) Einen Hinlanglicbkeitsbeweis obne Benutzung der Yaiiationsreebnung 
gibt Schellbach, Journal fiir Matbematik, Bd XLI (1851), p. 34S. 
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25. JEhnen homogenen Rotationslorper von gegebener Masse und moghchst 
kleinem Trdgheitsmoment in Beziehung auf eme zur Motationsachse senkreehte 
Achse zu konstr uieren (§ 65, a)) 

Losung: Ein abgeplattetes JRotationselhpsoid , dessen Achsen sich verhalten 
wie 1 : ]/2^ Das Tragheitsmoment desselben in Beziehung auf einen in der 
Aquatorebene gelegenen Durchmesser veihalt sich zum Tragheitsmoment einer 
gleich groBen Kugel in Beziehung auf einen Durchmesser wie |/2 zu 4/3 Es 
gelten ahnliche Bemerkungen wie bei den vongen beiden Aufgaben. (Carll) 

26. *) IJnter alien Kurven, welche von der Peripherie ernes gegebenen 
Kreises (0, r ± ) nach einem gegebenen Punkt P 2 gezogen werden konnen, und fur 
welche das Potential des Sektors nut dem Scheitel 0 in Bezug auf den Punkt O 
einen vorgeschnebenen Wert hat, diejenige zu bestimmen, welche fur das Poten- 
tial des Bo gens m Beziehung auf den Punkt 0 den klemsten Wert liefert, wenn 
fur beide das ETewton’sehe Anziehungsgesetz zugrunde gelegt wird und die 
Dichtigkeit als konstant vorausgesetzt wird (§ 65) 

Losung: Die gesuchte Kurve ist em Kreis durch den Punkt 0. Die Kon- 
gruenz (133) laBt sieh in Polarkoordinaten schreiben 

r . n coa ( e ~P ) 1 

cosy ’ 

e _ f 1 [sin(fl~ft)--siny] 

COS y 

Hiernach laBt sich die Prage des Brennpunktes und der WeierstraB’schen Kon- 
struktion erledigen 

27. Pur Beispiel XXII (p 466) die Konstantenbestimmung lm einzelnen 
durchzufuhren. 

28 Pur Beispiel XXII den Enveloppensatz von § 65, b) zu verifizieren 

(Kneser) 

29*. J&$ set eme Kurve $ gegeben und auf ihr ein Punkt P s ; unter alien 
Kurven von gegebener Lange l , welche von Punkten der Kurve $ aus nach dem 
Punkt P 2 gezogen werden konnen, diejemge zu bestimmen, ivelche mit der Kurve ® 
den grofiten Flachenraum emschhefit (§ 65) *). 

Die Kurve ® wird in der Form : y = f{x ) und von der Klasse JD " voraus- 
gesetzt. Dann laBt sich der fragliche Flacheninhalt in der Form daistellen 

J — — y)x' dt . 

h 

*) Unter allgememeren Yoraussetzungen in Beziehung auf das Anziehungs- 
gesetz von Haton de la Goupilh^re gegeben, Association Franpaise, 1893, 
2 <*e partie, p. 164; ubrigens smd die dort liber die Jacobi’sche Bedingung ge- 
gebenen Entwicklungen nicht richtig. 

2 ) Ygl. Aufgabe 8 auf p. 446. 
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Losung: Em in positivem Sinn duxchlaufener Kreisbogen , welcher in 
seinem Anfangspunkt P 1 au£ & senkrecht stebt Wird auf der Kurve $ als 
Parameter r. die Bogenlange gewahlt nnd die positive Ricktung so gewahlt, da£ 
im Punkt P x der Kreisbogen znr Linken der positiven Tangente an $ abgeht 
(0 X = y, so lantet die Kongruenz (133) 

x = #( 55 ) — l(cos t — x'(k)) , 
y = y{v) — l(sin t — y'{%)) , 

£ = 1(£ — 0) , 

wobei 

i*'(x)s=» cosd, */'(«) = sin 0. 

Daraus ergibt sicb fur die Bestimmnng des Brennpunktes die Grleichung 

9(i _ tl) + 4 A sin jl=i) 9. (^) = 0, 


wenn r x den Krummungsradius der Kurve ^ im Punkt P 2 bedeutet, und 

qp (*) = sin 6 — t cos t 

Die Diskussion dieser G-leiehung fuhrt zu folgendem Resultat: Nimmt die 
Krummung ljr 1 von oo bis — oo bestandig ab , so bewegt sicb der Brenn- 
punkt F x von P x ausgehend emmal in positivem Sinn urn die ganze Kreisperi- 
pherie, woraus sich die auf p 446 gegebene Erdmann’sche Ungleichung als 
notwendige Bedmgung des Extremums ergibt 

Die Moglichkeit der WeierstraB’schen Konstruktion ist fur jede spezielle 
Kurve $ einzeln zu diskutieren (Knesek) 


30*. Gleichgewichtslage ernes schweren Fade ns, dessen erster Fndpunkt auf 
einer gegebenen Kurve M beweglich ist , ivahrencL der zweite gegeben ist Insbesondere 
soil der Brennpunkt bestimmt werden (§ 59, d), § 65, § 39, b)) 

Losung* Die gesuchte Kurve ist eine Kettenlinie (5 0 mit horizontaler 
Direktrix, welche die gegebene Kurve senkrecbt scbneidet Die Kongruenz (133) 
laBt sich schreiben: * _ S ( x) + « (* _ y) , 

y = y{*) + a(Cht — Chy), 
z — a(Sht — Shy), 


wobei y durch die G-leiehung 


%' (k) -)- i) / (fc) Shy = 0 


als Punktion von % definiert ist. 

Es bezeichne 

CP (£) = 2 — 2 Ch (t — y) (t — y) Sh (i t — y) 


Ferner sei 6 X der Tangentenwmkel und l/r 1 die Krummung der Kurve ® im 
Punkt P 2 , der positive Smn auf dei Kurve St werde so festgelegt, dafi sin 6 X ]> 0 ; 
endlich sei a 0 der Wert der Konstanten a fiir die Kettenlinie (35 0 . Dann lautet 
die Gleiehung zur Bestimmung des Brennpunktes P 3 " dei Kurve ffi auf der Ketten- 


linie © 0 : 


crm 
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Die Diskussion derselben ergibt das folgende Resultat* Es bezeiehne 

2 sin 2 sin a 
, 2 1 


Wenn dann. l/r x < — Jc 0 , so existiert em Brennpunkt, und zwar bewegt 
sich derselbe vom Punkt P 1 bis -|~ oo, wenn, bei festgehaltenem 0 X1 l/r x von 
— oo bis — wachst 

Wenn dagegen: 1 / r 1 % — & 0 , so existiert kem Brennpunkt (Kneser) 

31. Die Aufgabe Nr. 6 dahin abgeandert, daB der Pnnkt P 1 auf der x-Achse 
frei beweglich ist, wahrend P 2 m Innern der oberen Halbebene gegeben ist (§ 65). 

Man nebme an, daB: y^> 0 zwischen P x nnd P 2 

Lbsung. Eine Gerade Die Kongruenz (133) besteht aus Parabeln Bxenn- 
punkte existieren nieht. Die WeierstraB’sche Konstruktion ist stets mbglick, 
nnd es findet em absolutes Minimum statt 

32. JSmen JRotationskorper von gegebener Oberflache und moglichst grofiem 
Volumen zu konstrmeren 1 ) (§ 65) 

Die zulassigen Kurven in der s/-Ebene, dnrch deren Rotation nm die 
.iC-Achse die Oberflache des Rotationskorpers erzeugt wird, sollen von einem 
nicbt gegebenen Punkt der positiven ^-Achse beginnen und durch das Innere 
der oberen Halbebene (y^> 0) nacb dem Koordinatenanfang fuhren. 

Lb sung- Em in positivem Sinn durchlaufener Halbkreis; der Rotations- 
korper ist also eine Kugel Ecken konnen im Innern der oberen Halbebene 
nicbt auftreten. Die Kongruenz (133) lautet 

x = a. — Zcostf, y — — % sin t , z — — cos t) 

Daraus: t" = 2ar; der Halbkreis enthalt also den Brennpunkt P" nieht Die 
WeierstraB’sche Konstruktion ist stets moglich mit derselben Pallnnterscheidung 
*wie in Beispiel XXII Daher absolutes Maximum. 

33. Die zur vorigen Aufgabe reziproke Aufgabe. Emen Rotationskorper von 
gegebenem Volumen und Uemster Obei'flache zu konstruieren. Daran das Mayer’sche 
Reziprozitatsgesetz zu venfizieren (§ 61, e), § 65) 

Andeutungen: In der Kongruenz (133) haben x, y dieselben Werte wie 
in Nr. 32; z ist durck ^ s 

z = (2 — 3 cos t -f* cos 3 t) 

zu ersetzen. Die WeierstraB’sche Konstruktion ist stets moglich fur Yer- 
gleichskurven, entlang welchen jeder Yergleichskurve, fur welche z in 

emer endlicben Anzahl von Segmenten negativ ist, kann man eine andere zu- 
ordnen, welche einen klemeren Wert fur die Oberflache liefert, und fur welche z^.0. 

34*. Den Rotationskorper von gegebener Mendianlange l und grofitem Volumen 
zu konstruieren (Aufgabe Nr 17 so modifiziert, daB P l auf der ic-Achse beweg- 
lich ist, wahrend P 2 auf der x-Achse gegeben ist) 


*) Ygl Aufgabe 39 auf p 151 
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Losung: Die gesuchte Kurve @ 0 wird dargestellt dureh die Gleiehungen 
(138) mit den Worten 

• \ I 


2 2 


Die Bestimmung der konjugierten Punkte fuhrt auf die Grleiehung 

sn u dn u 

u = 0 , 


'welch e zeigt, daB der Bogen @ 0 Icemen konjugierten JPunlt enthalt Die Weier- 
strafi’sche Eonstruktion fuhrt auf die Gleiehung 

sn u Vo 

= — w 

dn u 

Dieselbe zeigt, daft die Weiersirafi’sche Konstruktion stets ausfuhrbar ist mit 
denselben Fallunterscheidungen wie in Beispiel XXII; daher liefertder Bogen @ 0 
das absolute Maximum Das Maximalvolumen ist 



und weicht um weniger als 1% von dem Volumen ernes abgeplatteten Rotations- 
ellipsoids von derselben Meridianlange ab, dessen Halbachsen sich wie 3 • 2 ver- 
halten 

35*. Andert man die Aufgabe Nr 21 dahin ab, daft der eme JSndpunkt 
des Drahtes auf der y-Achse frei beweglich sem soil, so geht die Aufgabe in der 
~s, 0-Ebene in ein isoperimetnsches Problem vom einfachsten Typus mit einem 
variabeln Endpunkt uber (§ 65). 

Bfternach die von Born, loc. cit. § 8 erhaltenen Resultate zu verifizieren und 
tto moglich weiter zu fuhren. 


B o 1 z a , Y ariationsrecJmung. 


35 



Elftes Kapitel. 

Die Euler-Lagrange’sche Multiplikatoren-Metliode. r ) 


66 . 


Allgemeiner Uberblick. 


Indem wir uns nunmehr allgememeren Problemen der Variations- 
rechnnng zuwenden, bemerken wir zunachst, dafi die in §§ 4 nnd 5 
fiir den einfacbsten Typus von Aufgaben entwickelten Methoden zur 
Ableitung der Euler’schen Differentialgleichung sich obne welter es 
auf Probleme ubertragen lassen, bei welchen das Integral, welches zn 
einem Extremum zu maehen ist ; hohere Ableitungen von y entkalt,. 
also von der Form ist 

•f— v /?(*> y {n) ) <**• (i) 

x i 


Hier frndet man fiir die Differentialgleichung des Problems 2 ): 


df _ ± df , 
dy dx dy' 


d 2 of 
dx 2 dy 


, + ••• + (-!)» 


dx n 


df 


dy { 


i in) 


= 0 . 


( 2 ) 


Dasselbe gilt fiir Aufgaben ; bei denen mehrere unbekannte Funk- 
tionen von x und ihre ersten Ableitungen unter dem Integral vor- 
kommen, wo es sich also um ein Integral von der Form 


handelt. 


? 2 

J-jK*, Vv y%) • * •; • * * ; yn)dx 


( 3 ) 


Hier erhalt man das System von n Differentialgleichungen 8 ) 


dy, ~dx dy' 




(4) 


Wesentlich neue Sckwiengkeiten treten erst bei Problemen mil 
Nebenbedingungen auf. Der wichtigste Typus derselben wird durch 

*) Wie schon Kneser betont hat, hat Euler so wesentlichen Anteil an der 
Entdeclmng dieser Methode, daB es nicht gerechtfertigt erscheint, dieselbe nach 
Lagrange allem zu benennen, wie dies gewohnlich geschieht (siehe Uneyhlopadie 
II A, p. 580). 

2 ) Vgl. die tibungsaufgaben Hr 43 — 47 p. X52 

3 ) Hierzu die Ubungsaufgabe Hr 2 am Ende von Kap. XIII. 
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das sogenannte „Lagrange’sche Problem “ reprasentiert, bei welchem es 
sicb. darum bandelt, ein Integral yon der Form (3) zu emem Extremum 
zu machen, wabrend gleicbzeitig die zulassigen Funktionen einer An- 
zabl yon Nebenbedingungen von der Form 

*P(i O'*'? Ihy y~j ‘ * *? Vny y±7 y^i ' ; yn) ^ 0; (5) 

P = 1; 2, • • - , m, (m< n) 

unterworfen sind; dabei bonnen die Ableitungen y[ aucb in einigen 
oder alien Gleichungen (5) feblen. 

Auf diese Aufgabe lafit sicb der allgemeinere Fall reduzieren, in welchem 
mater dena Integral J aucb bobere Ableitungen der unbekannten F un ktionen vor- 
komnaen, wabrend die zulassigen Funktionen auBer Bedingungen von der Form 
(5) aucb nocb isoperimetnscben Bedingungen unterworfen sein konnen. 

Kommen von der Funktion y % die Ableitungen bis zur _pten Ordnung vor, 
lo betracbte man die Ableitungen 

v' v" 1) 

y % i •* y t 

als neue unbekannte Funktionen, welcbe den Differentialgleiebungen 

dy dy[ dy { ?~~ r > 

-Li,*.*/ 

dx dx y " ' dm y ' 


Nachdem so die Aufgabe auf den Fall reduziert ist, wo nur erste Ablei- 
tungen der unbekannten Funktionen vorkommen, ersetzt man etwaige isoperi- 
metriscbe Bedingungen 

* 

J ^(*7 y x 7 y s , ■ - -7 y n < Vi* • • -i y*) dx = i v e = 1,2 

durcb Bedingungen von der Form (5), indem man r neue Funktionen 

X 

? $ (*7 »i, • •, y n 7 y'n ■ • - Vn) dx 

emfuhrt, welcbe den Differentialgleiebungen 

Vi’ • • •’ 2^7 y'v • - O 

und den Anfangsbedingungen 

tJbrigens ist die Aquivalenz des so erbaltenen Lagrange’seben Problems 
mit dem ursprunglieb gegebenen nnr in Beziebnng auf das absolute Extremum 
erne vollstandige; beim relativen Extremum dagegen kann es vorkommen, daB 
eine Kurve, welcbe fur das gegebene Problem als benaebbart anzuseben ist, 
fur das entspreebende Lagrange’scbe Problem keine benaebbarte Kurve ist, wie 
wir dies beim einfaebsten isoperimetrischen Problem geseben baben (siehe § 64, 
msbesondere die FuBnote 2 ) p. 514; vgl. aucb p 91, FuBnote *) und die dort ge- 
gebene Verweisung auf Zermelo), 


35 
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Fur das Lagrange’scbe Problem baben sebon Euler und 
Lagrange die fblgen.de einfache Regel aufgestellt: 

Man bilde unter Einfubrung Ton m unbestimmten Fnnktionen 
Von * h(x), h(x), • X m (x), 


(den sogenannten „Multiptikatoren“) die Funktion^ 

klCpl + ^ 2^2 + * * * 


nnd verfahre dann so ; als ob man das Integral 

2/ij y%i * * *, ynj y y%j ■ * > yn ) dx 

% 


ohne Nebenhedingungen zu einem Extremum zu macben batte. 
fiibrt auf die Differentialgleicbungen 


aF__d_ d_F 
dy t dx dy' t 




( 6 ) 


Dies 


(?) 


welcbe, zusammen mit den Relationen (5) und geeigneten Anfangs- 
bedingungen, im allgemeinen die n unbekannten Funktionen y, und 
die Multiplikatoren Xp bestimmen. 

Der Beweis dieser „Multiplikatorenregel“, — die iibrigens zunacbst 
nur ricbtig ist, soweit es sicb urn die Aufstellung der Differential- 
gleiebungen des Problems bandelt, und dann aueb nur nacb Ausscbei- 
dung eines spater zu besprecbenden Ausnabmefalls — bildet den Gegen- 
stand des Torliegenden Kapitels. 

Es sind dabei drei Falle zu unterscbeiden, je nacbdem die Be- 
dingungsgleiebungen (5) samtlicb endlicbe Gleicbungen sind (§ 68), 
oder samtlicb Differentialgleicbungen (§§ 69, 70), oder zum Teil end- 
licbe, zum Teil Differentialgleicbungen (§ 71). 

Dem Beweis der Multiplikatorenregel fur das Yariationsproblem 
scbicken wir als Yorbereitung einen Beweis der analogen Regel fur 
gewobnlicbe Extrema mit Nebenbedingungen voraus (§ 67). Den 
AbscbluB des Kapitels bildet die Reduktion der Differentialgleicbungen 
des Problems auf em kanoniscbes System (§ 72) und im Anscblufi daran 
eine kurze Darstellung der Hamilton-Jacobi’scben Theone (§ 73). 


§ 67. Die Lagrange’scbe Multiplikatoren-Metbode fur 
gewohmliche Extrema mit Nebenbedingungen. 1 ) 

Es bandelt sicb um folgende Aufgabe: Es seien m + 1 Funktionen 
von n Variabeln gegeben 

fi X V X 2> ■ ■ ■) x n) 5 <Pl ( X v X 2> • ■ ■) X n) > Ta ( X V X 2> • • •) x n ), ■ ■ ; X 2J • • •> X n )> 

*) Ygl. Encyhlopadie II A, p. 85 (Voss), und die doxt angefiihrten Literatur- 
angaben, denen wir noch hinzufugen : Stolz, Grundzuge, Bd. I, p 240, und Wbibr- 
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PREMlfeRE PASTIE. 


GHAPCrRB IV. 


On aura, d’aiHeurs, ^ o, sinon 1’origme serait tin po’nt 

s mealier sur la surface F — c, hypothese que nous excluons 
Le plan des yz £tant tangent a la surface 4* Ci, on aura, 
de meroe, pour x = y — z — o. 


Enfin le plan des zx etant tangent a la surface 'I c*. 
on aura, toujours pour x — y — z — o. 


Cela pos<£, les trois systemes ^tant orthogonaux, on aura 
identiquement 

dF d4» dF (M> dF d<t> _ 

dx dx dy dy * dz dz 

d<i> dW d® dW d# dy _ 

dx dx dy dy dz dz ’ 

dW dF dWdF dW dF ^ 
dx dx dy dy dz ds ° 


Prenons la d^riv^e de la premiere Equation par rapport 
ky; il viendra 

d-F d® dF d*<ft d*F d<P 

dx dy dx dx dx dy dy * dy 

dF d*4» d*F d<& dF d*4> __ 
dy dy 1 dz dy dz dz dz dy ° 

IV- a a A . dF dF d* d4» , 

A 1 origme des coordonn6es, ou -r~, -r~ > — ■> ~r- s an- 
° dx dy dy dz 

nqlent, cette Equation se r^duit k 

d*F d® dF d*4» __ 

dx dy dx dz dz dy 



546 Elftes Kapitel Die Euler-Lagrange’sche Multiplikatoren-Methode. 

Alsdann konnen wir nacb dem Satz uber implizite Funktionen 
(§ 22, e)) die Gleicbungen (10) in der Umgebung der Stelle: 

\ 55=8 \ — 0 , • ♦ • = 0 

eindeutig nacb \ } Ji % , . . h m auflosen: 

~ %a (hm+l> hm + 2, * ’ 7 h n ) . (13) 

Die Funktionen % a verscbwinden fur h m + x = 0, h m + 2 = 0, * • •, h n *= 0, 
sind in der Umgebung dieser Stelle von der Klasse G r und daber 
nacb A IV 6 in der Form 

n — m 

l« =2K + r (^ m + r) + m + r ) (14) 

r=l 7 

darstellbar, wobei %(’‘+ r) den Wert von d% a /ch m + r fur h m+1 = 0, • • 
h n =0 bedeutet, wahrend die e a , m + r unendlicb kleine Funktionen von 
An+ 2 ; • • •) Ai Sind. 

Denkt man sick fur die GroBen h a die Ausdriicke (13) in die 
Funktion f (a t -f \ , a % + Ji 2} + h n ) eingefuhrt, so gebt dieselbe 

in eine Funktion der n — m unabhangigen Variabeln h m+1 , h m + 2 , 

. . h n uber, und diese muB fur h m+1 — 0, h m + 2 — 0, * • 0 

ein Minimum besitzen. 

Damit ist die Aufgabe auf die Bestimmung ernes Minimums obne 
Nebenbedingungen zuriicbgefiibrt. 

Statt dessen ist es jedocb eleganter, nacb Lagrange 1 ) die Me - 
fhode der uribestimmten MultipliTcatoren anzuwenden: Nacb dem Satz 
uber das totale Differential lassen sicb die Gleicbungen (9) und (10) 
aucb scbreiben: 

n 

/\U = %,•••, Oj + 1.) 5 0, (15) 

4=1 

2K 0? ( a i> a 2> ■ ■ ■> + S a .) = 0, (16) 

4=1 

(a — 1, 2, • • •, m). 

Dahei sind unendlicb kleine Funktionen von h 1; h 2 , . ., /^. 

Multipliziert man jetzt die m Gleicbungen (16) mit vorlaufig unbe- 
stimmten „Multiplikatoren“ /l 2 , * • *> ^ un< ^ addiert sie dann zu 
(15), so erbalt man 

n 

} (a l7 a 2J • • *, a n )-f-i? t ) > 0, (17) 

4=1 


*) Lag-range, Oeuvres Bd IX, p. 291 
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wobei zur Abkurzung 


F = f+2k<P a , 


a-1 


OX , 


gesetzt ist, und die r\ t wieder unendlicb kleine Funktionen Ton 7i v 
h 2 , . . h n bedeuten. 

Die Ungleiclmng (17) muB ebenfalls fiir alle den Bedingungen 
(10) und (10a) gentigenden Werte von h lf Ji 2 , . . % n besteben. 

Jetzt bestimmen wir die bisber unbestimmt gelassenen GrroBen 
^1? ^2; * * *> Kn aus den m Grleicbungen 

VI 

F ^ ($1, ^2j * ') dji) === f (^1? ^2; * * *? &7i) 4 ~ {pa * * *y ^n) === 0, 

0* — - -,«»), 

was naeb (12) stets moglicb ist. Dann gebt (17) iiber in 

n — m n 

2K+rF (m+r) (<*!, a,, . • a„) +2Xy> 5 0. 

r = 1 *s=l 

Driickt man bierin die GrroBen h t , h 2 , ... Ji m7 mittels (IB) und (14) 
durcb hm+i, hn+ 2 , . . v hn aus, so erbalt man 

n — m 

^h m+r \_F (m+r )(ai, a>2, • * •, a n ) + > 0, 

r— 1 


wo nunmebr die GrroBen tm+r nnendlicb kleine Funktionen der un- 
abbangigen Variabeln . . ., h n sind, und diese Ungleicbung muB fur 

alle numeriscb binreicbend kleinen Werte dieser GrroBen besteben. 
Hieraus folgt aber wie in der Theorie der Extrema obne Neben- 
bedmgungen, daB 

F {m+r) (a ly a 2 , • • *, aj - 0 

aein muB fiir r = 1, 2, • * *, n — m. 

Die Voraussetzung, daB mindestens eine Determinante mter Ord- 
nung der Matrix (11) you Null versckieden ist, war beim Beweis 
wesentlicb; wir wollen den Fall, in dem sie erfullt ist, den „Haupt- 
fall“ nennen. In dem „Ausnabmefall“ wo alle Determinanten mter 
Ordnung der Matrix (11) gleicb Null sind, folgt aus der Tbeorie der 
linearen Grleicbungen, daB sicb m GrroBen X u I 2 , . . Z m7 nicbt alle 
null, so bestimmen lassen, daB 

in 

2X<p ( «( a v «*»•••> *J-° 

a-1 

fiir i= 1, 2, . n. Indem man nacb Hilbert eine GlroBe A 0 = 1 
fiir den Hauptfall, l Q = 0 fiir den Ausnahmefall definiert, kann man 
beide Falle in den Satz zusammenfassen: 
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Soil die Funktion 

u = f(x 1} X,, ■ • ■, x n ) 

der durch die m Gleiclmngen (8) verknupf'ten Variabeln x l9 $ 3 > • • •? x n 
an einer inneren Stelle (x) = (a) des JBereiches CL ein relatives Mini- 
mum besitzen , so mu/3 es m + 1 Konstanten : A 0 , A 17 X 2 , . . X m; mcht 
alle gleich Null > geben } derart da/3 an der Stelle (a) gleichmtig 

o (^0 /+ 

^ — 0, i-l,2,..-,n. (18) 

i 

Man verfahrt also, soweit es sich inn die erste notwendige Be- 
dmgung handelt, genau so, als ob man die Funktion 

F== * IJ +^l a q) a (19) 

a 

ohne Nebenbedingungen zu einem Minimum zu machen hatte. 

Im Hanptfall bat man zur Bestimmung der m + n Unbekannten: 
a tJ a 2f . . a n ; A 1; X m genau m + n Gleichungen, namlich die 

Gleiehungen (18) und (8). 

§ 68. Die Multiplikatorenregel fiir den Fall endlicber 
Bedingungsgleicliungeii. 

Wir betracbten jetzt zunachst die Aufgabe, das Integral (3) zu 
einem Extremum zu machen m dem Fall, wo die Nebenbedingungen 
(5) samtlich endliche Gleichungen sind, also von der Form 

9p(?> Vt> ■ ■ ■> iO = °; P = 1, 2 > ■ ■, m. (20) 

Wir setzen voraus, wir batten eine Kurve 1 ) der Klasse C" ge- 
funden: 

®o : Vi = &(«)> i== 1,2, ■ ■ -, n, 

welcbe dureb die beiden gegebenen Punkte 

(^1? Vllf 2 / 21 ? • • •? Vni) -^2 0 ^ 2 ; Vm Vw* * * *; Vn^) 

gebt, den m Gleichungen 

2/1 0*0, • • •, = 0, P = 1, 2 , ■ ■ ■, m, ( 21 ) 

geniigt und das Integral 

(x } y 1? * • y n} y 1} • • ; y n ) dx 

— . — *1 

*) Das Wort „Kiirve l ‘ wird hier gleichbedeutend mit ,,Funktionensystem u 
gebrancht. 
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zu einem Minimum macbt in Beziehung auf die Gesamtheit aller m 
einer gewissen engeren 1 ) Umgebung % von @ 0 gelegenen, durcli die 
beiden Punkte P 1} P 2 gelienden Kurven der Klasse D' y welche eben- 
falls den m Gleichungen (20) geniigen. 

Die Funktionen f und cp# werden von der Klasse G" r voraus- 
gesetzt, und zwar f in dem Bereich %, die Funktionen in der 
Projektion 2 ) 21 von in den (x, y t , . . yJ-Raum. 

Weiter setzen wir voraus, daB mindestens eine Determinante 
mien Grades der Matrix 

!j ^ i = 1, 2, • n, 

(3 = 1, 2, • • •, m, 


entlang @ 0 von Null verschieden ist 3 ); es sei z. B. 






d (y v y. 


yj 


y x =^ 0*0 


H=0 in [x^] 


( 22 ) 


Zur Veremfachung der Schreibweise setzen wir fur die folgenden 
Entwicklungen fest, daB die verschiedenen Indizes ganz bestimmte 
Zahlenreihen durelilaufen sollen, und zwar 


i, j, 1^1,2, ■ ■ ■, n, 

a, P,7 = 1 , 2 , • ■ •, m, 

r = 1, 2, • • •, n — m, 

so daB also z. B. J5? stets eine Summation von 1 bis n bedeuten soli. 

4 

Ebenso soil z. B. die Gleicbung = 0 stets das System von m Glei- 
cbungen bezeichnen, welches man hieraus fur /3 = 1 ,2, * ,m erhalt. 

Ferner werden wir, wo kein MiBverstandnis zu befiirchten ist, 
liaufig bloB (x, y, y'), resp. (x, y, if, X), fur (*, y u . . y n , y{, . . y') r 
resp (*, y lt . . y n , y[, . . y’», X t , . . l m ), scbreiben. 

Endlich werden wir, wo es wiinschenswert ist, die Argumente 
anzugeben, schreiben 

dF_ w dF w 

dy; * * n + l > 27 l+ P m 

a) Herstellung einer Schar von zulassigen Variationen: 

Dazu wahlen wir n — m Funktionen 7j m+r (x) der Klase C' will- 
khrlicb, nur der Bedingung unterworfen, daB sie in x x und x 2 ver- 
schwinden sollen, 

Vm + rfal) ~ Vm-hrC^s) ^ (^) 

*) Ygl die Definition von p. 91, Fufinote 2), die sich unmittelbar anf hohere 
Ramne ubertragt. 

*) Ygl. p 167 8 ) Ygl FuBnote 2 ) auf p 558 
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und setzen 


Y m+ , ( x , a) = y m+r (x) + s Vm+r (x). 


(24) 


Dann las sen sick auf Grund unserer Yoraussetzungen, insbesondere 
der Yoraussetzung (22), nacb dem erweiterten Satz 1 ) iiber implizite 
Punbtionen (§ 22, e)) die m Gleicbungen 

Vfjip iVl) ■ ■ ■) Vm) + ' ’’ -^n) = ^ (^) 

in der Umgebung der Punktmenge 

(2: £ = 0, tj ? = y ? (x) 


emdeutig nacb y 1 , . . ,y m auflosen. Die Losungen 

Vp = *)s(a;,£), 

fUr die somit identiscb in x und a die m Gleicbungen gelten 


cppix, Y^s), • ■ •, Y n (x, £)) = 0 , 


(26) 


sind dann samt den Ableitungen dY^jcx, cY^/'cs, ? 2 Yp/dxde*) stetig 


in dem Bereich 


x i< x < x $> 


e\^g, 


wenn 6 eine binreicbend kleme positive GroBe ist, und es ist 

7,(^0) = y fi (x). (27) 

tjberdies geniigen aber die Funktionen den Anfatigsbedingungen 
Yp(% 17 a ) = yp(% i) ? € ) sss y^( x s) (28) 

identisch in a Denn setzt man in (25) x = x 1} wahrend a beliebig 
bleibt, so erhalt man nacb (23) 

* * •} Vm) + l( X t)) * • •? VtS^ l)) 

*) Tor Anwendung des Satzes bat man zunachst die Knrve (£ 0 auf ein 
etwas weiteres Intervall [. X t X 2 ] fortzusetzen, so dab aucb der verlangerte Bogen 
you der Klasse C" ist und ganz im Inneren von % liegt Dann kann man erne 
Umgebung (d) dieses verlangerten Bogens angeben, welche ebenfalls nocli ganz 
Im Inneren von % liegt. Man setze dann aucb die Funktionen rj m+r (x) auf das 
Intervall [X^] fort, so dab sie von der Klasse G f bleiben und bestimme dann 
eine positive GrroBe £ 0 so, dab* [ I ^ ^ ur: <^X 2 , |s|<£ 0 * 

Alsdann ist der auf p 167 mit (St bezeicbnete Bereich definiert durch die 
Ungleicbungen: 

a: 

In diesem Bereich (St und in der in semem Inneren gelegenen Punktmenge 6 
baben dann die linken Seiten der Grleichungen (25) als Funktionen von #,£, 2 / z , . y m 
die in dem Satz von § 22, e) verlangten Eigenschaften A) bis D). 

2 ) Um die Existenz und Stetigkeit der letzteren Ableitungen zu beweisen, 
differentiiert man die Identitaten (26) nacb s und lost nacb dYfi/d* auf. Es 
zeigt sicb dann, dab sogar die Ableitungen d^YpJd^ und d z Y^jdxd^ % existieren 
und stetig sind, was fur die Behandlung der zweiten Variation von Wiehtigkeit ist 
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und diese Grleichungen werden nacb (21) befriedigt durcb.: y« — y^ip-di 
daraus folgt aber wegen der Eindeutigkeit der Losung, daB: Yp(x lt s) 
= 

Hieraus folgt, wenn man noch die aus llirer Definition folgenden 
Eigenschaften der Funktionen Y mJrr hinzunimmt, daB die Kuryenschar 

y^ = Y t (x, e), x t ^x^x 2 (29) 

erne Schar mlassiger Variationen der Kurye © 0 darstellt: Sie fiat die 
erforderlichen Stetigkeitseigenschaften, genugt den m G-Leiehungen (26), 
und es ist 

r s (#,0 ) = y t (x), (27 a) 

Y { (x 17 s') = y t -(#j)j 1 ,(^ 2 ; *) = (28a) 


Durch Differentiation der Gleichungen (28) nach s folgt noch: 
Bezeichnen wir 

(so) 

so ist 

ypipi) * vpfas) = 0- (3i) 


b) Die Lagrange’schen Mnltiplikatoren: 

Fiir diese Schar (29) muB nun im Falle eine Extremums 


dJ = 0 


sein. Gleichzeitig folgt durch Differentiation der Gleichungen (26) 
nach £, daB 

8<Pti — 0 

ist. Ausgeschriehen lauten diese Gleichungen unter Benutzung der 
Bezeichnung (30) 


f2(w*-+wri dx = 0 ’ ^ 





wobei die Argumente in den Ableitungen der Funktionen f und <pp 
sich auf die Kurve (2 0 beziehen 

Wir nrultiplizieren jetzt nach dem Vorgang yon Lagraxge l 2 ) die 
Gleichungen (33) mit yorlaufig unbestimmten stetigen Funktionen ^{x) f 

l ) Man kann dasselbe fiesultat auch direkt beweisen, indem man die Identi- 
titaten (26) nach s differentiiert und dann x = x 1 setzt. 

s ) Oeuvres , Bd IX, p 312; Bd X, pp. 416, 420. 
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integrieren zwischen den Grenzen x ± und x 2 und addieren die saint- 
lichen so erhaltenen Gleichungen zu (32). Wir erhalten so die Glei- 


cliung 






wenn wir zur Abkiirzung 

setzen. ^ 

Sodann wenden wir auf das Integral (34) die Lagrange’sche 
partieEe Integration an und erhalten, da samthehe Funktionen rjffx) 
nach (23) und (31) an beiden Grenzen verschwinden, 


% 

r^ri/dF d dF\ , 

J ^i\dy z dx dy'J ^ X 


nnd nunmehr bestimmen wir, immer nack Lagbange, die m unbe- 
stimmten Funktionen X* aus den m Gleichungen 


dF __ d dF 
dy a dx dy’ a 


Ausgeschrieben lauten dieselben 

V, + o 

?dy a + dy a dxdy f a 


Sie bestimmen also wegen der Yoraussetzung (22) die Funktionen X^ 
eindeutig als stetige Funktionen von x im IntervaE [x t x^\. 

Bei dieser spezieEen Wahl der Funktionen X^ reduziert sicb die 
Gleichung (35) auf 



d dF \ 
dxey' m+ J rim+r 


dx 


0 . 


Da aber die Funktionen ganz beliebige in x 1 und x 2 versehwin- 

dende Funktionen der Klasse C r waren, so folgt hieraus, daB 


dF cl dF 

d Vm + r d *Wm+r 


sein mu£ fiir r = 1, 2, . . n — m\ man braucbt nur je n — m — 1 
der Funktionen rj m + r identiscb gleicb NuE zu setzen und dann das 
Fundamentallemma der Variationsrechnung (§5,b)) anzuwenden. 

Hiermit ist aber die Multiplikatorenregel in der Tat fur den FaE 
endlicber Bedingungen bewiesen: 
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JEs mufi im Fall eines Extremums m stetige Furikbionen X^(x) geben, 
welche msammen mit den Funktionen y t (x) den n Differentialgleichungen 

= 0 (36) 

oy l ax 8y t 

geniigen, u-obei: F = f + 
c) Beisjpiel III 1 )' 

Bis JcuTZSsts Lime zu bestiynmefi 9 welche d%tf sxvist ivi 1 st Fotvi 

<p(x, y,z) = 0 ( 37 ) 

gegebenen Flctche zwischen zwei auf der Flctche gegebenen JPunkten gezogen 
werden Jcann* 

Wir nehmen der Symmetric und der groBeren Allgemeinheit halber die zu- 
lassigen Kurven in Parameterdarstellung 2 ) an. Dann haben wir das Integral 

ht 

j=fyF 1 ~+Y 5 - +7*dt 


mit der Nebenbedingung (37) zu einem Minimum zu machen 
Da Her 

F-yx' t + y'* + ,'* + l,p, 

bo lauten die Differentialgleichungen der gesuchten Kurre 
, d x' 


Xc P „ — 


d v' 


y dt 


yV s + 2/' 2 + 2' ! ' 


z dt y x' s -|- y ' 2 -|- 

Dieselben lassen sich aueh aehreiben 


d? =licp -' 55 ’=^’ = 

/7 c* * 

wenn man den Bogen s einfuhrt und X — g ~ setzt. 

dt 

Diese Gleichungen drucken die charakteristische Eigenschaft der geoda- 
tiechen Linien aus, dafi in jedem ihrer Punkte die Hauptnormale der Kurve mit 
der Normalen der Flache zusammenfallt. 8 ) 


*) Vgl p. 5 und Beispiel XVI, p. 209. 

2 ) Dies ist auf die unter a) und b) diirchgefuhrten Schlusse ohne EmfluB; 
nur sind die erbaltenen Differentialgleichungen nicht voneinander unabhangig, 
vgl. unten § 70, d) 

s ) Hierzu die Ubmigsaufgabe Nr. 1 am Ende von Kap. XTTT 
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dj Beispiel XXIII: Das Hamilton’sehe Prinzip: 1 ) 

Es sei M 2 , . , M n ein System mateneUer Punkte. Die Masse 
des Punktes M v sei tn v , seine Koordinaten zur Zeit t seien x v , y v , z v -, 
die Bedingungsgleieknngen des Systems seien 

<p a = 0, a == 1,2,.. ., m, (38) 

wokei die Funktionen <p u tou den Koordinaten der Punkte JM. V und 
der Zeit abkangen A.uf die Punkte des Systems -wirken Krafte, welcke 
eine j Kraftefunktion besitzen, d. k. es gibt erne Punktion U der Koor- 
dmaten und der Zeit, derart daB 

_dU y 7 _du 

^ v ~Wx v ’ lv ~~ dyv' v dz-y’ 

wenn X v , Y r> Z y die Komponenten der auf den Punkt M v wirkenden 
Kraft bezeichnen. Endliek werde mit T die lebendige Kraft des 
Systems bezeieknet, also 

T = i^m r (x’v + y'v + *?), 

V 

wobei der Akzent Differentiation nack der Zeit t bedeutet. 

Unter der Wirkung dieser Krafte wird das System bei gegebenen 
Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten der Punkte M v eine be- 
stimmte Bewegung ausfiikren, dargestellt durch 

— K 00> Vr = y»(0» g v — K 00 • 

Dabei moge sick das System zur Zeit t 0 in der Lage A 0 , zur Zeit t x 
in der Lage A x befinden. 

Wir betrackten jetzt die Gesamtbeit alter moglicken Bewegu ngen 

= *, 09 , y v = y v <j), — 

welcbe mit den Bedingungen (38) des Systems yertraglick sind, und 
bei welcken das System zur Zeit t 0 und mr Zeit t t dieselben Lagm A 0 , 
resp. A 1? einnimmt wie bei der wirMichen Bewegung. 

Unter all diesen zulassigen Bewegungen soli diejenige bestimmt 
werden, bei welcker das Hamilton' sche Integral 

J = f(T + U)dt 

to 

den kleinsten Wert anmmmt. 

Tiber die Funktionen tp a} U y x v} y r , z v werden die der allgemeinen 
Tbeone entsprechenden Stetigkeitsannakmen gemaekt. 


J ) Wegen der Literatur vgl J&neyMopadie IV 1 (Vofi), Nr. 42. 
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Wir haben ein Lagrange’scbes Problem mit endlieben Bedin- 
gungsgleicbungen und festen Endpunkten vor uns ? und zwar ein 
Funktionen-Problem (^-Problem) ; kein Kurvenproblem, da wir es 
mit emer ganz bestimmten unabhangigen Variabeln, der Zeit, zu tun 
taben. Da bier F-T+U+^.f., 


so lanten die Differentialgleicbungen des Problems 


m v 


drx v 

dt z 


a 


£ 9 a 
dx v 7 


m 


v dt 2 


+2 1 ' 

a 



(39) 


m. 


d*z v 

dt* 






v ~ 1 , 2 , . . U. 

Das sind aber, wie in. der Mecbanik gezeigt wird, 1 ) die Different 
tialgleicbungen der wirklichen Bewegung des Systems miter der Ein- 
wirkung der gegebenen Krafte. 

Die wirhliche Bewegung des Systems erfiillt also die erste not- 
wendige Bedingung fur ein Minimum des Integrals 

J=f(T+ U)dt 

to 

in Beziehung auf die Gesamtheit derjenigen Bewegungen 7 welche den Bedin- 
gungen des Systems geniigen , und bei welchen das System mr Zeit t 0 und 
mr Zeit t ± dieselbm Lagen einnimmt, ivie bei der wirkhchen Bewegung 

Lassen sieb die Bedingungen (38) in der Weise allgemem auf- 
losen, dafi man die 3 n Koordinaten x v , y v , z v als eindeutige Funk- 
tionen von r = 3w — m unabbangigen GrroBen q 1} q 27 . . . , q r und t 
ausdruckt, so laBt sicb die Aufgabe auf ein Problem obne Neben- 
bedingungen zuruckfubren. Greben namlicb die Funktionen T und TJ 
durcb Einftibrung der , ; allgemeinen Koordinaten^ q 17 q 2 , . . q r iiber m 

r- is- • i r , i'l, is, • • •; in, *) , 

U— SlfelJ is, • ■ •, ir, *), 


so ist unsere Aufgabe aquivalent mit der Aufgabe, das Integral 

yc® + a i)dt, 

______ *0 


1) Vgl. z B. Apfell, Tratte de Mecanique rationelle, BcL II (1896), p, 322. 
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ohne Nebenbedingungen zu einem Minimum zu machen, woraus sicb 
die Differentialgleichungen der Bewegung in der Form 


3 (% + 31 ) 


&d%_ 
dtdq y 


o, 


1 , 2 , 


ergeben. 

e) Beispiel XXIV: Die Jacobi’sclie Form des Prinzips der 
kleinsten Aktioa: 1 ) 

Es sei wie im rorigen Beispiel em System yon n materiellen 
Punkten gegeben, welche m Bedmgimgsgleickungen imtervrorfen sind: 




cc = 1 , 2 } 


m, 


(38) 


und auf welche gegebene Krafte wirken, welche eine Kraftefunktion U 
besitzen. 

Daruber hinaus machen wir jetzt aber die weitere Annahme, daB 
sowohl die Bedingungsgleichungen als die Kraftefunktion die Zeit t nicJit 
explizite enthalten. Wir benutzen dieselbe Bezeicknung wie unter d), 
insbesondere sollen A 0 und A ± wieder die Anfangs- und Endlage bei 
der wirklichen Bewegung bezeichnen. 

Unter einer mit den Bedmgungen des Systems yertraglichen 
?? Bahn“ yerstehen wir irgend eme Kurve 

«y=a? T (r), y v =y r (?), z = v — 1 , 2, . . n 


im 3^-dimensionalen Raum der Variabeln x v , y v , z v) dargestellt durcb 
einen beliebigen Parameter x, welche den Bedmgungen (38) fur be- 
liebige Werte yon x gentigt. Nunmehr betrachten wir das folgende 
Y ariationsproblem : 

Unter alien mit den Bedmgungen des Systems vertrdglichen Bahnen, 
welche das System aus der Anfangslage A 0 in die Endlage A t fdliren y 
diejenige zu bestimmen, welche fur das „Aktionsintegral u 

J-f 1/2(J7+ W^X« 2 + y? + 

T o 


dm klemsten Wert hefert 

Dabei ist h eine Konstante, die fiir alle zulassigen Kuryen den- 
selben Wert hat, und die Akzente bedeuten Differentiation nach t. 

Dies ist ein Lagrange’sches Problem in Parameterdarstellung 
mit endlichen Nebenbedingungen und festen Endpunkten. Wir schreiben 
zur Abkurzung ^ 

s=^« 2 +2/; 2 +< 2 )- 


*) Vgl. Jacobi, Werlce, Suppl p. 43; auch Appell, Traite de Mecanique, Bd. II, 
p. 426; ferner die auf p. 586, Fuflnote 8 ), angegebene Literatur, sowie die Ubungs - 
aufgdben Nr. 9 — 14 zu Kapitel V. 
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Dann ist 

F~ym+^'V&+2h<P a ; 

a 

also lauten die Differentialgleichungen des Problems 

w V&X, u y ; dy« 

vd % ]/^ x y^jr+j^ ^ — adXv 

und zwei analoge Gleiehungen fur y v , z y Diese 3 n Differential- 
gleichungen sind aber nach § 70, d) mcht Yonemander unabhangig, 
und wir tonnen eme beliebige ^Zusatzgleichung^ 1 ) hmzufugen, was 
mit einer speziellen Wabl des Parameters gleicbbedeutend ist. Wir 
wahlen diese Zusatzgleichung folgendermaBen 

VEZ+R - 1 



und bezeichnen den ausgezeicbneten Parameter , fur welcben dieselbe 
statt bat, mit t. Dann gehen die Differentialgleichungen des Problems 
in die Differentialgleichungen (39) iiber, d. h. also in die Differential- 
gleichungen der Bewegung, welche das System unter der Einwirkung 
der gegebenen Krafte wirklich ausfiihrt. 

Die Bahn des Systems bei der wirJclichen Bewegung ist also eine 
JExtremale fur das obige Variationsproblem. 

Zwischen einem beliebigen Parameter r und dem ausgezeicbneten 
Parameter t , welcher der Zeit im mechanischen Problem entspricht, 
folgt aus (40) die Beziehung 


* 



Das Charakteristische des Prinzips der klemsten Aktion in dieser 
Eorm besteht darin, daB die Zeit darin gar nicht yorkommt. Hat 
man mittels desselben die Bahn des Systems mit einem beliebigen 
Parameter % bestimmt, so kann man naehtraglich, wenn man sich 
dafiir interessiert, die Zeit durch die Quadratur (41) erhalten. 

Auch hier kann man wieder „allgemeine Koordinaten“ q r 

einfuhren und erhalt dann eine ahnliche Modifikation des Satzes wie 
beim Hamilton’schen Prinzip. 


b Vgl § 26, a) und § 70, d). 

B o 1 z a , V anatx onsreclmung 


36 



558 Elftes Kapitel. Die Euler-Lagrange’sche Multiplikatoren-Methode. 


69. Die Multiplikatorenregel fiir den Fall von Differential- 
gleiolmngen als Nebenbedingungen. 1 ) 


Der Beweis der Multiplikatorenregel ist wesentlich. scbwieriger 
in dem Fall, wo die Nebenbedingungen (5), wenigstens zum Teil, 
die Ableitungen y. entbalten. Wir betrachten zunacbst den einfacberen 
Fall, wo samtliche Nebenbedingungen Differentialgleiclmngen sind. 

Wir uoacben dabei iiber die Kurve <S 0 dieselben Yoraussetzungen 
wie in § 68, nur daB jetzt an Stelle der endlicben Gleicbungen (21) die 
Differentialgleicbungen * 

y^x), . . y n (x), y[{x), . . y'Jxi) = 0 (42) 

treten, nnd dafi die Yoranssetzung (22) dureb die Annabme zu er- 
setzen ist, daB mmdestens eine Determinante m ten Grades der Matrix 


d -h 

entlang @ 0 von Null verscbieden ist, 2 ) etwa 


ft (SPl 1 ^2 » * 

• • ■» tyrn) 


* Vni) 


• — 1 , 2 , 

ji = 1 , 2 , . . m, 


(43) 

(44) 


Yon den Funktionen cp^ wird vorausgesetzt, da8 sie in demselben 
Bereich % wie die Funktion f von der Flasse G'" sind. 

a) Herstellimg einer Scbar von zulassigen Variationen: 

Dazu wablen wir zunacbst (m + 1) Systeme von je (n — m) 
Funktionen 3 ) , . , ( ; 


von der Klasse C", welcbe in x x nnd x 2 verscliwmden: 

v m+r (* i) = °> v'L+M) - o, 

y m+ r(xz)~Q, <+,(«*) -°, 

sonst aber willkiirlicb sind. 

Sodann definieren wir 


(45) 


■^m+t 0*0 a > e l> ’ 


, O = y»+r(«) + £ y m + r (x) +J£e l3 r l s m+r (x), 

P 


*) Im wesentlichen nacb Hilbert, Gottinger Nachrichten 1905 and 
Mathematisebe Annalen, Bd LXH (1906), p. 351. Vgl. auch die bistoriscbe 
Skizze am Ende dieses Paragrapben, sowie Bolza, Matbematische Annalen r 
Bd. LXIV (1907), p 370. 

*) Diese Yoranssetzung lafit sich dnrch die scbwaehere ersetzen, dafiinjedem 
Punkt von(£ 0 mmdestens eine Determinante w ten Grades der Matrix (43) von Null 
verscbieden ist, vgl. Hahn, Mathematiscbe Annalen, Bd. LVIH (1903), p. 161. 

8 ) Man beachte die im Emgang von § 68 getroffenen Yerabrednngen uber 
die Bezeichnnng, die aucb bier in Kraft bleiben. 
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sodaB also 
und 


Y m + r( X , 0,0,..., 0) = y mJrr (x) in {x t X^\ 


Y m 4- r ( X 1 > • • •> ®m) Vm + r^l) > Y m + rQ^2> s l> • ■ •> ®m) Vm + r^i) 

fiir alle Werte der s. Ferner ist 


(46) 

(47) 


d 

ds 


= 7 ] 


m + r? 


£jm±r 

dtp 


= yj[ 


mi + i 


(48) 


Nunmebr stellen wir uns die Aufgabe, das System yon m Differen- 
tialgleichungen 


<P/%, V\, ■ ■ •> y m , Y m + 1, 


•j r», , 2/ m) Y/i + i ? 

/S = 1 ■ -,m 


■,rj = 0, 


(49) 


nacb 2 / 1? 1/2? * * • y y m aufzulosen. 

Dieses Diiferentialgleichungssystem enthalt die GroBen € P e 1 ,...,e m 
als konstante Parameter. Fur das spezielle Wertsystem: £=0,^ — 0,., , 
£ m = 0 derselben kennen wir nacb (42) eme Losung, namlich 


y a =y a ( x )- 


Seiten der Differentialgleiebungen (49) als 
> Vm> Vi> * > Vm 9 £ > a u • • • > .» als aa cb die 


c m? 


Sovrobl die linken 
Funktionen you . 

Funktionen ^( 2 ?) besitzen die in dem Existenztbeorem 3 ) von § 24, e) 
vorausgesetzten Eigenscbaften, wobei besonders von der Yoraussetznng 
(44) Gebraucb zu macben ist. Daraus folgt die Existenz eines Losungs- 
systems r>, s, O 


von folgenden Eigensebaften: 

1. Die Funktionen Y a) ihre ersten Ableitungen, sowie die Ab- 
leitungen c^YJdedx, d 2 YJds^dx sind stetig in dem Bereich 

x^x^x 2 , \e\^d, 

wofern die positive GroBe d hinreicbend klein gewablt wird. 

2. Die Funktionen Y a geniigen fur alle binreicbend kleinen Wert- 
systeme der s den m Differentialgleiebungen 


3. Es ist 


Y 0 («, 0, 0, . . . , 0) = yjx) . 


(50) 

(51) 


*) Und zwar in der speziellen, am Ende von § 24, e) erwahnten Fassung, 
bei welcher in der dortigen Bezeichnung — Bei Anwendtmg des Satzes 
hat man eine ganz 'ahnliche Yorbetrachtung anznstellen wie aufp. 550, Fufinote l ). 

36* 
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4. Es ist 

Y a (cc v e, e 1} . -,0— y«(»i) (52) 

fur alle hinreichend kleinen Wertsysteme der s. 

Fur jedes hinreichend Heine Wertsystem der GrroBen s, , 

welch.es den m Grleichungen 

2) £ ) £ 1) • * *9 £ m) ~ Vet (*^ 2 ) ( 53 ) 

geniigt ; stellen daher die Grleichungen 

y% ~ £ > £ i? • • > 5 ?w) (54) 

erne zulassige Yariation der Knrve © 0 dar. 

b) Die Hilbert'schen konstanten Multiplikatoren l: 

Bezeichnen wir daher mit J(e, e m ) das Integral 

£ i> ' ' ■> £ «) r"i, * • , 17, • • T" m ) dx , 

% 

so muB die Funktion J (s, « 1; • - •, e TO ) fur £ = 0, = 0, • • •, s m = 0 

ein Minimum mit den m Nebenbedingungen (58) besitzen. Daber muB 
es nacb § 67 m + 1 Konstanten l 0 , l m geben, die nicht alle 

gleich Null sind, derart dab gleichzeitig die folgenden m -j- 1 Grlei- 
chungen besteten: 

(55; 




dT (x , S , S . , 

a \ 2' * 1 * 


vyo « N /o' ' / 

wobei der Index 0 andeutet, dafi naoh Ausfuhrung der Differentiation 
alle s gleich Null zu setzen sind. 

Fur unsere weiteren Schliisse ist es nunmekr von der groBten 
Wichtigkeit, zu untersuchen, wie weit die Faktoren l yon der Wahl 
der Funktionen v m+r , i?£ t+r abbangen. Scbreiben wir zur Abktirzung 


•»*«) > 
ds ) 




dYJx, e , e lt . . 


t(x)> (57) 


so folgt aus (52) durcb Differentiation nacb s, resp. e, und nach- 
heriges Nullsetzen der e: 

und ebenso aus (50), unter Benutzung Ton (48): 

2 (a^l' + 0^« : ) - °. (58) 

+ ( 59 ) 
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wobei wegen (46) und (51) die Argument© der Ableitungen von cp a sind : 

yi ( x )> ■ ■ ■> Vn(x), y[ (%), . . y' n (po) . 

Die Gleichungen (59) fur einen gegebenen oberen Index j3 und 
fur a = 1,2, * ,m lassen sich, nachdem die Funktionen ?^ +1 , * * •, ^ 
gewahlt sind, als ein System von m Differentialgleichungen fur die 
Funktionen tjP, . . yf m auffassen, und zwar sind diese m Funktionen 
wegen (44) durch die m Differentialgleicbungen zusammen mit den 
m Anfangsbedingungen 

v ( K) = — ,nt Oi) — 0 

vollstandig bestimmt. Obgleicb also die Funktionen Y a (x, e, s v . . ., £ m ) 
selbst von der Wahl der samtlichen (m + 1) (n — m) Funktionen: 
y m + r (%)> Vm + ri 00 ) a bbangen, so sind dock die Funktionen (x) nur 
von der Wahl der n — m Funktionen rf }l + r (%) wit demselben oberen 
Index p dbhangig . Ebenso sind die Funktionen rj a (x) nur von der 
Wahl der n — m Funktionen 7] m+r (x) abhangig. 

Da ferner 
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gYj niir von der Wahl der Funk- 
tionen ri^ m ^ r (x) mit dem oberen Index abhangig ist. 

Fur die weitere Diskussion des Gleiehungssystems (56) setzen wir 
jetzt zunachst voraus, daB die (n — m) m Funktionen ij£ t+r so gewahlt 
werden konnen, daB mindestens eine der m + 1 Determmanten mten 
Grades, die sich aus dem Koeffizientensystem der Gleichungen (56) 
bilden lassen, von Null verschieden ist. Alsdann bestimmen diese 
Gleichungen die Verhaltnisse l 0 : ■ • •: l m eindeutig, und zwar sind 

diese Verhaltnisse von der Wahl der n — m Funktionen rj m -f r (#) un- 
abhangig und geniigen dann im Fall eines Extremums stets auch del 
Gleichung (55). 

Sind dagegen jene Determinanten wter Ordnung samtlich gleicb 
Null, wie auch die Funktionen ^ gewahlt sein mogen, so moge 
p der Rang des Koeffizientensystems der Gleichungen (56) sein in dem 
Sinn, daB alle Determinanten (_ p + l)ten Grades verschwinden, und 
zwar fiir jed^e Wahl der Funktionen ?j£ +r , wahrend es moglicl 
sein soli, diese Funktionen so zu wahlen, daB mindestens eine Deter 
minante jpten Grades von Null verschieden ist Alsdann konnen wii 
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p der Gleicbungen (56) — es seien z. B. die p ersten — nacb p der 
GroBen l auflosen und erbalten die letzteren als homogene lineare 
Funktionen der iibrigen m + 1 —p GroBen l mit Eoeffizienten, die 
sowobl von der Wabl der Funktionen rj m+r als yon der Wahl der 
Funktionen ^ Jrr mit dem oberen Index + 1, jp + 2 ; • * , m unab- 
hangig sind. Jedes so erbaltene Wertsysfcem Z 0? Z 1? . l m geniigt da nn 

zugleicb den iibrigen m — p der Gleichungen (56), und zwar wie man 

aucb die Funktionen mit dem obern Index p + 1, p + 2 ? ♦ • m 

wahlen mag. Daraus folgt aber, daB diese Werte der l zugleicb aucb 

der Gleichung (55) geniigen, da man ja z. B. rf^+r*** wahlen kann. 

Das Resultat dieser Betracbtung ist, daB es stets moglicb ist, 
m + 1 numenscbe Konstanten Z 0 , Z 1; • * , l m zu bestimmen, welcbe nicbt 
alle gleieb Null sind, und welcbe yon der Wabl der n — m Funktionen 
rj m+r unabhangig sind, derart daB die Gleichung (55) gilt, und zwar 
fur jede Wabl der Funktionen ij m +r . 


c) Die Lagrange’schen Multiplikatoren A; 

Urn aus dem letzten Resultat weitere Scbliisse zu ziehen, kom- 
binieren wir die Gleichung (55) mit den m Relationen (58), indem. 
wir die letzteren nacb La orange der Reibe nacb mit unbestimmten 
Funktionen A x (#) ; . . A w ($) multiplizieren, dann zwiscben den Grenzen 
x t und integrieren und schlieBlich zu (55) addieren. Setzen wir 

F =* h f+2lp<Pp, 

so erbalten wir auf diese Weise 


/2 (If ^ + w; v: ) dx + 2 " °- (60) 

se x 1 a 

Das Integral transform! eren wir in der bekannten Weise durcb 
partielle Integration und beacbten dabei, daB samtliche Funktionen 
%(%) in x x und iiberdies die Funktionen aucb in x 2 yerscb win- 

den; so kommt: 




Nunmehr bestimmen wir die m Funktionen A a durcb die m Diffe- 
rentialgleicbu ngen 

dF_ 3F « 

dy a dx dy' a 9 


cc = 1, 2, • * •, m, (62) 
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und die m Anfangsbedingungen 


dF 


2 +z*“0, 


a = 1, 2, * • •, m. (63) 


Schreibt man die Differentialgleicbungen (62) aus, so sieht man ; 
daB dieselben ein System von m linearen Differentialgleicbungen in 
2 1; . . darstellen, and daB die Determinant© der Koefffzienten der 
Ableitungen k' m mit der im ganzen Intervall [x t x s ] von Null 

verschiedenen Funktionaldeterminante (44) identisch ist. Ferner lauten 
die Gleichungen (63) ausgesehrieben 







(64) 


dieselben lassen sich also wegen der Voraussetzung (44) eindeutig 
nacb den m Anfangswerten 2^ (x 2 ) auflosen Aus alledem folgt nach 
den Existenztheoremen *) fur Systeme linearer Differentialgleicbungen, 
daB es ein den Differentialgleicbungen (62) und den Anfangsbedin- 
gungen (63) genugendes Funktionensystem gibt, welches im 

Intervall \x x ce 2 ~\ von der Klasse G r ist Zugleicli folgt aus den iiber die 
Konstanten l gefundenen Resultaten, daB aucb die Funktionen 2^(#) 
von der Wahl der Funktionen rj m+r unabhangig sind. 

Setzen wir die so bestimmten Funktionen 2^ in die Gleichung 
(61) ein, so gebt dieselbe iiber in 


*2 n — m 

J 2^ 


/ dF 

d 

r 

dx 


dF 


dx = 0, 


(61a) 


Da diese Gleichung fur alle Funktionen rj m+r der Klasse C", welche 
in beiden Endpunkten verschwinden, gelten muB, so folgt aus dem 
Fundamentallemma 2 ) der Variationsrecbnung, daB 


d F dF 

dy m + r ^m + r 


r = 1, 2 ••• ,n — M . (65) 


1 st l Q 4= 0, so konnen wir, da nur die Verbaltnisse der GroBen l 
bestimmt sind, Z 0 == 1 setzen und baben dann in den Gleicbungen (62) 
und (65) die Euler-Lagrange’sche Multiplikatorenregel in der m 
§ 66 gegebenen Form vor uns 

Ist dagegen Z 0 » 0, so liegt ein Ausnabmefall vor, mit dem wir 
uns im nacbsten Absatz zu bescbaftigen baben werden. 


x ) Ygl FncyMopadie , II A 4 a (Painleve), Ni. 5 und Picard, Traite d J Ana- 
lyse, Bd. Ill (1896), p. 91, 92 
a ) Ygl p 25, FuBnote 6 ) 
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In beiden Fallen nennen wir eine Knrve © 0; welcber sidh. eine 
Konstante Z 0 ==l oder 0 und m Funktionen (x) der Klasse C r zu- 
ordnen lassen, so daB fur das Funktionensystem y z (x ) ; kp(x) die 
Differentialgleichungen (42) ? (62) und (65) bestehen, eine Extremale 
fiir das vorgelegte Yariationsproblem. 1 ) 

d) Normales und anonnales Verhalten der Extremalen: 

Wenn Z 0 = 0, so lauten die Differentialgleichungen (62) und (65) 



Zugleich folgt, da dann sicher nicht alle Konstanten . , l m gleich 

Null sind, daB nicht alle aus (64) bestimmten Endwerte (x%) gleich Null sein 
konnen, und daher konnen auch nieht alle Funktionen %p (x) im Intervall [x 1 
identisch verschwinden Somit kann der Ausnahmefall / 0 = 0 nur dann em- 
treten, wenn es m nicht identisch verschwindende Funktionen Xg(x) gibt, welche 
gleichzeitig den n > m homogenen linearen Differentialgleichungen (66) genugen. 

Wie die weitere Entwicklung zeigen wird, erweist es sich nun als zweck- 
mafiig, bei der Multiplikatorenregel statt der scheinbar naturgemaBeren Fall- 
unteischeidung : ? 0 = 0 oder =4== 0 die folgenden beiden Falle zu unteischeiden: 

Wir sagen nut Hahn 2 ), die Extremale (£ 0 verhalte sich anormal im Inter- 
vall es (mindestens) ein System von m Funktionen Ip {x) von der 

Klasse O' gibt, welche nicht alle in [oc 1 # 2 ] identisch verschwinden, und welche 
gleichzeitig den n Differentialgleichungen (66) genugen. Im entgegengesetzten 
Fall sagen wir, die Extremale (£ 0 verhalte sich im Intervall [x t a? 3 ] normal . 

Fiir den Fall des normalen Yerlialtens gelten nun eine Reihe wich tiger 
Zusktze zur Multiplikatorenregel. 


*) Beispiele folgen in § 70, Ubungsaufgaben am Ende von Kap. XIII, und 
zwar Nr. 2, 4, S. 

*) Mathematische Annalen, Bd. LYIII (1903), p 152 Die Unterschei- 
dnng kommt ubrigens schon in der grundlegenden Arbeit von A. Mayer vor, 
Mathematische Annalen, Bd XXYI (1886), p 79 und spielt auch in den 
Untersuchungen v. Escherich’s uber die zweite Yariation eine wichtige Rolle 
(Wiener Berichte, Bd. YHI (1899), p. 1290). Beim emfachsten isoperimetri- 
schen Problem ist das anormale Yerhalten der Extremalen (£ 0 damit identisch, 
daB @ 0 zngleich Extremale fur das Integral K ist, vgl p. 460, insbesondere FuB- 
aote 1). Analog lafit sich das anormale Verhalten im allgemeinen Fall dahin 
charakterisieren, daB alsdann die Kurve @ 0 zugleich Extremale fur die w Mayer- 
schen Probleme ist, welche den m Differentialgleichungen (5) zugeordnet sind, 
vgl. § 70, c) Eine Losung der allgemeinen, hier vorliegenden Aufgabe, die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafur anzugeben, daft ein System von 
homogeneu linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit m unbe- 
kannten Funktionen eine nicht identisch verschwindende Losung besitzt, hat 
Schlesinger gegeben (briefliche Mitteilung, noch nicht publiziert). 

Hierzu die Ubungsaufgabe Nr. 8 am Ende von Kap. XIII. 
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Dazu mils sen wir noch etwas nahex auf die nnter b) gegebene Diskussion 
des Gleichungssystems (56) fur die GroBen l eingehen, # das wir unter Benntzung 
der Bezeichnung (57) aucb sekreiben konnen 

l 0 (§f)+^ a 4M = °- (36 a) 

In dem ersten der dort unterschiedenen Falle (p = m) ist nun entweder 
die Determinante 

j ’!«(*») | 

von Null verschieden; dann konnen wir nach Z l? Z 2 , . l m auflosen, und Z 0 , welches 
willkiirlich bleibt, muB von Null verschieden gewahlt werden, damit nicht alle l 
verschwinden. Oder aber diese Determinante ist gleich Null; dann ergibt die 
Auflosung des Gleichungssystems* l 0 = 0 

In dem zweiten Fall (jp<m) konnen wir den Gleichungen (56a) stets 
durch ern Wextsystem der l geniigen, in welchem l 0 = 0, w&hrend die ubrigen l a 
nicht samtlich verschwinden. 

Hierans folgt aber: 

Zusatz I 1 ): Verhalt stch die JExtremale @ 0 normal im Inter vail \ce x x^\, so 
lassen sick die Funltionen rjf n + r so wahlen, dafi die Determinante 

|ijg(*.)|+0, (67) 

und daher ist in diesem Fall stets 

Aus (67) folgt nach dem Satz uber implizite Funktionen, daB im Fall des 
normalen Yerhaltens die Gleichungen (53) sich in der Umgebung der Stelle 
s = o, £j = 0, . . , s m = 0 eindeutig nach f 15 s 2 , . s m auflosen lassen, woraus die 
Fxistenz emer einparam etrigen Schar von zulassigen Vanationen 

Vi = y,(*. *) 

folgt. 

Zusatz II: Verhalt sich die Extremale normal im Intervall [x l x i ] } so 
gibt es nur ein einziges System von Multiphkatoren 

Denn gabe es zwei verschiedene Systeme und Z^, so daB also gleich- 

zeitig 

dF _ 

dy t dxdy[ ' dy % dxdy' t 
wo: F ass f-\- ^Z rf qp^ , so wurde durch Subtrakt-ion folgen 



was mit der Yoraussetzung, daB @ 0 sich normal verhalt, im Widerspruch steht. 
*) Auf anderem Wege bewiesen von Hahn, loc. cit. p. 155. 
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Hieraus folgt, daB bei normalem Yerhalten von @ 0 die Multiplikatoren l a 
von der Wahl der Funktionen vf m ^ r unabhangig sind. 

e) Historisclies: 

Die Multiplikatorenregel ist zuerst voxl Euler *) durch eine sehaifsinnige, 
aber ziemlich komplizierte Infinitesimalbetrachtung fur den speziellen Fall ge- 
funden worden, wo das Integral 

J =\ft f ( x ' v'i ■ ■ •> y {n) )dx 

x i 

mit der Hehenbedingung 

s' = g(x, c, y, y\ . . y (n) ) 
zu einem Extremum zu machen ist 

Den allgemeinen Satz hat zuerst Lagrange 2 ) bewiesen mit Hilfe seines §- 
Algorithmus und seiner partiellen Integration. Er schlieBt folgendermaBen • Da 
die Kurve © 0 das Integral J zu emem Extremum maehen soli, so muB dJ= 0 
sein; daneben miissen die Gleichungen = 0 erfullt sein, d h. es miissen 
gleichzeitig die Gleichungen (32) und (58) bestehen, wenn unter r\ % die durch 
die Gleichungen 8y i ^=sr\ i definieiten Funktionen verstanden werden. 8 ) Hieraus 
wird dann wie oben in § 68, b) mit Hilfe der unbestimmten Multiplikatoren und 
durch Anwendung der partiellen Integration die Gleichung (35) abgeleitet. 

Nunmehr wird weiter geschlossen Die Gleichung (32), und daher auch (35), mufi 
fiir alle Funktionen erfullt sein, welche in x x und x s verschwinden und den 
Relationen (58) genugen. Yon den n Funktionen r\ t konnen wir aber die n — m 
letzten willkurlich annehmen und die ubrigen dann aus den Differ entialgleichungen 
(58) bestimmen Dann werden die Multiplikatoren so gewahlt, daB sie den 
m Differentialgleichungen (62) genugen, wo durch sich die Gleichung (35) auf die 
Gleichung (61a) reduziert Aus dieser folgen dann wegen der angeblichen Will- 
kurlichkeit der Funktionen ri m+r die Differentialgleichungen (65). 

Der Beweis enthalt jedoch wesentliche Lucken. 

Zun&chst ist die Behauptung, daB die Funktionen r\ m+r willkurlich gewahlt 
werden konnen (abgesehen von der Bedingung, daB sie in x t und x 2 verschwinden 
xnussen) nur dann richtig, wenn die samt lichen Gleichungen (5) endliche Glei- 
chungen sind, Oder aber, wenn die Endwerte der Funktionen y a in x 2 willkurlich 
bleiben. Wenn dagegen die Gleichungen (5), wie wir hier voiausgesetzt haben, 
Differentialgleichungen sind und die Endpunkte fest smd, so kann man zwar, 
nachdem man die Funktionen % l+r gewahlt hat, den Funktionen 7 ] a noch vor- 
schreiben, daB sie in x x verschwinden sollen. Durch diese Anfangsbedingungen 

*) Methodus mvemendi etc. (1744) p 119. Ygl auch die Darstellung von 
Kneser (Encyklopadie , II A, p 579, und „ Euler und die V dnatiomrechnung “ , 
Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissens chaften, 
Bd XXY, p. 28). 

2 ) Oeuvres , Bd. I, p. 347, 350 *, Bd. X, pp 414—421 

3 ) Die Funktionen i\ % haben iner also eine andere Bedeutung als unter a) 
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und die Differ entialgleicbungen (58) sind aber die Funktionen rj a vollst&ndig be- 
stlmmt, nnd sie werden im allgemeinen die Bedingung, ancb m x s zu verscbwinden, 
nicht erfullen. Und damit wird der ganze Beweis hinfallig. 

A Mayer 1 ) gebuhrt das Verdienst, diesen scbwierigen Punkt zuerst auf- 
geklart zn haben. Es bandelt sicb damm, analytiscb die Bedingungen zu for- 
mulieren, welche den n — m Fnnktionen rj m+r auferlegt werden miissen, damit 
die durch die Differentialgleicbungen (58) nnd die Anf angsbedmgungen 7 j a (x t ) — 0 
bestimmten Funktionen r\ a anch in cc s versobwinden. 

Dazn multipliziert Mayer die Differentialgleicbnngen (58) mit nenen nn- 
bestimmten Fnnktionen v a von x, integriert zwischen den Grenzen x 1 nnd x 2l 
wendet die bekannte partielle Integration an nnd snmmiert nacb a. Das Resultat ist, 
wenn man beaebtet, da 8 alle Funktionen tj 4 in x 1 verscbwinden nnd die Fnnk- 
tionen r] m + r iiberdies in a; 2l ** 


- h (% I £)) *■ 


(*») 


2<p a . 


*1 i® 

Es sei jetzt: v \. , v Y m dasjenige System von Losnngen der m bomogenen 

linearen Differentialgleicbnngen 




/3 = 1, 2 , • m, 


welches den Anfangsbedingnngen 

! 8<p, ' 2 




« 

geniigt Alsdann folgt 


1 fur (3 = y 
fur (3 =|= 7 


VyiVl) = —f ]?V m + r N L+r dx < 

*1 r 

wenn wir znr Abkurzung 

' ^\ a Sy t dx V * IdyJJ 

setzen. Die fraglichen Bedingungen, denen die Fnnktionen ij m + r zu unterwerfen 
sind, lanten also 




7 = 1 , 2 , , m ( 68 ) 


Somit brancbt die Gleicbnng (61a) nicbt fiir alle Fnnktionen welcbe in 

x ± nnd x 2 verscbwinden, erfullt zu sein, wie Lagrange annabm, sondern nnx 
fur diejenigen, die den m Gleicbungen ( 68 ) gentigen. Damit ist die Aufgabe anf 
das Fundamentallemma 2 ) fiir isopenmetriscbe Probleme znruckgefnbrt. Ans dem- 


x ) Matbematiscbe Annalen, Bd. XXVI (1886), p 74; anf eine wesentlich 
andere Art hat Turksma dieselbe Schwierigkeit gelost (Matbematiscbe Annalen, 
Bd XLVII 0896), p 33 

*) Vgl, p, 462, FuBnote x ). 
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selben folgt, wie Mayer welter zeigt, als Endresultat die Multiplikatorenregel, 
treilich mit anderen Multiplikatoren als den L a g r a n g e's chen 

Der Lagrange’sche Beweis enthalt aber noch eine zweite , weniger an der 
Oberflache liegende Lucke, auf die wix im Fall der isoperimetrischen Probleme 
bereits bingewiesen baben. Erinnert man sich namlich der Bedeutung des Ya- 
riationsalgorithmus (§ 8), so erkennt man, dab derselbe in bezng auf das Bestehen 
der beiden Gleichungen (32) und (58) nur zu folgendem Resultat fuhrt. 1st 

2 /> = ( 69 > 
irgend eine Schar von zulassigen Yariationen der Kurve (£ 0 , und setzt man 



so mussen die Funktionen r\ t die Gleichungen (32) und (58) gleiehzeitig befviedigen. 
Die weitere Folgerunfc, dab die Gleichung (32) fur alle in x l und & 2 verechwm- 
denden Funktionen rj t , welcbe den Differentialgleichungen (58) geniigen, erfullt 
sem mub, entbebrt aber so lange der Begrundung, als nicht das folgende 
gan&ung$lemma iL bewiesen ist: 

1st irgend ein System von Funktionen gegeben , welclie in x 1 und oc s ver- 
schwinden und den Bedmgungen (58) genu gen, so gibt es allemal erne zugehonge 
Schar von zulassigen Yariationen (69), welche mit den gegebenen Funktionen r] i 
durch die Gleichungen (70) verbunden sind 

Dieses Erganzungslemma, das ubrigens aucb fur die Behandlung der zweiten 
Yariation wicktig i»t, ist nun in der Tat nchtig, wenigstens wenn die Kurve (£ a 
sich nonnal verbalt, und kann im Anschlub an die unter a) und d) gegebenen 
Entwicklungen mit Hilfe von Zusatz I leicht bewiesen werden *) 

Diese zweite Lucke im Lagrange’schen Beweis ist eist von Kneser 2 ) und 
Hilbert 8 ) ausgefullt worden. 

Bei den bisher besprochenen Beweisen war die Fxistenz und Stetigleeit der 
zweiten Ableitungen der Funktionen y z {x) vorausgesetzt. Eine Modifikation des 
Kneser’schen Beweises, bei welcber von dieser Yoraussetzung kein Gebrauch 
gemacht wird und nnr die Existenz und Stetigkeit dei ersten Ableitungen vor- 
ausgesetzt wird, hat Hahn 4 ) gegeben in Yerallgemeinerung der Du-Bois-Bey- 
mond’schen Methode von § 5, e) Wendet man auf Gleichung (60) statt der 
Lagxange’schen die Du-Bois-Beymond’sche parti elle Integration an,, so erhhlt 
man an Stelle der Gleichung (61) die folgende 8 ) 



x x Z X x CC x x 


*) Ygl den entsprechenden Satz fur isopenmetrische Probleme, p. 460, und 
die analogen allgemeinen Entwicklungen von Hahn, Mathematische Annalen, 
Bd. LYIII (1904), pp 158—164 

s ) Lehrbuch (1900), §§ 56, 59. 

s ) Ygl das Zitat auf p. 558, Fubnote 1 ). 

4 ) Monatshefte fur Mathematik und Physik, Bd XIY (1902), p. 325 

5 ) Die Funktionen r\ t haben hier wieder dieselbe Bedeutung wie unter a) 
und b). 
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Nunmehr kann man nach einem von Hahn bewiesenen Hilfssatz die Funk- 
tionen l ^ (cc) und gleicbzeitig m Konstanten C a so bestimmen, daft 

dF rdF _ „ 

dVa Jz>y a a ’ 




Dadnrcb gebt die Gleichung (71) -fiber in 




im+r 


dx = 0, 


woraus nach dem Du-Bois-Reymond’sehen Lemma die Mnltiplikatorenregel 
folgt, nnd zwar ohne Znziehnng 1 ) der zweiten Ableitnngen y 

Weiter folgt dann, ahnlieh wie in § 5, d), die Existenz nnd Stetigkeit der 
Ableitnngen 2/"(#), ^(£c) in alien denjenigen Pnnkten des Interval! es [x 1 sc 2 ], in 
welchen die Determinante F,(x,y,y\l) von § 72, a) von Null versehieden ist. 


§ 70. Diverse Bemerkungen zur Multiplikatorenregel. 

Wir knilpfen an den vorangegangenen Beweis der Multiplikatoren- 
xegel in diesem Paragraphen eine Reihe von Bemerkungen, welcke 
sick meist auf Modifikationen des bisker behandelten Problems beziehen 

a) Grenzbedingungen im Pall variabler Endwerte der unbekannten 
Funktionen: 2 ) 

Wir ketrackten kier nur den einfacksten Fall variabler End- 
punkte, wo die Grrenzen x 1 und x 2 gegeben sind, nickt aber die 
samtlicken Endwerte der unbekannten Funktionen y % . Da auck in 
diesem Fall unter der Gresamtkeit der zulassigen Yariationen der als 
gefunden vorausgesetzten Losung ® 0 stets diejenigen entkalten sind, 
welcke die Endpnnkte nicht variieren, so folgt zunackst, dafi auck 
kier die Euler-Lagrange’scken Differentialgleickungen erfullt sein 
miissen. 

Fiir die weitere Diskussion mnfi man nun untersckeiden, ob die- 
jenigen Funktionen y t , deren Endwerte nickt vorgesckrieben sind, zu 
den Funktionen y a oder zu den Funktionen y m+r gekoren. 

x ) Freilich ist in dem nnter a) bis c) durchgefiihrten Beweis nicht nnr bei 
Anwendung der Lagrange’schen partiellen Integration auf die Gleichung (60), 
sondern auch bei der Anwendung des Einbettungssatzes von § 24, e) die Existenz 
nnd Stetigkeit von y"(x) vorausgesetzt. Doch ist zn vermuten, dafi dieser Satz 
auch nock richtig bleibt, wenn man in der dortigen Bezeichnnng die Voraus- 
setznng der Existenz nnd Stetigkeit der Ableitungen dF k /dt fallen lafit, womit 
dieser Einwand beseitigt ware. 

2 ) Fur den allgemeinsten Fall von vanabeln Endpnnkten, wo die Koordi- 
naten der letzteren einer Anzahl von Relationen: % J (y xl , . . y nl , , y ni ) = 0 

unterworfen sind, vgl p 580, FuBnote 3 ). 
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1. Es seien alle Endwerte vorgesckneben mit Ausnakme des 
Wertes von y n im Punkt x s . Wir waklen dann die Funktionen rj 
ebenso wie in § 69, a) mit der emzigen Ausnahme, daB wir jetzt 

Vn( X i) + 0 


annehmen. Dann sehlieBen wir genau wie friiiier weiter; die letzte 
der Gleickungen (47) lautet dann 

Y n i x 2 > *7 *1> • £ 1 n) “• Pni®*) + £ Vn( X 2) * 


Sons* bleiben alle Schliisse ungeandert besteben bis zur Gleicbung (60) 
inklusive. Erst bei der Ausfubrung der partiellen Integration tritt 
eine Anderung ein, insofern in Gleicbung (61) anf der linken Seite 
nun nocb das Glied 


cF 

Wn 



bmzuzufugen ist. Bestimmt man daber jetzt wieder die Funktionen 
aus den Differentialgleichungen (62) mit den Anfangsbedingungen (63), 
so folgt aus der yorangegangenen Betrachtung you Variationen mit 
festen Endpunkten, daB gleichzeitig die Differentialgleicbungen (65) 
besteben. Daber bleibt auf der linken Seite Yon (61) gerade nur das 
obige Zusatzglied steben, woraus folgt ; daB 


dF 

dy'n 



sein muB. 

2. Sind dagegen alle Endwerte vorgescbrieben mit Ausnabme 
des Wertes Yon y m in # 2; so andern wir die urspriinglicbe Beweis- 
fiibrnng dabm ab ? daB wir jetzt nur wi GioBen s einfiibren ; sodaB 


^m + rfa) £ } € 1? ’ * 


m — 1 


**_l) - y« + r(*) + + + J^< + rO)- 

/? = ! 


Dementsprechend Hansen jetzt auch die Funktionen Y a nur von 
m Groflen e ab, die nunmehr nur m — 1 Bedmgungsgleicbungen 

£ > > • ' > 

a = 1,2, . . ,m — l, 

unterworfen sind Durch dieselbe SchluBweise wie in § 69, b) erhalten 
wir statfc der Gleichungen (55) und (56) entsprechende Gleichungen, 
die sick von jenen nur dadurck untersckeiden, daB jetzt die Indizes 
a, p nur von 1 bis m — 1 laufen. Indem wir in der fruheren Weise 
weiter sckliefien, erkalten wir an Stelle von (60) eine Gleichung, die 
aus (60) kervorgekt, wenn man darin l m = 0 setzt. Das kat zur 
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Folge, daB die letzte der Gleiebungen (63) jetzt lautet 

dy; n 

Hieraus ergibt sick das allgemeine Resultat: 

Sind die Endwerte der Fmiktionen , y t , . . ; y % mi PunJct x 2 

nicht vorgeschrieben , sondern willkurlich , so hat man den Euler - 
Lagrange 3 schen Differentialgleichungen noch die „Grenzgleichungm (( 


dF 

d vL 




o. 


dF\** 

dyi 


- 0 ,. 


dF \ x * 


= 0 


(72) 


hinzmufugen. 

1st dagegen die obere Greuze x 2 mcht vorgeschrieben, wakrend die 
samtlichen iibrigen Koordinaten der beiden Endpunkte gegeben sind, 
so lautet die „Grenzgleicbung“ 


0, 


(73) 


wie man am einfachsten church Ubergang zur Parameterdarstellung 1 ) zeigt. 

b) Diskontiniiierliche Losungen: 

Wir nehmen jetzt an, eme aus zwei Knrven der Klasse C": 

und 

® 0 - y**-y<(®)> 

zusammengesetzte stetige Kurve lielere fur das Integral J ein Extremum mit 
den Nebenbedingungen (5). Uber jede der beiden Kurven werden die Yoraus- 
setzungen (42) und (44) gemacht 

Dann mufi zunacbst jede der beiden Kurven eine Extremale sein. Wir 
nehmen an, dafi die Extremale (£ 0 sich in Beziehung auf das Intervall [po x x 0 ] 
normal verbalt, und ebenso die Extremale in Beziehung auf das Intervall 
[x 0 x s ] . Alsdann miissen im Punkt P 0 die folgenden Eckenbedmgungen 2 ) er~ 
fullt sem : — 

F n+l (x,y,y',l)\ 0 = F n+i (x,y,r,V\\ W 

F(x,y, y\X) —J>F n + l ( x, y, y\ X)y' i |°= F(x, y, y, X) —J^F n+{ (x, y, y\l)yl\\ 

t t 

wenn resp. Xp, die zu (£ 0 , resp. @ 0 , geborigen Multiplikatoren bezeicbnen. 

Zum Beweis konstruiere man zwei (n -f- l)-parametrige Scharen zulassiger 
Yariationen v N 

y<— * l0 1 

y.= y. .,«*), 


J ) Ygl § 70, d), Ende Hierzu die Ubungsaufgaben Nr 3, 5 am Ende von 
Kap. XIII. 

2 ) Ygl, die Yerabredungen uber die Bezeichnung im Emgang von § 68 



§7 2 Elftes Kapitel. Die Euler-Lagrange’scbe MultiplikatorendVfethode. 
■welcbe die folgenden Bedingungen erfullen 

Y&x, 0,0,. .,0) as =y,(o?), Si (*,0,0, ,0) 

3 Ti(^i 7 £ n • * , = y*(#i) i ^i(*s i s i g n •• m*«) “ 2/i(^a) i 

Ii(« 0 + £, £, e x , . . + % =*= ^(*o + e > £ i ? n * m O* 

Die Herstellung zweier solcher Scbaren erfolgt nacb derselben Metbode, die 
spater bei der Ableitung der WeierstraiPschen Bedmgimg (§ 74, a)) auseinander- 
gesetzt werden wird 

Die Bedingungen (74) ergeben sich dann m bekannter Weise dureh. An- 
'wendimg des d-Algontbnras in. Beziehung auf jeden. der Parameter £, £ 17 . , 

Wir beben noch den folgenden Zusatz 1 ) bervor: Wenn 

&'(* o) = 2/*' (^o)t 

so auch 

V(*o) ~ fy(*b) 

Denn in diesem Pall reduzieren sich die Gleichungen (74) auf die m Gleicbungen 

fi 

aus denen nacb (44) nnseie Bebauptung folgt. 

Wenn iiberdies in der Bezeichnung von § 72, a) die Bedingung 

^(pc 0 ,y(.x 0 ),y'(x 0 )^ (x 0 )) 4 s 0 

erftillt ist, so ist nacb § 72, a) die Extremale ® 0 die „Fortsetzung“ der Extre- 
malen <55 0 ini Smn von § 23, d) und daber ist msbesondere ancb 

c) Das Mayer ’sole Problem: 

Ftihrt man in dem Lagrange’seben Problem als neue unbekannte 
Punktion das Integral 

X 

y 0 = fh*> vi> ■ ■ ■> y»> y‘ n ) dx 

x± 

ein, so lafit sick das Integral J aucb. definieren als der Wert, welcben 
die durcb die Differentialgleichung 

y'o — f(p, Vi, » sO = 0 

nnd die Anfangsbedingung 

2/oh ~ 0 

definierte Punktion fur x = x % annimmt, 

Daber lafit sicb das Lagrange’sche Problem mit n unbekannten 


*) Derselbe folgt ancb aus der Hahn’sehen Modifikation des Beweises der 
Mnltiplikatoren regel, siehe % 69, e) Ende. 
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Funktionen aucb als spezieller Fall des folgenden, zuerst von A. Mayer 1 ) 
allgem ein formulierten Problems auffassen: 

Unter alien Systemen von Funktionen y Q , y 19 . . y n einer Yariabeln % 
von der Klasse C\ ivelche m + 1 gegebenen Differentialgleichungen 

9> f (A Vo, Vi ; • • , y„, y'v y[, • • •, y' n ) = o, 

p = 0, 1, . . m y m <n, ^ 

geniigen und mit Ausnahme von y Q in x t und cc 2 vorgeschriehene Werte 
annehmen , ivahrend der Wert von y Q nur mi PunM x x vorgeschrieben 
ist, dasjenige System zu bestimmen, in welchem die Funktion y Q im 
Punht x 2 den grofiten, resjo. Tdemsten Wert annimmt. 

Dieses Problem laBt sicb aber seinerseits wieder nacb einer 
scbon von Lagrange 2 ) gemaehten Bemerkung als spezieller Fall des 
Lagrange’scben Problems mit n + 1 unbekannten Funktionen auf- 
fassen. Denn ist 


®o : y,= y,( x )> s = o, l, n 

eine Losung des soeben formulierten Problems und 

y, = Vs(x) 

irgend eine zulassige Yariation von so ist im Fall eines Minimums 

£o(a) ;> %(A) 

Da aber nacb den uber die zulassigen Kurven gemacbten Yoraus- 

setzungea - , x _ , v 

VoKri) yo\ x iJ7 

so konnen wir die Ungleicbung aucb scbreiben 

% (a) — Vo (a) ? Vo (a) - y 0 (a) , 


d. b. aber 


j y a dx^jy Q dx. 


Die gegebene Aufgabe ist daber aquivalent mit der Aufgabe, das 
Integral 


x ) Leipziger Bericbte (1878), p. 17 und ibid 1895, p. 129. Femer baben 
sich mit diesem Problem beschaftigt: Kneser, Lehrbuch , YII. Abschnitt; Hahn, 
Monatshefte fur Mathematik und Physik, Bd XIY (1902), p.825; Hilbert, 
Gottmger Naebrichten 1905, und Mathematiscbe Annalen, Bd LXH 
(1906), p. 351 ; Egorow, Mathematiscbe Annalen, Bd. LXII (1906), p. 371; 
Hadamard, Annales de PEcole Normale Superieure (3), Bd. XXIY (1907), 
p. 208 Ygl aucb Kneser, JEncyLlopache II A, pp 579, 580; einzelne Aufgaben 
dieser Art sind scbon von Euler bebandelt worden, siebe unten p 579 
s ) Oeuvres , Bd. X, p 419. 

B o 1 z a , V anationsrecbining 
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*5 





mit den Nebenbedmgungen (75) zu einem Minimum zu maehen, wenn 
alle Endwerte, mit Ausnahme des Wertes yon y Q in # 2 gegeben sind. 

Um die Differentialgleichungen des Problems zu erhalten, baben 
wir also w 

F = kVo +22^9 

zu setzen. Da l 0 konstant ist ; so sind die bieraus sicb ergebenden 
Differentialgleicbungen genau dieselben, wie wenn das erste Grlied l 0 y^ 
gar nicbt vorbanden ware. Wir erbalten also den yon A. Mayer 
berrubrenden Satz: 

Die erste notwendige Bedingung fur eine Losung des oben formulierten 
Mayer’schen Problems besteht darin 7 dctfi es m + 1 FunTcUonen geben 
mu/3, welche nicht samtlich in [x^xj identisch verschivinden, undwelchemit 
den gesucMen Funktionen y s msammen den n + 1 Differentialgleichungen 


(x dcp « 

d / 

r? dy. 

Ax l A P cy'J) 


gemigen . v 

Dazu kommt dann noeb, da der Wert yon y 0 im Punkt x 2 nicbt 
gegeben ist, nacb a) die Grrenzgleiebung 



3 ?*£. 

t w 



(77) 


DaB die Funktionen X e nicbt samtlich yerscbwinden konnen, folgt 
in Fall Z 0 = 0 aus den allgem emen Resultaten yon § 69, d), im Fall 
l 0 +0 aus der Grleichung (77). 

Die Mayer’schen Differentialgleichungen (76) zeicbnen sich yor 
den Euler-Lagrange’schen Differentialgleichungen durch ibre yoU- 
kommene Symmetrie aus. Sie zeigen unmittelbar, daB man dieselben 
Differentialgleicbungen erhalt, wenn man die Funktion y 0 ibre Rolle 
mit irgend einer der n Funktionen y 1} . . y n yertauscben laBt. (. All - 
gemeiner Mayer’scher Reziprozitatssat#/) 

4) Das Lagrange'sche Problem in Parameterdarstellung; 1 ) 

Wir baben bisber die zulassigen Kurven im (n + l)-dimensionalen 
Raum der Variabeln x,y 1T ",y A in der Form: y t = y t (x) darstellbar 


*) Ygl hierzu A. Mayer, Leipziger Berichte 1895, p 140; Kneser, 
Lehrbuch , pp. 228, 241; v. Eschekxch, Wiener Berichte, Bd. OX, Abt. 2a 
(1901), p 1361. 
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vorausgesetzt. Bei geometrisehen Aufgaben liegt bierin eine Be- 
sebrankung, von der man sicb befreit, indem man die Kurven in 
Parameterdarstellung annimmt. Schreibt man dabei der Symmetric 
halber y 0 statt so nimmt das Problem nunmehr folgende Form an: 
Unter alien „Karven“ 

Vs = Vsif), s = 0, 1, 2, ■ ■ ■, n 

der Klasse 1 ) C' im (n + l)-dimensionalen Raum der Variabeln 
2/o> Vi, ■ ‘ -? y n , welcbe durch zwei gegebene Punkte (y 011 y n> ■ • y nl ) 
und (j/ 02 ) y 12 , ■ ■ ■, y n2 ) gehen und m Differentialgleicbungen 

<p*(y o, Vi, ■ ■ ■, y n , y'o> yi, ■ ■ ■, %) = o, (78) 

a = 1, 2, • • m, 

geniigen, diejenige zu bestimmen, welebe das Integral 

J—f f(y o> v n , Vo, y'i> ■ ■ y' n ) di 

h 

zu einem Extremum macbt. 

Dies ist nun wieder ein Lagrange'scbes Problem mit n + 1 un- 
bekannten Funktionen ; Welches jedocb folgende Eigentiimlicbkeiten zeigt: 

1) Sowobl das Integral J als die Bedingungen (78) miissen von 
der Wabl des Parameters unabbangig sein, also bei einer Parameter - 
transformation 2 ) invariant bleiben. Das ist sicber der Fall, wenn die 
Funktionen f und cp a die Variable t nicbt explizite entbalten und 
iiberdies in den Variabeln y r 0 , y' lf • « *, y' n ;; positiv bomogen“ 3 ) von der 
Dimension eins 4 ) sind, sodaB also 

f(y 0 , Vi,---, y n , l y'o, W n ) — k f(vo, yi,---,y n , yi yi--, y' n ) > (m 

VaiVo, 2^17 "‘iVn ; k yo> 1 ’"} ^Vn) = Vu ' ’ Vn> Vo, V\, ' " Vn) 

fur jedes positive Jc. 

2) Die Grrenzen t lf t 2 sind jetzt nicbt gegeben. Letzterer Um- 
stand bat aber auf die Ableitung der La grange ’scben Differential- 
gleicbungen keinen EinfluB, da man stets dnrcb eine vorausgegangene 
Parametertrans formation erreicben kann, daB die Endwerte von t auf 
den Vergleicbskurven dieselben sind wie auf der als gefunden voraus- 
gesetzten Losung ® 0 . 

*) Darin soil wieder inbegriffen sein, daS* 0; vgl. § 25, a) 

2 ) Vgl. § 25, a). 

3 ) Vgl § 25, b). 

4 ) Die Funktionen cp a eventuell nacb Multiplikation mit einer geeigneten 
Potenz von y q. 
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Setzt man 


F=s= hf + *£^9 a 7 

a 


so lauten die D ifferentialgleicf tunge, n des Problems 


dF A dF 
dy s dt dy' s 


s = Q,l,---,n. 


( 80 ) 


Man erhalt also jetzt auBer den m Differentialgleicbungen (78) n + 1 
Differentialgleicbungen. Dieselben sind aber in Folge der Homo- 
geneitatsrelationen nicht voneinander unabhangig *). Denn aus (79) 
folgt durch Differentiation nach h 


2j y ° dy' 


= F 


Denkt man sicb bierin fur die y s lrgend welcbe Funktionen von t ein- 
gesetzt und differentiiert, so kommt: 



d__ dF \ 
dt dy r J 


o, 


womit die obige Bebauptung bewiesen ist. 

Wie in § 26 ; a) werden daber die Funktionen y s (t) erst bestimmfc, 
wenn man den Differentialgleicbnngen (78) und (80) eine Zusatz- 
gleichung (oder Differentialgleichung) binzufiigt, die man beliebig 
■wablen kann. 

Sind die Endwerte der Funktionen y s ? y s ^ • •, y s in t 2 nicbt 
vorgescbrieben, sondern willkiirlicb, so mussen naeb a) fur t = t 2 nocb 
die Grenzgleiciiungen 

erfullt sein. 

Fiigt man den Bedingungen fur die zulassigen Kurven die weitexe Be- 
dingung hinzu, daB fur all© zulassige Kurven 

2/6 > 0 (82) 
sein soil, und schreibt x statt y 0 , so wird nach einer schon fruher (25, e)) ge- 
maehten Bemerkung das Problem wieder mit dem rc-Pxoblem yon § 69, resp 
§ 70, a) identisch. Die Hinzufugung der Bedmgung (82) ist auf die Endresultate 
(80) und (81) ohne EinfluB; denn ist dieselbe fur die Kurve erfullt, so folgt 
aus den Stetigkeitseigenschaften der beim Beweis benutzten Funktionen T a (£, s , 

, ■ • • , £ w ), daB auch: Fo>0, wofern nur die GroBen e hinreichend klein ge- 
wahlt sind Die Gleichungen 

F a (t,s, 8 t ,.. , 8 m ) 


dF 

dy t 


0, 


dF 
’’ <>l L 


(81) 


r ) Tgl. die analogen Entwicilungen beim einfachsten Fall in § 26, a) und 
Kneseb, Lehrbuch, pp. 241, 242. 
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stellen also auch noch Bach Hinzufugung der Bedmgung (82) erne Schar von 
zulassigen Vergleichskiirven dar. 

Man kann von dieser Bemerkung Gebrauch machen, urn fur das as-Problem 
die Grenzgleichnng (73) zu beweisen Man erhalt dieselbe, mdem man einen 
Parameter t einfdhrt, dann fur das 2-Problem die Grenzgleichung 

cF 


dy(> 


= 0 


ansetzt und darin schliefilich wieder zur Yariabeln x iibergekt; dies ergibt sicb 
d&raus, dab hier __ , , 

F = FU, yi ,.. ,yV L,. . f J5a.)y', 

wobei y Q mit x gleichbedeutend ist und F die in § 69 mit F bezeichnete Funk- 
tion bedeutet 

e) Beispiel IV: Die Brachistochrone im widerstehenden Mittel 

(Siehe p 5): 

Wir denken uns die zulassigen Kurven durch einen Parameter dargestellt, 
den wir % nennen. Wir haben dann das Integral 

7= 




2 y' 2 _j_ z 'Z\ 


zu einem Minimum zu machen mit der FTebenbedingung 


vv r — gz' + M(v) j/x '* + y' 2 -|- — 0, (83) 

wobei dex Akzent Differentiation nach r anzeigt. Die Anfangs- und Endwerte 
von x, y, z sind gegeben, ebenso der Anfangswert von v, aber nicht der End- 
wert von v . 

Wir haben also ein Lagrange’sches Problem in Parameterdarstellung mit 
einer Differentialgleichung als Nebenbedingung. 

Es ist hier 

F*= y^ 7 * 4- y'* -f V* R + Xvv' — X ge , 
wenn wir zur Abkurzung 1 ) , 

schreiben. v 

Da F die GroBen x, y, z nicht explizite enthalt, so erhalten wir sofort 
drei erste Integrale, die wir unter Einfuhiung der Bogenlange s schreiben kbnnen 


. dx 
ds " 


JS~- = b, 
d s 


S I7=‘ C + X9 ' 


(84) 


wobei as, b, c Integrationskonstanten sind Dazu kommt noch die Differential- 
gleichung , , 

■ - (80 




J ) l 0 ist 1 im allgemeinen Fall, = 0 im Ausnahmefall, vgl. § 69, c), Ende. 
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Die Differentialgleichungen (84) and (85) zasammen mit (83) stellen dann die 
Differentialgleichungen des Problems dar 

Schon Euler 1 ) hat diese Differentialgleichungen richtig aufgestellt and sie 
auf Quadraturen zuriickgefuhrt 

Zunachst folgt ans (84 t ) and (84 2 ) 

bx — ay' = 0, 

d. h. die gesachte Kurve liegt in emer vertikalen JEJbene. Wir wahlen dieselbe 
zur jr^-Ebene anseres Koordinatensystems, sodafi 

2/== 0 

Aas (84) ergibt sich nan weiter 

Hs^a' + ic+lg)*. ( 86 ) 


Diese Gleichung bestimmt l als Funktion yon v und den beiden Integrations- 
konstanten a und c Dividiert man (84 x ) and (84 s ) darch (85), so erhalt man 

avdX j (i c-\-Xg)vdl 

HE -■ 


d x - 


Denkt man sich hierin den oben gefundenen Wert yon X eingesetzt, so erhalt 
man durch zwei Quadraturen x und z ausgedriickt als Funktionen von v. 

x + A = cp(v; a, c\ z + C^%(v>, a, c), (87) 


also eine Paraxneterdarstellung der gesuchten Kuxve. 

Fur die Konstantenbestimmung bemerken wir zunachst, dafi fiix z = 
(81) die G-renzgleichung 

dFr 


dv' 




■ t 9 nach 


( 88 ) 


erfiillt sein muB, da der Endwert von v nicht vorgeschrieben ist Hieraus folgt, 
wenn wir die Gleichung (86) zunachst mit v 2 multiplizieren und dann tr = tr a 


setzen, 


(« 2 + ^! = 


(88 a) 


Setzt man in den Gleichungen (87) zuerst z — , dann z = r 2 , so erhalt man 

zusammen mit (88 a ) funf Gleichungen zur Bestimmung der funf unbekannten 
Konstanten a, c, A , G, v z . 

Die ebenfalls schon von Euler 8 ) behandelte Modifikation der Aufgabe, bei 
welcher die JEndgeschwindi gkei t vorgeschrieben ist, unterscheidet sich von der 
obigen Aufgabe nur darin, daB an Stelle der Grenzgleichung (88) jetzt die 
Gleichung v(t 2 ) — tritt, wodurch die Konstantenbestimmung noch einfacher wird 

f) Beispiel XXV: Kurve groBter Endgeselrsmdigkeit unter der 
Wirkung der Schwere im widerstelieiidexi Mittel: 

1st ein materieller Punkt von der Masse 1 gezwungen, sich auf einer ge- 
gebenen Kurve 

y = y(*), z^z(z\ r 2 


*) Methodus mvemendi etc p 126 Die im Text gegebene Anordnung des 
Beweises riihrt von A. C Lunn her 
8 ) Methodus mvemendi , p 214 
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unter der Einwirkung der Schwere in einem widerstebenden Medium zu bewegen, 
und ist die gegebene Anfangsgeschwindigkeit v t , so erbalt man die G-escbwindig- 
keit v~v(v) im Punkt r, indem man die Differentialgleichung *) 

vv' — gz' + + y'* -fT 7 ^ == 0 (88) 

mit der Anfangsbedingung 

v ( x i) — 

nach v integriert. Hierdurcb ist die Funktion v(t) vollstandig bestimmt, also 
aucb ihr Endwert 

v 3 =v(v g ) 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe: Unter alien, zwei gegebene PunJcte P 1 und P 2 
verbindenden Baumlurven diejemge zu bestimmen , fur tvelche die so erhaltene End - 
geschwindigkeit em Maximum wird 

Analytisch konnen wir die Aufgabe folgendermaBen formulieren • Unter 
alien „Kurven a 

x = x(x), y = y(x), z = z(t\ v = v(r), r t 

im Raum der Vanabeln x, y , z , v , welcbe der DifFerentialgleichung (83) und den 
Anfangsbedingungen 

S/(*i)==2/i, *(* 

x(r^)=x iJ — 

geniigen, diejenige zu linden, fur welcbe v(x 2 ) em Maximum wird; t x und x t 
sxnd dabei nicht gegeben. 

Dies ist ein Mayer’sches Problem in Parameterdarstellung. 

Die Differentialgleicbungen , die man nacb der allgemeinen Regel von 
§ 70, c) erhalt, sind aber, wie man sofort siebt, identiscb mit den Differential- 
gleicbungen fur den „Ausnabmefall“ (Z 0 = 0) beim Problem der Brachistochrone 
im widerstebenden Mittel. 

Es gelten also die Resultate (84) bis (87) von §70, e), wenn wir darin 
l = 0, also 

H=XB(v) 

setzen. Die Kurve liegt daber in einer vertikalen Ebene, die wir wieder zur 
zcs-Ebene wablen, und die Differentialgleichungen des Problems lauten: 


XB(v) Ts = a , 

XB(v)^=c + gX, 

(84 a) 

dX j. . % 

dv dz . 

v d~s= g dI~ R( - v) ' 

(85 a) 


T-I 

II 

toTTco 

^ I'-e 



Wir wollen bieraus eine interessante, scbon von Euleb*) gefundene Eigen- 

a ) Vgl pp. 6 und 577. Die Bezeicbnung ist dieselbe wie dort, und die 
positive 0 ~Acbse ist wieder vertikal nacb unten gewablt. Der Akzent bedeutet 
Differentiation nacb % 

a ) Methodus invemendi etc., p. 125 
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schaft der gesuchten Kurve ableiten. Dazu differentiieren wir die erste der Gleich- 
ungen (84 a) logarithmisch nach s und elimimeren ~ ^ mittels (85 a) Dann 

Cv S CtS 

erhalten wir 

gJHp) , IP __ 0 
vll(v) ‘ dx d z 
ds ds 

Beaehtet man, daJ3 x ) wegen y = 0 

dx d*z dz _ d i x 

ds r ~ds r ’ 


vo r den Kriimmungsradius bezeichnet , so lafit sich die letzte Forinel aucb 

schreiben: N -, s 

vR(v) d*z 

— gr~ 7-n = 0. 
rR (p) y ds 2 


Berechnet man andererseits nach den Kegeln der Mechanik 2 ) die Reaktion JV' 
der Kurve, so findet man 



d*z 

as*' 


Daraus ergibt sich im Fail unserer Kurve @ 0 fur die Reaktion der Ausdruck: 

/ B(v) 




Derselbe nimmt eine besonders einfache Form an, wenn 


namlich. 


R(v) =kv n , 



Fur den Fall w = 1 ist daher IV — 0, und man hat den Satz : Wenn der Wider - 
stand der Geschwindi gkeit proportional ist, so ist die Kurve grofiter Endgeschwindig- 
Iceit identiseh mit der Kurve 3 ivelche em freier mateneller JPunkt unter der Wirkung 
der SchiverJcraft im widerstehenden Mittel beschreibt. 


§ 71 Die Multiplikatorenregel fur den Fall gemiscRter 
Bedingnngsgleiekungen. s ) 

Die m § 69 entwickelte Methode lafit sich. nxcht unmittelbar auf 
den Fall ubertragen, in welchem einige der Bedingungsgieichungen 
(5) endhche Grleichungen sind, da dann alle Determinanten mten 
Grades der Matrix (43) yerschwinden Trotzdem gilt auch in diesem 
Fall die Multiplikatorenregel. 


l ) Ygl z B Scheffers, Theorie der Kurven, pp. 30, 188. 
s ) Ygl z B. Appell, Traite de Meeamque , Bd. I, p. 415. 

*) Ygl. dazu Bolza, Mathematische Annalen, Bd. LXIY (1907), p 370 r 
wo auch der allgemeinste Fall variabler Endpunkte behandelt wird 
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at Modifikation des friiheren Beweises: 


Um dies zu zeigen, sefczen wir voraus, daB von den Gleicbungen 
(5) die p ersten "wirklich Differential gleichungen sind: 

■ -,y n ,y{,- ■ -,yn) = o, p = i (89) 
dagegen seien die m P — Q letzten endlicbe Gleicbungen, die wir 
zur Unterscbeidung mit 

l>a(x,y i,- , 2/J = o, 0 = 1 , 2,... ,q (90) 
bezeichnen. *) Dabei sollen die beiden extremen Falle p = 0 nnd q = 0 
nnt mbegriffen sem. 


An Stelle der Determinants (44) soli nunmehr die Determinante 

8 -h 

W Sy'’ " ’ w m 

d JjL 8 Jjl 
dVi’ 23 / 3 ’ ’’ Sy m 


4 s o? 


(91) 


2 , tf-1, 2, q 

sein entlang der Kurve @ 0 . Sonst sind die Annahmen tiber die zu- 
lassigen Kurven und die Kurve @ 0 dieselben wie in § 68 und § 69, 
msbesondere sollen die Endpunkte wieder als fest betracbtet werden. 
Natiirlich miissen die Koordinaten derselben den Gleicbungen (90) 
geniigen, es muB also sein 

tai*!, Vu, ■ ■> y»i) = 0, y> a (ft, y n , ■ ■ y nt ) = 0. (92) 

Wir bemerken nun zunachst, daB jede Kurye, welcbe den Grlei- 
cbungen (90) genugt ; zugleicli aucb den daraus durcb Differentiation 
nacb x entstehenden Differentialgleicbungen 

d'lp dty 

+ ( 93 ) 

geniigt; aber aucb umgekebrt geniigt jede durch die beiden Punkte P 1 undP* 
gebende Kurve, welcbe den Differentialgleicbungen (93) geniigt, allemaj 
aucb den Gleicbungen (90). Denn durch Integration von (93) erbalten wir 

Vi> ■ • •, y») — c„, 


wo die c a Konstanten smd. Setzt man bierin aber x = x x , so folgt, 
da die Kurye durcb. P 1 geben sollte, 

* * *? Vn l) “ C <TJ 

also ist nacb (92): c a = 0. 


*) Bex der folgenden TJntersucbung nimmt der Index q stets die Werte 
Q = 1, 2, * , p, der Index a die Werte <? = 1,2, * , q an, aucb wo dies nicbt 
ausdrticklicb angegeben ist; die Bedeutung der Indizes % , a, r ist dieselbe wie 
fniher 
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Da so folgt aus (91), daB fur das Differentialglei- 

dy' r dy,’ & 

cbungssystem (89) und (93) die Bedingung (44) erfullt ist. Somit 
ist durch diese Bemerkung die gauze Aufgabe auf die frilbere zuriick- 
gefiihrt. Dazu ist aber zweierlei zu bemerken: Einraal erbalt man 
auf diesem Wege nicbt die Lagrange’scbe Regel, sondern eine kom- 
pliziertere Regel; und zweitens wird man dabei, wenn q > 0, stets 
auf den in § 69, d) erwabnten Ausnabmefall des anormalen Verbaltens 
der Extremalen gefiibrt. 1 ) 

Desbalb seblagen wir einen anderen Weg em. Zunacbst ersetzen 
wir allerdings die Gleicbungen (90) durcb die Differentialgleiebungen 
(93) und die Anfangsbedingungen (92), und rerfabren nun genau wie 
in § 69, bis zur Aufstellung der Gleichung (55): 



Va (* 2 ) 


(94) 


-worm die GroBen l 0 , . . ., l n Konstanten sind, welcbe von der Wahl 

der Funktionen y m +r(v) unabbangig sind, und welcbe nicbt samtlich 


gleicb Null sind. 

Die in der fruberen Weise bestimmten Funktionen 


i/i == S > S l! ' ’> £ m) 

geniigen aber nicbt nur den m Differentialgleiebungen 

*.(*, *i,-- , r„, *;,•••, ro-o, (95) 

sondern nacb der oben gemacbten Bemerkung mit Riicksicbt auf die 
Anfangsbedingungen 

Yifa, e, e } , ■■■, sj — y t ( x i) 

zugleieb aucb den q endlicben Gleicbungen 

4, a (x, 7 l} • • •, r„) = 0. (96) 

Durcb Differentiation der p ersten Differentialgleiebungen (95) und 
der Gleicbungen (96) nacb e erbalten wir daber 

y( d h v A 

Zj\d y y + dy[ 




(97) 


2 -o- < 98 > 

Wir multiplizieren jetzt die Grleiduingen (97) mit unbestimmten Funk- 

*) Ygl. dazu A. Mayer, Mathematische Annalen, Bd. XXVI (1886), 
p. 80, FuJ3note 
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tionen A $ (#), die Gleichungen (98) mit unbestimmten Funktionen \i a (%) 7 
integrieren zwischen den Grenzen x t und x 2 und addieren samtliche 
Gleichungen zu (94). Das Resultat formen wir schlieBlich nock durch 
partielle Integration um und erhalten so die Gleichung (61) ; wobei jetzt 


F — \f + 2\<P„ + Zp a 4> a - ( 99 ) 

V a 

Nunmehr konnen wir aber nicht mehr wie friiher weiter schlieBen. 
Derm in den m Gleickungen (63) wtirden jetzt nur p zu unserer Ver- 
ftigung stebende Anfangswerte vorkommen. 

Wir ziehen daher zunachst die Gleichungen 



2 

Va fa) - 0 


( 100 ) 


heran; dieselben ergeben sieb aus (98), wenn wir x =* x 2 setzen und 
beachten, dafi ^ m+r (# 2 ) = 0* Multiplizieren wir jetzt die Gleicbungen 
(100) mit unbestimmten konstanten Faktoren h a und addieren sie zu 
(61), so kommt: 


J If y* +_2 , v*>) 


'+ 2 *. 

a 


21 


dy\ J 


= 0 . ( 101 ) 


Nunmehr bestimmen wir die Funktionen A (#), g a {pc) nnd die Kon- 
stanten \ durcb die m Differentialgleicbungen 


dF d dF 
dy a dx dy f a 


und die m Gleicbungen 

h + 


dF |2 


+2^ 


2 

-0. 


( 102 ) 

(103) 


Wegen der Yoraussetzung (91) kann man die Gleicbungen (102) nacb 
den m Grofien l' Q7 auflosen, und erbalt so p lmeare Differential- 
gleicbungen erster Ordnung fur die Funktionen X und q Gleicbungen, 
welcbe die Funktionen durcb die Funktionen X ausdriicken. Ferner 
folgt wieder aus (91), daB die Gleicbungen (103) die p Anfangswerte 
X (x 2 ) und die q Konstanten k a eindeutig bestimmen. 

Nunmebr geht die Gleicbung (101) iiber in (61a), woraus wie 
fruber (65) folgt, worn it die Lagrange’sche Hegel auch fur den Fall 
gemiscliter Bedmgungsgleichungen bewiesen ist. 

Zusatz 1 ): Wenn die Funktionen /, die unabhangige Variable*# nicht 

explizite enthalten, so lafit sick unmittelbar ein erstes Integral der Euler- 


*) Vgl den analog en Satz fur den einfachsten Fall, § 6, a). 
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La grange schen Different! algleiclmngen angeben, namlich 


Denn alsdann ist 



( 104 ) 


Jl 

dx 




dF 

Sy[ 


,\_'S' ,/dF d dF\ 
^7 ^ \Sy i dxdy'J 


+J^ < *’e+J!i T Kr'Vv- 
a a 


Smd die Endpunkte mcht fest and gestatten die Anfangsbedingungen eine will- 
ktirliche Variation der oberen Grenze # 2 , wahrend gleichzeitig die ubrigen Ko- 
ordmaten beider Endpunkte fest bleiben, so ist stets c = 0 Dies folgt ans der 
Grenzgleichung (73), die auch im Fall gemischter Bedmgungen gultig bleibt, 
wenn, wie wir voraussetzen, die Funktionen cp a , die Vaiiable x nicbt explizite 
enthalten. 1 ) 

Von dieser Bemerkung bat man Gebrauch zu macben, wenn man bei geo- 
naetriscben Problemen, bei welchen die Lange der gesucbten Kurve nicht vor~ 
geschrieben ist, die Bogenlange $ als unabhangige Variable emfuhrt. 2 ) 


b) Beispiel XXVI s ): Gleicbgewicbtslage eines auf einer gegebenen 
Flache obne Reibung anfliegenden schweren Fadens, der an seinen 
beiden Endpunkten befestigt ist: 


Nacb den Gesetzen der Mechanik*) ist die Gleichgewicbtslage des Fadens 
dadurch cbarakterisiert, daB sein Schwerpunkt moglicbst tief liegt. Es sei l die 
gegebene Lange des Fadens, die positive ^-Aebse sei veitikal nacb unten gericbtet 

md <p(x,y,z) = 0 (105) 


sei die Gleichung der gegebenen Flache. 

Wir wahlen auf samtlicben zulassigen Kurven die Bogenlange $, gexnessen 
vom Anfangspunkt P x als Parameter. Dann laBt sicb jede Kurve von der Lange- 
l darstellen in der Form 

x = x{s), y=~y(s), z=z(s), O^s^l 

mii der Nebenbedmgung 

# /2 + y' ZJ r z' 2 = 1. (106) 

Daber bestebt unsere Aufgabe darin, unter alien Funktionensystemen x($), y($\ 
#(s) von vorgeschriebenen Stetigkeitseigenscbaften, welehe den Anfangsbedingungen 
x(0) = x u y(0) = z( 0) = * x , 

= y(t) = V*, = 

der endlicben Gleichung (105) und der Differentialgleicbung (106) geniigen, das- 
jenige zu bestimmen, welches das Integral 

i 

j ?ds 

, o 


*) Vgl. die auf p. 580 FuBnote 8 ) zitierte Arbeit, p 384. 

2 ) Vgl. Lindelof-Moigno, Legom, p. 241 

8 ) Vgl. tJbungs aufgabe Nr 5 auf p. 529 und Lindelof-Moigno,, Lemons, p 313. 
4 ) Vgl z B. Apfell, Ti aite de Mecamque, Bd I, Nr. 155, 161 und 126. 
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zu einem Maximum macbt. Dabei mussen naturlicb die Koordinaten der beiden 
Endpunkte P 1? P 3 der G-leicbung der Flacbe geniigen 

Wrr baben es also mit einem Lagrange’schen Funktionenproblem nut ge - 
mischten Bedingungen und fe&ten Endpunkten zu tun. 

Hier ist, wenn wir den Ausnabmefall 7 0 = 0 beiseite lassen 
F = z + Z (x 2 -f- 2/ 2 z 2 — 1) -f- ^ 

wobei Z, (i unbestimmte Funktionen von 5 sind Daraus ergeben sich die Euler- 
Lagrange’scben DifFerentialgleicbungen in der Form 

— 21 '%' — 2 lx " = 0, 
dx 

— 8lV-«v"*-0, (107) 

1 + ft|2_ 21' e' — 2>U'' = 0 

cz 

Da die Yoraussetzungen des Zusatzes von § 71, a) erfullt sind, so ergibt 
sich unter Berueksicbtigung der Bedingungsgleichungen (105) und (106) unmittel- 
bar ein erstes Integral aus (104), namheh 

z — 2Z = c. (108) 

Ein zweites Integral erhalt man folgendermafien: Es sei P der dem Wert 5 ent- 
sprechende Punkt der gesuchten Kurve auf der Flacbe y = 0, FT die Ricbtung 
der positiven Tangente, K der zum Punkt P geborige Krummungsmittelpunkt 
der Kurve, PJ diejenige Ricbtung der Flacbennormale, welcbe mit FK einen 
spitzen Winkel bildet. Ferner bedeute PP denjenigen Yektor, der auf FT und 
FN senkrecbt stebt und so gericbtet ist, dab die drei Yektoren FT , PP, FN 
ebenso zueinander liegen, wie die positive #-Acbse zur positiven y-Acbse zur 
positiven #-Acbse. Die Ricbtungsko sinus von PR seien 7, m, n Multipliziert 
man dann die drei G-leicbungen (107) der Reibe nacb mit Z, m, n und addiert, 
so kommt: 

n = 2 X(lx” + my" + nz ") 

Bezeicbnet jetzt r die Lange des Krummungsradius der Kurve xm Punkt P, 
co den Winkel zwiscben den beiden Yektoren FK und PW, gerecbnet von FK 
nacb PA, so erbalt 1 ) man bieraus unter Benutzung von (108) 

z — c r 

ss= — « 

n sm co 

Diese G-leicbung bat erne einfacbe geometriscbe Bedeutung: Ist G der Mittel- 
punkt der geodatiscben Krummung 3 ) fur den Punkt F, so ist 

P6^ = ~, 

sm co 

zeicbenricbtig in dem Sinn, daB die recbte Seite positiv ist, wenn der Yektor 


*) Siebe z. B. Scheffers, Theone der Kurven , pp 179, 188. 
2 ) Siebe z B. Scheffers, Theone dei Flachen , pp. 480, 484. 
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PG mit der Ricbtung PM zusammenfallt, negativ, wenn ei entgegengesetzt ge- 
riebtet ist 

Bezeicbnet man andererseits mit Q den Schnittpunkt der Ebene 


mit der Geraden PM (resp ibrer Verlangerung uber P bmaus), so ist 


QP~ 


3 — C 


n 


mit derselben Vorzeiehenregel wie bei PG 

Also gilt zwischen den beiden in derselben Geraden gelegenen Vektoren 
PG,PQ die Gleicbung 

P6r = — PQ 

Es gilt also der Satz 1 ): Konstrmert man im Punht P der gesuchten Kurve den 
Velctor PG nach dem Mittelpunkt G der geodatischen Krummung und sodcmn den 
dazu entgegengesetzten Velctor PQ, so liegt der Endpunkt Q des letzteren in emer 
fasten honzontalen Ebene: z — c, % ) 

c) Beispiel XXVII: Die Lagrange’sche Form des Prinzips der 
kleinsten Aktion: 3 ) 

Wir betraehten wie in § 68, e) ein System mateneller Punkte, 
welch.es gegebenen Bedingungsgleichungen 


<Pa*= 0, a— 1 (109) 

unterworfen ist, und auf welches gegebene Krafte wirken, die eine 
Kraftefunktion XI besitzen; sowohl die Bedingungsgleichungen dls die 
Kraftefunkhon sollen die Zeit t nicht explizite enthalten . 

Unter diesen Voraussetzungen gilt fur die wxrkliclie Bewegung 
des Systems der Satz yon der Erhaltung der lebendigen Kraft: 

T-U+h, (110) 

wobei h eine von t unabhangige Konstante ist, und 




Wir betracbten jetzt die Gesamtbeit aller moglichen Bewegungen 
des Systems, ’welche folgende Bedingungen erfullen: 

A) Sie genugen den Bedingungsgleichungen (109) des Systems. 

B) Sie genugen dem Satz yon der Erhaltung der lebendigen Kraft 
(HO) und zwar mit demselben Wert der Konstanten h. 

2 ) In etwas anderer Form bei Lindelof-Moig-no, Ioc cit 
s ) Hierzu welter die Ubungsaufgabe Nr 6 am Ende von Kap. XIII 
s ) Wegen der Literatnr verweisen wir auf Eneyklopadie IV 1 (Voss), Nr 43. 
Insbesondere sind zu erwabnen A. Mayer, Leipziger Bericbte, Bd XXXVIII 
(1886), p. 343 und Holder, Gottinger Nacbricbten 1896 Vgl. auch Kneser, 
Lehrbueh, p 244. 
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C) Anfangslage und JEndlage smd dieselben wie bei der wirldichen 
Bewegung; die Anfangslage soil aueb zur selben Zeit t Q em- 
genommen werden, aber die Zeit, m welcher das System die 
Endlage einnimmt , ist nicht vorgeschneben. 

Unter all diesen Bewegnngen soil diejenige gefunden werden, bei 
welcber das Zeitintegral der lebendigen Kraft 



den kleinsten Wert einnimmt 

Wir baben also ein Lagrange’scbes Funktionenproblem mit ge- 
miscbten Nebenbedingungen bei variabler oberer Greuze. Es ist bier 

f=t + kt- U-K)+2ra<p*, 

a 

wobei X, Funktionen von t smd 

Daraus ergeben sicb die Euler-Lagrange’scben Differentialglei- 
cbungen 

^ (1 + A )*X = - ^ 

a 

+ < m > 

a 

f f (l + X) mj v = — XZ V 

a 

Hierzu bommen dann nocb die Gleicbungen (109) und die Diffe- 
rentialgleicbung (110) 

Da die Funktionen T , <p a , U die unabbangige Variable t nicbt 
explizite entbalten, so konnen wir nacb (104) ein erstes Integral un- 
mittelbar angeben. Dasselbe reduziert sieb bier anf 

-(1 + 2X)T=c. 

Der Wert der Konstanten c ist aber nacb § 71, a) ; Ende, gleicb Null, 
weil die obere Grenze nicbt vorgeschrieben ist. Daraus folgt, da 
lm Fall einer Bewegung T > 0 ; 

X = l. 

Setzen wir diesen Wert von X in die Differentialgleiebungen (111) 
ein und scbreiben l a statt 2/r a , so erbalten wir die Differ entialglei- 
cbungen (39), also die Differentialgleiebungen der wirklicben Be- 
wegung. Wir baben also das Resultat: 

Die Beivegung, welche das System unter der Wirlcung der gegebenen 
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Krdfte wirkhck ausfuhrt , erfilllt die erste notwendige Bedingung eines 
Extremums des Integrals 

h 

J-fT&t 

to 

unter den Bedingungen A), B), C). 

Dies ist die sogenannte Lagrange’sche Form des Prinzips der 
kleinsten Aktion 

§ 72. ExistenzttLeoreme fiir Extremalen und Reduktion der 
Euler-Lagrange’scben Differentialgleichungen auf ein 
kanonisches System. 

Wir wenden uns jetzt zur Frage der Integration der Euler- 
Lagrange ’schen Different algleichungen 

( d£ _ d dF m \ 

(I) dy % axdy:-"’ 

| 9 ^= 0 . ( 5 ) 

Dabei werden wir uns, wie uberhaupt bei der ganzen weiteren Be- 
handlung des Lagrange’schen Problems; auf den Fall beschranken, 
wo sanvtliche Nebenbedingungen (5) JDzfferentialgleichungen sind; und 
wo die Konstante Z 0 == 1 ist ; sodaB also 

E « f 

Wir werden zunachst die Aufgabe betraehten, die Differential- 
gleicbungen (I) mit gegebenen Anfangsbedingungen zn integriereni; 
sodann die Reduktion dieser Differentialgleichungen auf ein sogenanntes 
„kanonisches System" bebandeln nnd schlieBlieh mit Hilfe der so ge~ 
wonnenen Normalform die Abhangigkeit der Losung yon den An- 
fangswerten untersucben. 

a) Existenz einer Losung bei gegebenen Anfangswerten: 1 ) 

Urn auf die Differentialgleichungen (I) die allgememen Existenz- 
theoreme anwenden zu konnen, miissen wir dieselben zunachst auf die 
Normalform yon § 23 ; a) reduzieren. Zu diesem Zweck fuhren wir 
in den Gleichungen (7) die Differentiation nach x aus und differen- 

x ) Vgl dazu C Jordan, Cours $ Analyse, Bd III, Nr, 374, und v Escherich, 
Wiener Bericlite, Bd CVII (1898), p. 1209; v Escherick gibt anck die ent- 
spreckenden Entwicklungen fur den Fall gemisckter Nebenbedingungen, 
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d*F 

d*F 

8<P t 


Sy'y'r 


Syr 

Syl 

dV/t 


o, •••, 

1 

° 1 

w " 




• • •, m). 



fciieren gleiohzeitig die Grleichungen (5) nach. x- man erhalt damn ein 
System von n + m Differentialgleidningen von der Form 

^ ( 112 ) 

wohei m den nieht ausgeschriebenen Grliedern die Ableitungen yZ } Xp 
nicht vorkommen. 

Jede Losung des Systems (I) geniigt auch dem System (112), 
wahrend das umgekelirte nicht der Fall ist. 

Die Grleiehungen (112) stellen em System von n + m in den 
GfroBen yi', Ip linearen Gleicla ungen dar ; deren Determinant© den fol- 
genden Wert hat 1 ) , - 

° J \ C58X7T CSS T7i Wnn ™ I 




1st diese Determinante von Null verschieden, so konnen wir die 
Grleiehungen (112) nach den GrroBen yf } Xp auflosen und erhalten so 
das System (112) in der Normalform 

dy ' dy' dl * 

ss = y ‘> di - G * y> y '’ A )> ( x > y> y’> A )> ( 114 ) 

wo numnehr die Funktionen auf der rechten Seite als Funktioneu 
ihrer 2 n + m + 1 Argument© in dem Bereich. 2 ) 

<n.: (x, y, y') in *79; -oo<^< + oo; R(oc, y, y r , A) 0 

von der Klasse G f sind. 

Dieser Bereich €L ist also der n Stetiglmtsbereich“ der Differential- 
gleichungen (112). Hieraus folgt nun unmittelbar der Satz 
Uf 

«°; M,—, Ms M', ■ • M's i?, ">11 (115) 

ein Wertsystem, fur welches (a° ; b°, 6°') im Innern des Bereiches % liegt 
und uberdies _R( 0 *, b\ b a ', Z°) +0, • (116) 

= (117) 

*} Wegen der abgekurzten Bezeichnung vgl die Verabredungen im Ein- 
gang yon § 68 

2 ) % war der Bereich, in welchem die Funktioneu f und qp von der Klasse 
sind, vgl § 69, Emgang. 

B olza, Vanationsreclimmg 38 
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so gibt es ein und nar ein FunTdionensystem 

&-&(*)> h = h (*) 

von der Klasse G\ welches den Differentialgleichungen (I) und den An - 
fangsbedingungen 

(a«) - &?, y f t (a 0 ) - W, V (*°) - $ (118) 

genilgt 

Fiir das System (114) und daher aucb fur (112) folgt dies so- 
fort nacb § 23, a); daraus folgt dureb Integration you (112 2 ), daB 

<Pp(x, y(x), y'(x)) = c p 

wo die Cp Konstanten sind. Setzen wir aber in diesen Grleichungen 
x *= <x°, so folgt aus (118) und (117), daB = 0, womit unsere Be- 
bauptung bewiesen ist. 

Wir kniipfen bieran noeb eine vorlaufige Konstantenzablung: Die 
gefundene Losung bangt yon den 2n m + 1 Konstanten (115) ab; 
einer derselben kann man nach § 24, a) einen festen numeriscben 
Wert beilegen, auBerdem besteben zmscben diesen GrroBen die m Re- 
lationen (117), so daB also die allgemeinste Losung im ganzen von 
2 n unabhangigen Integrationskonstanten abbangt. 

Zur Bestimmung derselben bat man gerade 2 n Bedingungen; im 
Fall fester Endpunkte sind es die Gleicbungen, welcbe ausdriicken, daB 
die gesucbte Kurve durcb die beiden gegebenen Punkte JP l7 P 2 geben soil. 

b) Reduktion der Euler-Lagrange’sehen Differentialgleichungen 
auf ein kanoniscbes System 1 ): 

Die Differentialgleichungen (I) lassen sicb auf ein sogenanntes 
7; kanoniscbes System*' reduzieren, inclem man die Funbtionen Xp elimi- 
niert und statt der unbekannten Funktionen y[ andere Funktionen v t 
in geeigneter Weise einfiihrt. Urn erne sicbere Grundlage fiir diese 
Umformuug zu baben, nebmen wir an, es sei 

& = &(«)> x 1 ^x^x s (119) 

eine Losung des Systems (I) von folgenden Eigenscbaften: 

A) Die Funktionen y t (x) sind von der Klasse C", die Funktionen 
Xp(x) von der Klasse G' i m Interval! [x x x^] 

- B) Die Kurve 

®0 : Vz = ft (*) , ^ X, 

2 ) Vgl dazu A Mayer,, Journal fur Mathematik, Bd. LXIX (1868), 
p. 241; C Jordan, Gouts $ Analyse Bd III, Nr. 375; Bolza, Mathematiscbe 
Annalen, Bd LXIII (1906), p. 251, sowie MneyTdojpadie ^ II A, p. 585 (Kneser). 
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liegt ganz ixn Innem des Bereickes %, in welckem die Funktionen f 
und tpp von der Klasse C'" vorausgesetzt sind (§§ 68, 69). 

6) Es ist 

R (x, y (co), y' (x), X ( x )) + 0 in !>* a? 2 ], 

miter R die dnrcli (113) definierte Determinante verstanden, die sick 
auck als Funktionaldeterminante schreiben laBt: 


wenn wir, wie sckon frtiker, 


dF 

dy z 


= F 

M 1 7 


dF_ 


setzen. 


(*Ux> 

’ •> F 2n' 9*1 ’ ' ' •’ 9> m ) 

(113 a) 


i *1 i - •> ^ m ) ’ 

~ F n + i> 

dF 

dXp 2 n + ,1—<Pp 

(120) 


Die Annakmen A), B), C) driicken aus, daB die Losung (119) 
in der Terminologie yon Painleve *) im Intervall [x 1 x 2 ] regular u sein 
soil. Daraus folgt nack § 23, d), daB diese Losung sick, auf ein ganz 
bestimmtes Maximalintervall (ikr ,, Regular itatsmtervall u ) 1 ), das wir mit 


x* < x < x* 


( 121 ) 


bezeieknen, ausdeknen laBt Die Extremale ® 0 samt ikrer Fortsetzung 
anf dieses Interyall bezeieknen wir mit 

Weiter zeigt man wie in § 24, c), daB infolge der Annakmen A), 
B), C) im Intervall (121) die Funktionen y t (x) von der Klasse C"\ 
die Funktionen Xp (x) von der Klasse G" smd. 

| Wir adjungieren nun der Losung (119) die n Funktionen 

1 % 0*0 — F n+i( x > y ( - x h y' (*) , i- (.os)) , ( 122 ) 

die nack den gemackten Voraussetzungen in [x 1 x 2 ] von der Klasse G f 
sind. Alsdann lassen sick die n + m Gleickungen 


F *+i (*> y, y’, *) — «*> <pp (os, y,y’) = o, (123) 

in welcken die GroBen v. neue Variable bedeuten, auf Grund des er- 
weiterten Satzes 2 ) fiber implizite Funktionen von § 22, e) in der TJm- 
gebung der Punktmenge 

S: % ^ x 2 , y % = y, (x), y', = y[(x), Ip = Ip (x), v, = «,(*) 


*) JEncyklopadie , II A, pp 194, 195 

s ) Der dort mit <9C bezeichnete Bereick ist hier dnreh die Bedingungen 
definiert 

(as, i/, y') im Innem von — oo < d - o©; — oo < < + oo, 

wahrend die Buchstaben 6, jg, 6 hier dieselbe Bedeutung haben wie im all- 
gemeinen Satz 


38 
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eindeutig nach. y[ 7 . . y„ 7 k l7 . * , 7 k m auflosen Es gibt also n + m 

Eunktionen 1 ) 

yl = W, (x, y, v), A, — Ilfj (x, y, v) , (124) 

■welehe in einer gewissen Umgebung ( 6 ) der Punktmenge 
3&\ x i x <p , yi ™ Vi (x) , V t = v t (sc) 
eindeutig definiert und von der Klasse O' sind ; in die Gleichungen 
(123) eingesetzt dieselben identiscb in (sc, y, v) befriedigen: 

F n + , (x, y, V (x, y, v), n (x, y, «)) s «„ 

<fp(x,y, W(x,y,v))^0, 1 ' 

nnd uberdies den Anfangsbedingungen geniigen 

W(x, y(x), v(x)) = y[ (x), n ? {x, y (x), v(x)) - X ? {x) (126) 

in [x t x s ]. 

Nacb Yoraussetzung ist nun 

£ F n ^(x,y(x),y(x),k(x)) - F ( (x, y (x), y\x), l (*)). 

IJnter Benutznng von (126) und (122) gebt dies iiber in 

— J F t (x, y (x), W (x, y (x), v (pc)), II (x, y (x), v (x ) )). 

Berucksiebtigen wir noch (126J. so konnen wir daber den Satz aus- 
sprechen: 

Das Funktionensystem 

y, — &(*), », — «*(*)> ( 127 ) 

gmugt dem System von Differentialgleichungen 

- W t (x,y, v), -g- - F t {x, y, W(x, y, v), II (x, y, vj). (128) 

UmgekehH folgt unmittelbar: Es seien W t (sc, y, v), lip (x, y, v) 
» -f m Funktionen der unabbangigen Y ariabeln x,y 1 , ■ -,y n , v x , von 

den oben angegebenen Stetigkeitseigenscbaften, welehe den Identitaten 
(125) und den Anfangsbedingungen (126,) geniigen; ferner mogen die 
Funktionen y t (x), v % (x) den Differentialgleichungen (128) geniigen. 
Definiert man alsdann die Funktionen Ip (x) durch (126 a ), so stellen die 
Funktionen (119) eine Losung des urspriinglichen Systems (I) dar. 

Das System (128) ist wieder in der Normalform von § 23, a), 
und zwar bat es vor der friiheren Normalform (114) den Yorzug 

*) Wir schreiben wieder 

(x, y , v) statt («,,«/,, y n , 

(x,y,W,II) statt (x, y , , , y„, W t , . 


. , v n ) , ebenso 

• i * *» -^m)* 
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voraus, dafi es von derselben Ordnnng 2n ist wie das urspriingliche 
System (I), wahrend das System (114) von der Ordnnng 2n + m -war. 

Die Differentialgleiclmngen (128) haben aber die weitere wichtige 
Eigentiimliehkeit, da£S sie ein sogenanntes v hanonisches System a bilden. 
Bezeichnen wir namlich mit H{x,y,v) diejenige Funktion der unab- 
hangigen Variabeln in welche der Ausdruck 

2 + % (p? y>yA) ^(p> y>y fty 

* 

dureh die Substitution (124) iibergeht, d h. also, unter Beriicksich- 
tigung der Identitaten (125), 

Six, y, v)=J>v t W t (x, y, v ) - F(x, y, W(x, y,v), II (x, y, v)), (129) 


so erhalt man nach leieliter Rechnung unter Benutzung der Identi- 
taten (125) fur die partiellen Ableitungen der Funktion H nach y k 
und v h die Werte 


- - F k (x,y, W(x,y,v),n(x,y,v)), 
j~ l = W k (x,y,v). 


(130) 


Daher konnen wir die Differentialgleichungen (128) auch schreiben 

— _ d J* /1Q1) 

dx ■" dv t > dx — 'dy % } ^ J 

und dies ist die charakteristische Form eines kanonisclien Systems. 
Die Funktion Jff kann man wegen (125) auch schreiben 

H(x, y, v) — ^ v t W t (x, y, v ) - f(x, y, W (x, y, v)). (129 a) 


c) Abhangigkeit der Losung von den Anfangswerten: 

Unter Festhaltung der Yoraussetzungen A), B), C) wenden wir 
jetzt auf das System (128) den Einbettungssatz von § 24, b) an; dies 
ist gestattet, da die rechten Seiten der Differentialgleichungen (128) 
Funktionen der Yariabeln x,y l ,-- ) y n ,v 1 ^- ) v n sind, welche in einer 
gewissen Umgebung der Losung (127) von der Klasse C sind. Sind 
daher X 17 X 2 irgend zwei den Ungleichungen 

<C x^ j x 2 X 2 x 2 

genugende Werte, so konnen wir eine positive GroBe d so klein an- 
nehmen, daB die folgenden Satze gelten: 

Wahlen wir a 0 beliebig zwischen X t und X 2 und setzen 

y. 0°) - v ,( a °) - 


(132) 
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so gibt es fur jedes den Ungleiehungen 

I a-aP\^d, \b t -b«\^d, \c z -c^\^d (133) 

genugende Wertsystem 

^ 7 * i u n 7 ^1 ? * ? 

eine eindeutig bestimmte Losung 1 ) 

Vi == D,(»; «; c), » t — 93, (*; a, b, c) (134) 

des Systems (128) ; welche folgende Eigenscliaften besitzt: 

1) Die Funktionen 

sind in dem Bereicli ^ 


X, ^ ^ X 2 , | a ~ | ^ d, | \ j ^ d, | c, - cf | ^ d (135) 

von der Klasse O' als Funktionen ihrer 2n + 2 Argumente 

2) Die Funktionen 2) t , 93^ geniigen den Anfangsbedingungen 



%(a-,a,b,c) = 6„ 

II 

(136) 

im 

ganzen Bereicli (133). 




3) Bs ist 




9.(*» a°,6°,c 0 ) -y,(»), 

93j (ic ; a 0 , 6°, c # ) — v,(a?) 

(137) 

in 

[Z X ZJ. 




4) Endlieh ist die Funktionaldeterminante 



3 (^i i i ? 

- + o 

* * 7 °n) 

(138) 

im 

Bereicb (135). 



Definieren wir jetzt die Funktionen 


so 

folgt nacb. b): a > b > c ) “ 

®)> 

(139) 


Die Funktionen 





*7 ^1; ; 

(140) 


~ S^(itJ; a, 6 1; • 

’ # ? c i? * ' *7 O 


geniigen den Fnler -Lagrange } schen Differentialgleichungen (I) im 
ganmi Bereich (135). Fur die Funktionen 2) z - gelten die Anfangs- 
bedingungen (136 t ) und (137 t ) und die Funktionen 2 ) 


*) Wii schreiben -wieder 

( a , 6, c) statt {a, b 19 * , b n> c x , * • , c„) 

2 ) Um zn zeigen, daB dies auch fur die Funktionen D", gilt, beachte 
man, daB aus V'orauasetzung 0) folgt, daB 

£(*,?),r,£)4=o ' (141) 

im Bereich (135), wofern die GrroBe d hinreichend klein angenommen wird. 
Daher gemigen die Funktionen g) a , £L auch den Differentialgleichungen (114), 
aus welehen die Behauptung unmittelbar folgt 
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k , s; 

smi afo FunMionen Hirer 2n + 2 Arguments von der Klasse O' im 
Bereich (135). 

Aus (125), (128) tind (139) folgen dann nock die Relationen 

= %> = F n+l (x,%W,Z)- cm 


Femer folgt aus den Gleickungen (136) durck Differentiation 


nacli b k und c k 


8% 

da 

~ %(*)> 

09. a 

8\ 

a 

Ft 

la 

db . 

= 0 , 



$ik) 


dc 1 


-o, 


(143) 


= 8 , 


iky 


wo in der Kronecker’schen Bezeichnung d tk = 1 oder 0, je nack- 
dem i = h oder 4 s & 

Endlich werden wir spater nock von der folgenden Relation 
Gebrauch zu maeken kaben 


^ d*F %% j a _^_ oj>£ 


dyjdyf dc k | dy; dc k 


as. 




a 


(143a) 


Darin sind die Argumente der partiellen Ableitungen von und F: 

(a, D (a), ?) ' (a)) , resp. (a, 2) ^a), 2) ' (a), £ (a)) . 

Man beweist (143 a), indem man die Identitat 

F n+l (a, b, W(a, b, c\ iT(a, &, <?)) — c t 
nach c* differentiert und dann von den Gleickungen 

b, c) — g # '(a; a, 5, c), JT/a, 6, c) — fy(a; a, 5, c) 
Gebrauck mackt. 


§ 73. Die Hamilton -Jacobi’sclie Theorie. 1 ) 

An die Entwicblungen des vorigen Paragrapken laBt sick un- 
mittelbar die ,, Hamilton- Jacob i'scke Theorie“ anscklieBen. Es kandelt 
sick dabei um eine Ausdeknung unserer friikeren Resultate liber das 
Extremalenintegral 2 ) und iiber die Hamilton’scke partielle Differential- 
gleickung 8 ) auf das Lagrange’scke Problem 


J ) Ygl. zum folgenden Encyklopadie , II A, p 343 (v Weber). 
2 ) Ygl. § 37, a) und b) 

8 ) Ygl. § 20, b), e) und d) 
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a) Die Funktion U(#; a, b , c): 

Wir betrachten unser Integral 1 ) 

J=f f(x,y,y')dx, 

genommen entlang der in § 72, e) definierten Extremalen 

y % — 8,(*j a > b > c ) 

von dem Punkt mit der Abszisse x = a bis zum Punkt mit der Ab- 
szisse x = Der Wert dieses Integrals ist eine eindeutige Funktion 
von l-Uybir ",c n , die wir mit U(i;a, &, c) bezeicknen, so- 

daB also 

£ 

U(l]a,b,c) = f f(x,%ty')dx, 


wofur wir auch schreiben konnen 

i 

n(6 ;a> 6,«)- / Fix, %W,Z)dx, 

a 


da die Fnnktionen den m Differentialgleichungen 

2)') = o (144) 

gentigen. 

Es sollen jetzt die ersten partiellen Ableitungen der Funktion U 
nacb ibren 2n + 2 Argumenten berechnet werden. Zunachst ist 

If - m % w)r i = Fix, % w, &)r £ - (i45> 


Femer ist, wenn a irgend eine der GroBen b % , c t bedeutet, in der Be- 
zeiehnung (120) 


8XL 

d 




die zweite Summe nnter dem Integralzeichen ist gleicb Null wegen (144); 
wendet man auf die iibrigbleibenden Grlieder die Lagrange’scbe par- 
tielle Integration an und beachtet, daB die Funktionen g),, & y den 
Differentialgleichungen (I) genugen, so erhalt man 


dec j£j L ! «+ i daJa 


*) Immer nnter Benutzung der im Emgang von § 68 verabredeten ab- 
kurzenden Scbreibweise. 
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und ebenso 


~ = y r f f, a 

da jSj L' n + i da, la * I ' 


Macht man jetzt von den Formeln (143) Gebraucb, so erbalt man 
fa ~2 (2 F ^.K~ f) j‘, 1 


= >T7 r, 3®, I* 

db 1 siLl + * dbj' 

0®,l* 


’—F. 


n + k I i 


-2 F - 


dU _ 

Xn + l ^c 7 _ 


(146) 


Darin sind die Argumente der Funktionen F und F n+i vor Aus- 
fiibrung der Substitufcionen x = % und x - a: (x,% g)',£). 


b) Konstruktion einer Extremalen durch zwei gegebene Punkte: 

Es seien jetzt A 0 (a°, b\, . 6«) und P 0 ( |°, r,\, . . , ,«) zwei Punkte 

der Extremalen 1 ) ©* Wir wahlen in der Nabe von A 0 , resp P 
zwei beliebige Punkte A (a, 6 1? . . b n ), resp. P(g, . . , V J, und stellen 
uns die Aufgabe, von A nacb P eine Extremale © zu konstruieren. 
Setzen wir diese Extremale in der Normalform von § 72, cl an: 

y.— D.O; f>, c), 

so ist die erste Forderung, daB © dureb A geben soli, stets erfiillt. 
Es bleiben also nur die n Parameter c, so zu bestimmen, daB © aucb 
dureb den Punkt P gebt, d. b. so daB 

bj c) — t] t . (147) 

Da die beiden Punkte A 0 und P 0 auf der Extremalen @* liegen, 
so werden diese Gleiebungen nacb (137) befriedigt dureb das spezielle 
Wertsystem: % = |°, 17, — ij®, a = a 0 , b t = b° t , c, - cf. Daber konnen 
wir nacb dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleiebungen (147) 
in der Umgebung dieser Stelle eindeutig nacb c 1} . . ., c n auflosen, 
wofern an dieser Stelle die Funktionaldetermmante der Auflosung von 
Null versebieden ist. Sobreiben wir allgemein die Determinante 


gg),(a;; a , 6,c) 


dc. 


= 6, <0» 


so lautet die fragliebe Bedingung 2 ) 
© (|°; a 0 , b°, e°) =)= 0 . 


(148) 

(149) 


*) Vgl wegen der Bezeichnung § 72, b). 

2 ) Wie -wir spater (§ 75, a)) seben werden, bedeutet dieselbe, daB die beiden 
Punkte A 0 und P 0 Icein Paar lonjugierter Punkte (im weiteren Sum) von sein diirfen. 
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Wir setzen diese Bedingung als erfullt yoraus und erbalien dann eine 
eindeutige Losung der Gleicbungen (147) 

(*l 3=8 • * •> Vu • * •> 

wofur wir wieder kurz schreiben; es ist dann also, iden- 

tisch in den. Yariabeln (a, 6 ; l, q)‘ 

9 .( 650 , 6 ,®)-%, (150) 

und die Extremale @ durcb die beiden Punkte A. und JP 1 st dar- 
gestellt durch die Gleicbungen 

®: y, — 9.(*j a > l > ®) = 9.(*i & ’f) • ( 151 ) 

Die bierdurcb definierten Funktionen t ) 4 genugen nach (136) und (150) 
den Anfangsbedmgungen 

9,(«; a, l, I, ij) = &„ “Vr (152) 

Ferner ergeben sieh aus (150) durcb Differentiation nacb den GroBen 
6 , a, i>t die Relationen 

. #**\ rw » 

( 03+2 

2 

( t )+2 
( t )+2 

Dabei bedeutet wieder das Kronecker’sclie Symbol, und die 
Hammer () soil andeuten, daB die Argumente der eingeklammerten 
Funktionen smd: (£;<*,&, 6 ). 

Der Bxtremalen (151) sind einerseits die m Multiplikatoren 

Ip — (*; a, h = 1 * 0 ; «; h > % n) 

zugeordnet, welcbe zusammen mit den Funktionen den Differential- 
gleicbungen (I) genugen, und andererseits die n Funktionen 

v % — ».(*; 5, ©) s »,0; a, 6, 6, n), 

welcbe zusammen mit den Funktionen t), dem kanoniscben System (131) 
geniigen 

Zwiseben den Funktionen l) t? t)' ; 1 /#; besteben nacb (139) und 
(143) die Beziebungen 

bi ^ ~ * 0 ? ssas + *(?&} ^ J 0 * ( 1 ^ 4 ) 
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Endlich geniigen die Funktionen nacL. (136) den Anfangsbedingungen 

*>.0 ; a , h % v) - ®,(«> &; 5; v) ( 155) 

c) Die allgemeinsten Hamilton’schen Formeln: 

Wir betrachten jetzt das Integral J, genommen entlang der so- 
eben bestimmten Extremalen © vom Punkt A naeh dem Punkt P. 
Dasselbe ist eine eindentige Funktion der Yariabeln a, b x , . . b n - 
I, Vi> ■ ■ •; Vn> die wir mil 

2B (»,&!, • •, I, r n , . . 7/ n ) oder kiirzer 2B(a, b; 17) 


bezeichnen und das Extremalenintegral vom Punkt A nach dem Punlct 
P nennen; dasselbe ist identiscb mit Hamilton’s 1 ) „Princijnal Function". 
Aus der Definition der Funktion 11 von § 73, a) folgt, daB 

SB (a, 6; £, 17) = U(§; a, l, ©). (156) 

Es sollen jetzt die partiellen Ableitungen der Funktion SB be- 
reclmet werden. Zunachst folgt aus (156) 


m _ /8U\ ’srr/ au N as, 

at “Us/ + ^j\ 8 c { ) a i ? 

a sb ^sn/au\ as, 

a»n Vac,/ av 

i 

a as _ / au \ \ 2®, 

da “ U a) ^ 2j\de.) da ’ 

i 

a2B / _0U ' \ \n(8U\ C% 

d\ \dbj + 2 j\8cJ cb k ’ 


(157) 


wobei die Klammer () die in Absatz b) defimerte Bedeutung hat. 

Ersetzt man hienn die partiellen Ableitungen von 11 durch lhre 
Werte (145) nnd (146) und macht von den Relationen (153) G-ebrauch, 
so erhalt man nach emfacher Rechnung die folgenden Ausdriicke fur 
die partiellen Ableitungen des Extremalenintegrals 

[ (i58) 

d -f a - - f{a, Jj(a), +2$. (a) F n + . (a, t) (a), t)' (a), 1(a)), 

= — F n+ k (a, t) (a), b ' (a), 1(a)) . 


x ) Philosophical Transactions, 18B5, Part I, p 99 
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Dies sind die Hamilton 3 schen Formeln in ikrer allgemeinsten Form. 
Man kann denselben nodi eine andere Gestalt geben, indem man mittels 
der Gleichnngen (154) statt der Funktionen 1 ^ die Fnnktionen t> { 
einftibrt. Macht man dabei noch von den Gleichungen (152) nnd 
(155) Gebrauck, so erhalt man 




m 

dr]k 


»*(£), 


gas 

da 




as® 

dh 




(159) 


wo JS die durck die Gleickung (129) oder (129 a) definierte Funktion ist. 

Durck Elimination der Funktionen &*(£), resp. ergibt sick 
kieraus der folgende Satz von Hamilton 1 ): 

Das JExtremalenintegra l SB geniigt jeder der beiden folgenden par - 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 


m 

da 


328 . rr/fc 

jjr + H {%> Vi> • 
- H(a, . , 


K 


•> Vn> 0 Vi 

038 


338 am _ 0 

«> ’ ' # > S'* ) v > 


db x } 


’ dyj 
d m 
' di. 


nf 


0. 


(160) 


Dies sind die beiden zum kanonisdien System (131) gehorigen 
Hamilton’ schen partiellen Differentialgleichungen . 

Ans der ersten derselben folgt, daB die partielle Difterentialglei- 
chung 

ai + • • •> fln ’ av • • •> ff) “ 0 

befriedigt wird durck die Funktion 

* = SB (a, t, 7] if . . ri n ) + c (162) 

und zwar bei beliebigen Werten der Konstanten a, b l} . . b n , c. 

Es lafit sick aber welter zeigen, daB diese Funktion uberdies ein 
sogenanntes „vollstandiges Integral ua ) der partiellen Differentialglei- 
ckung (161) ist. Hierzu ist nack der allgemeinen Tkeone 3 ) der par- 

*) Hamilton, loc cit. p 100 Hierzu die XJbungsaufgabe Nr. 9 am Ende 
von Hap XIII 

2 ) Sieke z B Goursat , Legons sur V integration des equations aux derive cs 
partielles du premier oidre (1891), Nr. 42 

3 ) Ibid Nr. 44. Die Konstante a ist hierbei als eine nuinerische Konstante r 

&!, , b n als variable Parameter anfzufassen. 
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tiellen Differentialgleicbungen erster Ordnung notwendig und bin - 
reicbend, daB mindestens eine Determinante n - ten Grades der Matrix 

j a 9 s® a 8 ® a s ss ■ 

: aedbi’dthdw d v »db k i\ 

(*-1,2, ...,») 

nicbt identisch verscbwindet. Da aber nacb (160j) 

8 2 as "Sissr 8*ss 

21 3b k 3v, dri t db k ’ 


so reduziert sich diese Bedingung darauf, daB die Determinante 


_1!*L * 0 

. 3*l t 3fa W 

Nun ist aber nacb (159 4 ) 

a 9 aB = as* 

3%3b k drii ’ 

und aus (153 2 ) folgt, daB die Determinante 


(163) 


ae*| 
2*1, I 


+ o 


in der Umgebung der Stelle « 1°: g® rf). Daber ist die Bedingung 
(163) stets erfullt, und der Ausdruck (162) ist also in der Tat em 
vollstandiges Integral der partiellen Differentialgleicbung (161). 

Sobald also das allgemeine Integral des kanonischen Systems (131 ) bekannt 
ist, Jcann man durch eine Quadratur ein vollstandiges, und daher auch das 
„allgemeine“ l ) Integral der partiellen Differentialgleicbung (161) erhalten. 

Umgekebrt gilt der folgende Satz von Jacobi 8 ): 

Ist 

* = w ( x > Vi , ■ ■ ■> y*,Pi, ■ ■ ■, PJ + e (164) 


irgend ein vollstandiges Integral der partiellen Differentialgleicbung 


dj_ 

dx 


+ s ( x , Vi, • - y n > 


8W 
SVi ’ ■ 



so ist das allgemeine Integral des hanonischen Systems (131) gegeben 
durch die 2n Gleichungen 


■■ 7i, 


(165) 


3W = 8W 

dVk Vk ’ 3 fa " 

wob&i die y k willlmrliche Konstanten bedeuten. 

Beide Satze zusammen zeigen, daB die Integration des kanonischen 
Systems (131) und die Integration der partiellen Differentialgleichung 
(161) aquivalente Probleme sind. 


*) Siehe z. B Gotjrsat, loc. cit Nr 42 

2 ) Vorlesungen uber Dynamik , 19 und 20 Vorlesung; vgl auck C, Jordan, 
Cours d’ Analyse, Bd III, Nr. 258 



ZwOlftes Kapitel. 

Weitere notwendige, sowie Wnreichende Bedingungen heim 
Lagrange’schen Problem. 

§ 74. Analoga der Bedingungen von WeierstraB und Legendre. 

In diesem Kapitel sollen zunacbst die den Bedingungen von 
Legendre, Jacobi und Weierstrass entspreehenden Bedingungen 
(H), (III), (IV) fur das Lagrange’sche Problem aufgestellt werden. 
Wir werden diese Bedingungen zuerst obne Benutzung der zweiten 
Variation ableiten, mdem wir mit der WeierstraJB’schen Bedingung 
beginnen und daraus die Bedingung (II) herleiten (§ 74), wahrend 
sich die Bedingung (III) aus einer Verallgemeinerung des Enveloppen- 
satzes ergeben wird (§ 75). Alsdann werden wir, wenn aucb nur 
kurz, auf die Tbeone der zweiten Variation eingehen, teils ibres 
groJBen bistorischen Interesses wegen, teils weil dieselbe, wie sicb 
berausstellen wird, zur Vervollstandigung der vorangegangenen Tbeone 
der konjugierten Punkte unentbebrlicb ist (§ 76). 

Den Abschlufi des Kapitels bildet dann die Aufstellung bin- 
reicbender Bedingungen auf Grund des allgememen Hilbert’scben 
Unabhangigkeitssatzes (§ 77) und die Tbeorie der Mayer’scben Extre- 
malenscbaren (§ 78). 

Wir bescbranken uns dabei durcbweg auf den Fall des „Funk- 
MonenproUems“ mit festen Endpunkten bei welcbem samfliche Neben- 
bedingungen Bifferentialgleichungen sind. 1 ) 

Ferner macben wir iiber die Extremale @ 0 dieselben Voraus- 
setzungen A), B), C) wie in § 72, b), fugen denselben aber nocb eine 
weitere Voraussetmng D) hinzu: 

*) Der einzige Fall, welcher aufierdem bisher vollstandig durchgefuhrt 
worden ist, ist das r'aumlicbe Variationsproblem obne Nebenbedingungen, 
welcbes kiirzlich Mason und Bliss eingebend behandelt haben, und zwar in 
Parametexdarstellung bei festen und bei variabeln Endpunkten, Transactions 
of tbe American Mathematical Society, Bd. IX (1908), p. 440, vgl. aucb 
die Dissertation von Xadeschda Gernet (Gottingen 11)0*2), die dasselbe Problem 
mit x als nnabbangiger Variabeln bei festen Endpunkten behandelt. 
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D) Die Extremale ©* soli sich in Beziehung anf jedes no eh so 
kleine Teilinteryall [y 2 ] des m § 72, h) definierten „Regularitats- 
intervalls“ 

x\ < x < 

normal verhalten (§ 69, d)) ; d. h. das emzige System yon m Funfe- 
tionen A 2t . . ., welche in [§ x § 2 ] yon der Elasse C' sind und 
den n linearen Differentialgleichungen 


genu gen , ist 

^o, A 2 = 0, A w = 0 in [gJJ. 

Wir drucken diese Voraussetzung nach y. Escherich 1 ) dadurch 
aus ; daB wir sagen, es soli der , : Hauptfall c ‘ des Lagrange’schen 
Problems yorliegen. 

In den Voraussetzungen A) bis D) ist enthalten, daB die Kon- 
stante ? 0 von §69 den Wert 1 hat, sodaB also in den Euler’-Lagrange- 
schen Differentialgleichungen 

F = f + 

zu setzen ist. P 


_d_ <J<Pj 
dx dy' 


1 , 2 , 


a) Die Weier straB’sche Bedingung 2 ): 

Znr Herleitung der WeierstraB’schen Bedingung wahlen wir 
auf der Extremalen @ 0 zwischen P, und P 2 einen heliebigen Punkt P s . 
Es folgt dann aus der Voraussetzung C), daB im Punkt P 3 mindestens 
eine Determinante mteu Grades der Matrix (43) von § 69 von Null 
yerschieden ist; es sei etwa 


d (vv ■ • . y'm) 


( 1 ) 


Diese Determinante ist dann auch noch in einer gewissen Umgebung 
des Punktes P 3 yon Null yerschieden. In dieser Umgebung wahlen 
wir auf @ 0 und vor P 3 einen Punkt P 0 . Wir ziehen da.nn durch P 3 
eine beliebige Kurye ___ 

®: ?.-&(*) 


*) Ygl Wiener Berichte, Bd. CYIII (1899), p 1290. 

2 ) Zuerst von Hahn auf etwas anderem Wege abgeleitet, vgl. Monatshefte 
fur Mathematik und Physik, Bd XYII (1906), p. 295; fur den Pall end- 
licher Bedingungsgleichungen ist die Ausdehnung der Weierstrafi’schen Be- 
dingung auf das Lagrange’sche Problem schon vorher von Runio gegeben worden, 
vgl. Yierteljahrsscbrift der Naturforscbenden G-esellschaft zu Zurich, 
Jabrgang XLIII (1898), p. 340 
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der Klasse G\ welcbe den m Differentialgleidbungen 1 ) 

(f> 9 ix, y(%), y'{x)) = 0 

geniigt, und fur welclie das Wertsystem 

^1(^3); * * *; Vn( X 3); * * •; ^(^3) ( 2 ) 

ganz im Innern des Bereiches % von § 69 liegt. Wie sich au s den 
Existenztheoremen tiber Differentialgleicbungen ergibt, 1st dies stets 
moglieli, und wir konnen die Werte 

i/ 1 0*3), . , y'n{% 3) 

beliebig vorscbreiben, vorausgesetzt ; daB fiir das Wertsystem (2) 
mindestens eine Determinante mien Grades der Matrix 

j 8 V? 

I %y\ 

Yon Null yersclneden ist. 

Es sei jetzt P 4 derjenige Punkt von dessen Abszisse den 
Wert « co z — a hat, unter a eine kleine positive GroBe verstanden. 
Dann konnen wir stets, und zwar fiir beliebige, hinreichend kleine 
Werte von a, eine Kurve 

y. -£(*,«) 

von den erforderliclien Stetigkeitseigenscbaften konstruieren, welclie 
durch P 0 und P 4 gebt: 

y .(* 01 *) — y.Wi * — &OO, (4) 

sick fiir a — 0 auf (£ 0 reduziert: 

y t (x, 0 ) = V t (x), 

und den m Differentialgleicbungen 

cp^x. y(x,e),y'{x,£)) = 0 

geniigt. 

2am Beweis dieser Behauptung verfahren wir ganz ahnlich wie in § 69, a), 
Wir w&hlen n(n — m) Funktionen 2 ) fljJ l+r (£ c) von der Klasse C", welcbe samtlich 
in x 0 verschwinden, sonst aber willkiirlicli sind, und setzen 

-h r *n * 9 i * * i s n) “ y m + r ( x ) J T^ e k r im + 7 0*0* 

A 

Alsdann konnen wir nach § 24, e) m Punktionen 

V<x ” 1 *1 e n) 

*) Wir benutzen dieselben abkiirzenden Bezeicbnnngen wie in §§ 68 und 72. 
*) Wegen der Bedeutung clei Indizes vgl die Verabredung im Emgang 
von § 68. 


^ === 1, 2, . , $?, 
d = l,2, . m, 


(3) 



von 
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den dort angegebenen. Stetigkeitaeigenscliaften bestimmen, welche mit den 
Funktionen Y m + r zusammen den m Differentialgleicbungen 

cppix, Y, Y') = 0 

und den Anfangsbedingungen 

Y a ( A ■ >°) = °> («o > s l , • £ n) = y a (Ail 

genu gen. 

Gelingt es nun, die Grofien 6 X ,. ,,e n so als Punktionen von e zu bestimmen, 
daB sie den n Gleichungen 

T t (* = (5) 

mit der Anfang^bedingung . = 0, , = 0 fur 6 = 0 genugen, so besitzt die 
Knrve 

y^ = h (e)i • • , 8 n («)) s y, (xe, e) 
alle verlangten Eigenschaften 

Eine solcbe Bestimmung der 6 t ist nun aber in der Tat stets moglich 
Denn da nach der Konstruktion der Enrve § 

2/ife) = 2/> 3)7 (6) 

so werden die Gleichungen (5) durch das Wertsystem s — 0, = 0, , £/j = o 

befnedigt, und uberdies laBt sich zeigen, daB die willkurlichen Punktionen 

im -j- 1 

sich so wahlen lassen, daB die Punktionaldetermmante der Auflosung von Null 
verschieden 1st Zum Beweis bemerken wii zunachst, daB die durch die Glei- 
chungen 



definierten Punktionen 77* den Differentia] gleichungen 



und den Anfangsbedingungen 

7 l«( a! o) = 0 

genugen, woraus wie m § 69, b) folgt, daB die Punktionen tj* nur von den Punk- 
tionen nut demselben obeien Index abhangen und nach Wahl derselben 

eindeutig bestimmt smd. 

Da ferner nach unserer Yoraussetzung D) die Extremale (£ 0 sich in Be- 
ziehung auf das Intervall [# 0 a? s ] normal verhalt, so folgt nach § 69, d), daB sich 
die Punktionen t rf mJirr so wahlen lassen, daB sie in x z verschwmden , und daB 

fur die hiernach in der eben angegebenen Weise bestimmten Punktionen yf die 
Determinante 

|^^s)|4=0- (7) 

Wahlt man jetzt schlieBlich noch die Punktionen 71™ f 5 so, daB 

< + fa) = *r.' 

unter $ rs wieder das Kronecker’sche Symbol verstanden, so reduziert sich die 
Bolza, Vanationsrecknimg 


39 
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fragliche FunMionaldeterminante auf die Determinante (7), womit unsere Be- 
hauptung bewiesen ist 

Nachdem so eine Schar von zulassigen Variationen von den ge~ 
wiinschten Eigenschaften hergestellt ist, betrachten wir das Integral J 
vom Pnnkt P 1 entlang @ 0 bis Po, von da entlang E bis dami 
von P 4 entlang © nach P 3 und endlich von P 3 entlang © 0 bis P r 
Den Wert desselben als Funktion von e bezeichnen wir nrit J(s). 
Da sowohl die Funktionen y t (x) , als y t (x, s), als y^x) den Differential- 
gleichungen 9?^*= 0 geniigen^ so konnen wir J(e) aucb. scbreiben 

x Q x 4 x z x % 

J (s) ™ fFdx + fFdx + fjFdx + j Fdx, 

x x x 0 x 4 x z 


wobei die in F, resp. F nnd F vorkommenden Funktionen die zur 
Extremalen © 0 gehorigen Mnltiplikatoren sind 

Beachtet man jetzt Grleichung (6) sowie die aus ( 4 2 ) folgende 
Relation 


~ da 



£(**«) ---»i (**)> 


so erhalt man nach einfacher Rechnung unter Anwendung der La- 
grange’schen partiellen Integration und nnter Benntzung der Be- 
zeichnung (120) von § 72 : 

J'( 0 ) = F(x,y(x),y\x),Mx)) — F(x,y(x),y'(x),l(x)) 

— y\{x))F n+ X x >y&\y’ &)> ^ («))!*’• 


Definiert man daher die WeierstraB’sche 8-Funktion fur das 
vorliegende Lagrange’sche Problem als Funktion ihrer Zn + m + 1 
Argnmente 

Vl f * * * ; Vn? UPl ) * * * > Pn > Pi ; * * J Pn) ^1 f * * •> 
durch die Grleichung 

&(x,y\v,p\p) = F{ x ,y,pA)- F( x ,y,p,P)-2{$i-v^Fn +i ( x ,y,FP)> ( 8 ) 

4 

so folgt hieraus der Satz 1 ): 

Soil die Extremale @ 0 ein starkes Minimum fiir das Integral J 
mit den Nebenbedingungen <Pp = 0 lief cm, so mufi 

&(x, y(xv,y'(x),p-, l{x)) ;> 0 (IV) 


a ) Ygl, Hahn, loc cit., p. 303 Hier, wie bei alien folgenden Satzen -fiber 
das Lagrange’sche Problem, sind stets die Yoraussetzungen A) bis D) noch 
hinzuznfugen. 
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sem fur jedes x im Intervall \x 1 xf\ und fur jedes endliche Wertsystem 
p 1} . . p n , welches den JBedingungen 

(p^x.yixlf) = 0 (9) 

gemigt, und fiir welches der Dunkt (x,y(x),p) im Innern des Sereiches 
“S' liegt und mindestens einer Determinants mien Grades der Matrix (S) 
einen von Null verschiedenen Wert erteilt 

b) Die Clebscb’scbe Bedingung: 

Aus der Weierstrafi’scben Bedingung laBfc sicb nun leicbt die 
der Legendre’scben entsprecbende Bedingung (II) ableitem 1 ) 

Dazu mussen wir zunacbst den folgenden Hilfssatz beweisen: 

Es sei irgend ein System you GroBen, welcbe den 

m Gleicbungen 

0 ( 10 ) 


^ dy'i 


den m Gleicbungen 
( 11 ) 

( 12 ) 


gentigen. Alsdann kann man stets n Funktionen p t (s) bestimmen, 
welcbe in der Umgebung der Stelle s = 0 von der Klasse C" sind ? 
fur beliebige, binreicbend kleine Werte von j s | 

9 — o 

und den Anfangsbedingungen 

genugen. &(°) = °> #(°) = & 

Die Argumente von d cp^j c y[ sind dabei (x 3 , y(pf) ) y\xff) 

Zmn Beweis definieren wir zunacbst 

-P«3-fr(^) !sas Pm + rfas) £& m + r' 

Dann konnen wir nacb dem Satz iiber implizite Funktionen die m 
Gleicbungen 

• • v y n &a)>Pt, ■ ■ vPmtPm+iVh ■ • •> JP„W) — 0 
in der Umgebung des Wertsystems £ = 0, p x = y\ (x z ), .. .,p m -= y' m (x a ) 
emdeutig nacb p 1} . . .,p m auflosen. Denn die Gleicbungen werden 
durcb dieses spezielle Wertsystem befriedigt, und die Funktionaldeter- 
minante der Aufiosung ist nacb (1) you Null verscbieden. Wir er- 
balten daber eine Losung p a = p a (e) der verlangten Art, you der nur 
nocb zu zeigen ist ? dab sie aucb der Bedingung (12 g ) geniigt. Diffe- 
rentiieren wir die in s identiseben Gleicbungen (11) nacb s und setzen 
dann e = 0 ; so erbalten wir 

) + yJ%Lt =0 

+ Zj d y' M + P^r », 

*) Vgl. Hahn, loc. cit. p. S03. Dex Be-weis von Hahn ist ubrigens durcb 
den bier gegebenen Hilfssatz zu erganzen 


39 * 
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woraus durcb Y ergleicb mit (10) wegen (1) folgt, daB: p a {fS) = £ a) 
womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Wegen (11), (12 t ) unci (1) muB nun im Fall eines Mmimums 
die WeierstraB'scbe Bedingung 

fur alle binreicbend kleinen Werte von \s\ erfxillt sein. Bezeichnen 
wir die lrnke Seite als Funktion yon £ mit E(s), so ergibt eine ein- 
fache Recbnung unter Benutzung von (12): 

m-O, B'lfS)- 0, £"(<>) 

Da nach dein Taylor'schen Satz 

+ (*)]» 

so folgt bieraus der Satz: 

Fur ein Minimum des Integrals J mit den Nebenbedingungen cp* = 0 
ist weiter notwendig ) da/3 in jedem Punkt des Extremalenbogens ® 0 

t, K 

fiir alle den m G-leichungen 

2 ^.-° ( 13 ) 

geniigenden Wertsysteme der Gr often 

Dabei sind die Argumente der zweiten Ableitungen von F: 
(x } y(x\ y\x\ l(x)), diejenigen yon dq)p['cy[: (x, y{x) } y\x)). 

Wir werden diese Bedingung die „Clebsch } sche Bedingung nennen, 
da sie zuerst von Clebsch 2 ) gegeben worden ist ; und zwar mit Hilfe 
der zweiten Variation. 

In der Tbeorie der quadratischen Formen wird gezeigt 3 ), daB die 
Bedingung (II) damit aqui valent ist, daB unter den Wurzeln der 
Gleicbung 

*) Das Summationszeichen ^ bedeutet bier und m der Folge stets die 

tal 

2 ) Journal fur Matbematik, Bd LV (1858), p. 254. Vgl. aucb unten 
§ 76, f). 

s ) Weierstrass, Vorlesungen uber Variationsrechnung 1879; C. Jordan, Corns 
d } Analyse, Bd III, Nr. 392. 
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‘ 

R>lny 

■^li y ' 

' y 

L lm 




-®21 ? -^22 Qy 

y 

■®2 ny 

-^21; 

'y 

^2 m 

1 


g(q) = 


y 

JR - 

/in 

~ Q> ^nlt 

’y 

T 

^ nrn 

= 0, 

(14) 


i-^ll 9 -^21* 

y 

Lnl, 

0, ■ 

' y 

0 




■Atm? Am) 

y 

Adi? 

0, • 

* y 

0 




welche bekanntlich alle reell sind 1 ), sick keine negativen befinden, 
wobei zur Abkurzung 


• _£LL._p ^ r 

gesetzt ist. ^V^Vi a ’ h % P 

Fur q = 0 reduziert sicb die Determinante G(q) auf die Determi- 
naute _R von § 72 ; a) ? die nacb Yoraussetzung C) eotlang (£ 0 von 
Null verschieden ist. Somit kann unter den Wurzeln der Gleichung 
(14) die Null nicht vorkomraen Das hat zur Folge, daB unter der 
\ oraussetzung C) die Bedmgung (II) ; wenn uberhaupt ; nur in der 
stilrkeren Form 

> 0 ( n 0 

*, K 

fur alle den Gleiobungen (13) geniigenden, niebt samtlicb verscbwin- 
denden Werte § x , g s , • • ,% n erfullt sein kann. 

Da die Wurzeln der Gleichung (14) samtlich reell sind, so er- 

x ) Siehe Gundelfinger in Hesse, Analytische Geometne des Eaumes (1876) 
P 518; Weierstrass, Vorlesungen uber V ariaUonsrechnung 1879 Den folgenden 
einfachen Beweis verdanke ich Herrn Lowy: 

Ist q eine Wurzel der Gleichung (14), so gibt es w + m reelle oder kom- 
plexe GroBen x % ,x 2 ,* ,x ni y x , y^ • • •, y m , welche nicht alle gleich Hull sind 
und den n m Gleichungen genngen 

&n x l + R’iz x 't + * + &in x n J T L 'ziyi+ L izV 2 + * = 

E 1(i x x + + • -f- L n pX n == o 

Dabei konnen wegen (1) nicht alle GroBen x t gleich Hull sem 

Es seien jetzt x % , y^ die zu x t , y ^ konjugiert imaginaren GroBen; dann folgt, 
indem vvir die % te Gleichung mit x t , die ( n -|- j3) te mit y mnltiplizieren und 
dann addieren, " 

E t k%k x i 4 “ x %yp) — 9 

tik z,p( i 

Da E^ JL reell sind, und E^—E^, so ist die linke Seite reell; da 
uberdies auch J5£x t x t reell und von Hull verschieden ist, so folgt, daB q reell 
sein muB 



610 


Zwolftes Kapitel Lagrange’sches Problem. Foitsetzung. 


gibt sick aus der Descartes’schen Regel ein sehr einfaeh.es MitteJ, 
um zu entscheiden, ob die Bedmgung (II*) erfullt ist: Man ordne die 
ganze Funktion G(q) nach absteigenden Potenzen von alsdann 
mussen die Koeffizienten der so erhaltenen ganzen Funktion ab- 
wechselnde Yorzeichen haben 


§ 75. Die Kneser’sche Theorie der konjngierten Punkte beim 
Lagrange’schen Problem. 

Wir werden in diesem Paragraphen nach dem Vorgang von 
Knesee den Enveloppensatz von § 44, c) nnd § 62, d) auf den Fall 
des Lagrange’schen Problems ausdehnen und daraus die der Jacobi- 
schen Bedingung entsprechende Bedmgung (III) ableiten. Wir halten 
dabei an den Yoraussetzungen A) bis D) von §§72 und 74 uber die 
Extremale @ 0 fest 

a) Definition des konjngierten Pnnktes; 

Wir gehen aus von der Betrachtung der Gesamtheit 1 ) der JEcctre- 
malen durch den AnfcmgspunB P x (x u y lx , • • y nX ) des Extremalen- 
bogens @ 0 . Dieselbe bildet eine w-parametrige Schar, die sich nach 
den Resultaten von § 72, e) mittels der Funktionen 2)^ in der folgenden 
Normalform darstellen lafit: 


y t = &(*» x t , i Jn , ■ • •, y nl> c lt ■ ■ ■, c n ) ~ Y { (x, c, , • • ■, c„), (15) 

mit c lt ■ • o n als Parametern. In der Tat ist nach Gieichung (136,) 
ron § 72 

■ ■ ■, c n) = y ti > (16) 

■worans sich durch Differentiation nach c k ergibt 


Hi 

dc k 



(17) 


Die Schar (15) enthalt die Extremale (£ 0 und zwar in der Be- 
zeichnung yon § 72, Gieichung (122), fur: 


c i = «i(«i) ® = »,(*i) ~ 6®, 

sodaB also 

r. (*><$, •••><© — &(«)■ 


x ) Streng genommen handelt es sich nur um Extremalen, die zu soldi en 
Losungen der Differentialgleichungen (I) gehoren, welche nur wenig von der 
Ldsung ( 119 ) von § 72 abweichen DaB die Gleichungen ( 15 ) alle diese Extremalen 
darstellen, folgt daraus, daB nach Gieichung ( 143 ) von § 72 die Determmante 
rnjdh f von Null verschieden ist 
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Die Funktionaldeterminante der Schar bezeicbnen wir mil 


c ir-;c n ) 

Es folgt dann aus (17), daB 


3 ( r x , --.tj 
■ ,e„) 


c u ■ c n ) = 0, 

insbesondere also aucb. 

■ • •, eg) = 0. (18) 

Wir wollen nun die Annabme macben, daB der Punkt x x ein 
isolierter Nullpunkt der Funktion JD(x, c\, ■ ■ ., c“) ist, d. h. daB sich 
eine Umgebung von x x angeben laBt, in welcher diese Funktion, ab- 
geseben vom Punkt x 1; von Null versebieden ist Es wird sieb spater 
zeigen 1 ), daB dies in Wirklicbkeit keine weitere bescbrankende An- 
nabme, sondem erne Folge unserer bisbengen Voraussetzungen A) 
bis D) ist. 

Es folgt dann, daB entweder 2 ) 

D(x, c«, • , c«) 4= 0 fur x t < x < xl 

oder aber, daB es zwiscben x x und a;* emen zunachst 3 ) auf x t 
folgenden Nullpunkt x[ dieser Funktion gibt, sodaB also 

D(x x , cj, • • •, eg) = 0, 

D(x, t\, ■ • •, eg) + 0 fur x 1 <x<x' l . ^ 

Im zweiten Fall beiBt der dem Wert x = x' entsprecbende Punkt 
Pj der Extremalen @ 0 wieder der zu P x konjugierte Punkt. 

Die Funktionaldeterminante D laBt sicb aucb als Determinante 
2wter Ordnung scbreiben; definiert man namlich nacb A. Mayer 4 ) die 
Funktion A (x, x x ) durcb die Determinante 


39. 

% d% 


x x 

8% 

a? x 


’ ' d\ 

’ 8c t 

7 * 

"’Sc n 


39, 

|» 39., 

\* dV, 

la? 


1 * 

db t j 


1 ’ dci\ 

7 

"’9c„ 



( 20 ) 


(* — 1, 2 , ' • -7 »), 


wobei m den partiellen Ableitungen der Funktionen s 2) t (x ; a, b , c) nacb 


x ) Siehe § 76, g) Sind die funktionen / und cp * analytisch und regular 
im Bereicli 7 p, so ist diese Annahme damit gleichbedeutend, daB 2) (a?, *,e®) 

nicht identisch verschwinden soil. 

2 ) Wegen der Bedeutung des Zeichens sc% siehe § 72, b). 

3 ) Ygl. den am Ende yon § 61, b) erwahnten Hilfssatz uber stetige Funktionen. 

4 ) Journal fur Mathematik, Bd LXIX (1868), p 250. 
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der Differentiation a = as,, \ = y n , ■ ■, \ = y nl , c x = c\, • • c a - c» 
zu setzen ist, so ist 

eg, ■ ■ e°) = A(#, a x ), (21) 

wie sieb unmittelbar aus den Grleichungen (143) yon § 72 ergibt. 

In dieser Form A wird uns die Determinante in der Tbeone der 
zweiten Variation wieder begegnen; man pflegt sie die Mayer’sche 
Determinante zu nennen. 

Geht man yon der Normalform (15) der Extremalenscbar durcb 
den Punkt P 1 zu emer andern Darstelhmgsform iiber, indem man an 
Stelle der Parameter c } , • • •, c n andere n unabbangige Parameter ein- 
f&brt, so wird die Funktionaldeterminante D(x, c u • * *, c n ) der Schar 
nacb bekannten allgememen Satzen iiber Funktionaldeterminanten nur 
mit einem konstanten, nicht yerschwmdenden Faktor multipliziert 
Dasselbe gilt yon der Determinante A (#,%), w enn man yon den 
? ,kanoniscben Konstanten“ b 19 • • •, b n , c 1} • • , c n zu beliebigen anderen 
Integrationskonstanten iibergebt. 

Ftir die weitere Diskussion werden wir die beschrdnlende Annalmie 
macben, daft im konjugierten Punkt, falls ein soleber existiert, 

* * *> <S) + 0. (22) 

Dann konnen wir nacb dem Satz iiber implizite Funktionen die Grleichung 

*>{ x , Ci, * * •, O « 0 

m der Umgebung der Stelle x — c n emdeutig 

nacb x auflosen 1 ). Die Losung sei 


sodafi also 
identiscb in c 1} 


x S( e i, ‘ • *; c n ), 

Ci, • • *, O - 0 

• c n und 


£ 0 ?> •*•><$)- <■ 

Es besitzt dann aucb jede der Extremalen @ 0 benachbarte Extremale 
(c) der Scbar (15) einen zu P x konjugierten Punkt, und die Abszisse 
desselben ist j(c 1; • • •, cj. 

Den geometriseben Ort dieser konjugierten Punkte, d. b. also die 
M-f'aeb ausgedehnte Mannigfaltigkeit 

— * “ ■ ■ ■> c n), y t - r,(s, Cl , • • o 

*) Dabei^mussen wir allerdings vor aus setzen, daft auch die zweiten Ab- 
leitungen d i Yjdc^ dc 3 existieren und stetig smd; das wird nacb p 178, Zusatz I 
sicber der Fall sein, wenn wir die nrsprunglichen Yoraussetzungen von § 69 
nber die Funktionen f und <p^ dahm verscbarfen, daB dieselben im Bereicb % 
von der Klasse Civ sind. ‘ 
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im Raum der Variabeln x, y n konnte man die J} jBrennhyper- 

flache u der Scliar (15) nennen Es lassen sicli fur dieselbe abnlicbe 
Betrachtungen anstellen, wie im Fall des isoperimetrischen Problems 
(§62,b;). 

b) Das ausgezeicbnete ExtremalenbiisoM durcli den Punkt P 1 : 1 ) 

Wir greifen jetzt aus der «-facb unendlichen Extremalenscbar (15) 
eme einfaeb - unendliclie ; die Extremale @ 0 entlialtende Scliar (ein 
„Biiscbel“) beraus, indem wir die Grrofien c t durch Punktionen eines 
Parameters a ersetzen, welcbe fur einen bestimmten Wert cc = cc 0 die 
Werte c° z annebmen und in der Umgebung von a 0 yon der Klasse C' smd: 

‘ c, = c t (a), c,(« o) = c“, (2S) 

sodaB das Biiscbel dargestellt wird durcli die Gleichungen 

88 ^i; • • •; (24) 

und stellen uns nunmekr die Aufgabe, die Funktionen c t (a) so zu 
bestimmen ? daB dieses Biiscbel eine Enveloppe besitzt, d. h, daB es 
eine Kurve § gibt, welcbe von samtlicben Kurven des Buscbels be- 
riibrt wird. 

Angenommen es existiere eme solcbe Kurye g, und es sei 
x{a) die Abszisse des Berubrungspunktes P 3 der Extremalen des 
Buscbels (24) mit %. Die Ordinaten von P 3 smd dann Y t (oc, c lJ . . *, c n ), 
und die Kurve § 1S ^ Parameterdarstellung gegeben durcb die 
Gleicbungen 

%■ * = #(«)> y t = Y t (x,c x , . . (25) 

Im Punkt P 3 sollen sicb die beiden Kurven (£ a und $ beriibren, 
worunter wir versteben, daB die n Gleicbungen besteben sollen: 

(26) 

wenn wir durcb die Klammer [] die Substitution von 3?, c 1; . . c n 
fur x, c 1} . c n andeuten. Da nacb (25) 

y;c«) = +2 pf] «*(*)> (2^) 

so reduzieren sicb die Gleicbungen (26) auf 

2i(«)-0. (28) 

k *- 



*) Im wesentlichen nacb Kneser, Mitteilungen der Mathematischen 
Gesellscbaft zu Charkow, zweite Serie, Bd VII (1902); vgl. auch fur den 
speziellen Pall n — 2, m = 0 die scbon oben erwabnte Arbeit von Mason und 
Bliss, Transactions of tbe American Mathematical Society, Bd IX 
(1908), p 446. 
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Da ferner die Funktionen e k nicht samtlich konstant sein sollen, 
so mufi die Determinante des Grleichuugssystems (28) verschwinden, 
d. h. es mu B 

B(x, c u . . O — 0 (29) 

sem. Diese Gleichung sagt aus, daB der Beriihrungspunkt P 3 ein zu 
P 1 auf der Extremalen konjugierter Punkt (lm weiteren Sinn;) 
sein muJJ. Wir betrachten insbesondere den Fall, wo der Beriihrungs- 
punkt der Extremalen @ 0 mit g der konjugierte Punkt im engeren 
Sinn, P(, ist, also 

2(« 0 ) = x [ 

Dann folgt aus (29) nacb der am Elide von Absatz a) gemachten 
Bemerkung unter der Yoranssetzung (22), daB 

5(a)— Efo , ...,0 

fiir alle Werte von cc in der Nahe von a 0 . 

Gibt man dem x{a) diesen Wert, so ist es moglich, den Gleichungen 
(28) durch Werte der GroBen c k (a) zu genugen, welche nicht samt- 
lich null sind, und zwar sind die Verhaltnisse dieser GroBen durch 
die Gleichungen (28) eindeutig bestimmt. Denn wegen der Voraus- 
setzung (22) smd die Subdetermmanten des Ko efficient en systems dieser 
Gleichungen niclii samtlich gleich Null, da 

c i r *oO 8888 f 

Zf A* 

wenn D ik die Subdetermmante des Elementes cYJcC k in der Deter- 
minante Z) bedeutet. Es sei z. B 

WJ + 0 (30) 

fur a — a Q und daher auch in einer gewissen Umgebung von cc 0 . 
Dann ergibt die Auflosung von (28) 

= (3i) 

Den Proportionalitatsfaktor p diirfen wir ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit gleich 1 annehmen, da wir dies durch Emfuhrung eines 
passenden neuen Parameters an Stelle von a stets erreichen konnen. 

Die Gleichungen (31) stellen nunmehr ein System von n Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung in der Normalform dar, welche 
zusammen mit den Anfangsbedingungen (23 a ) nach dem Caucky’schen 
Existenztheorem von § 23, a) die Funktionen c k (ce) eindeutig be- 
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stimmen, nnd zwar sind dieselben wegen (30) nicht etwa samtlicli 
konstant. 1 ) 

Fur das so erkaltene Funktionen system c k (cc) gelten dann in der 
Tat die Gieichungen (26) in der Umgebung von u = a 0 . Falls x(a 0 ) 4 0, 
so 1st die Beruhrung eine eigentliche. 1st dagegen x(a Q ) = 0, so 
ist auch y z (cc§) = 0. 1st dabei x'(cc ) 4 0, so ist P( ein singularer 
Punkt der Enveloppe ^ . Ist dagegen cc'(k) = 0, so ist auch. 
Vi («) = 0, h. die Enveloppe % degeneriert in emen Punkt, und 
zwar in den Punkt P(, wie sich aus den Anfangsbedingungen fiir 
a — a 0 ergibt. 

Es gilt also der folgende von Kneser herrtihrende Satz: 

Unter der Voraussetzung (22) gilt es in der n-fach unendliehm 
Extremalenschar (15) durch den Punlzi P± ein und nur em die Extre- 
male Gc 0 enihaltendes ausgezeichnetes Extremalenluschel , welches eine 
Enveloppe lesitzt, die im Punkt P[ entweder die Extremale @ 0 beriihrt, 
oder in P[ einen singularen Punkt lesitzt, oder aber in den Punkt p ’ 
degeneriert. 

c) Der verallgemeinerte Enveloppensatz: 3 ) 

Wir betrachten jetzt unser Integral J, genommen entlang der 
Extremalen (S a des ausgezeiebneten Biisehels vom Punkt P l bis zum 
konjugierten Punkt P s . Dasselbe ist eine eindeutige Funktion von a, 
die wir mit J(a) bezeichnen: 3 ) 

V 

J(p) =*ff(x, Y(x, e), Y'(x, c))dx. 

x x 

Nach der Definition der Funktion 11 von § 73, a) ist dann 

J(a) = ]X(x- x u y u , . . ., y nl , c n ). (32) 

Daher konnen wir mit Hilfe der allgemeinen Formeln (145) und (146) 

1 ) Hieraus folgt, daB die Extremale (£ 0 nicht etwa fur alle Werte von a 
in der Umgebung von cc 0 mit © 0 identiscb sem kann Denn aus der Identitat 

= y,(x) 

■wiirde durch Differentiation naeh a folgen, daB 

SY 

dc. 

was wegen (19 2 ) niclit moglieh. ist 

Diese Bemerkung ist fiir den unter d) folgenden Beweis von Wichtigkeit 

2 ) Ygl Kneser, loc cit. 

3 ) Wii schreiben analog den fruheren Abkiirzungen 

(x, c) statt {oc,c ll ,c n ). 



*^W = o, 
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von § 73 den Ausdruck fur die Ableitung J'(a) unmittelbar bin~ 
scbreiben, wobei wir uns der Definition (15) der Funktionen Y x sowie 
der Bedeutung des Zeicbens [] zu erinnern baben. Man findet 

J'(a) = fix, Y(x, c), Y'(x, c))x' 


+Yj F n+X%> Y &> ~ C \ Y '@> C), 4{X, 5)) 

i, k 



Die Doppelsumme ist aber gleich Null, da ja das Extremalen- 
buscbel das durch die Gleicb ungen (28) definierte ausgezeichnete 
Busebel sein sollte. Es kommt also sehliefilicb 


J' (a) — fix , Y(%, c), Y'(x ? c))x\ (33) 

Wir unterscbeiden jetzt zwei Falle: 

Fall 1 : x'(a) =£ 0 , die Enveloppe % degeneriert nicht. 

Wir beschranken uns dabei auf den Fall 


®'(«b) * o, (34) 

mdem wir den Ausnabmefall, wo die Enyeloppe ^ einen sin- 

gularen Punkt bat, bei Seite lassen. Dann konnen wir nacb (25)' 
und (26) die Gleichung (33) scbreiben 

J r (a) = f{x(a), y(u), § (35) 


Andererseits konnen wir wegen (34) die Gleicbung x = x(a) in 
der Umgebung you ct=a 0 eindeutig nacb a auflosen; es sei: a*a(«). 
Wir konnen daber die Enveloppe g in der Form scbreiben: 


woraus folgt 


y, = &(«(«)) s ?.(«), 


Wir erhalten also, wenn wir die Gleichung (35) nach « inte- 
grieren und x als Integrationsvariable einfiihren, 

A a o) — ^(a) = -ff(x, Y(x), Y\x))dx (36) 

X 

Wir wahlen nun a ^ « 0 , je nachdem x'(a 0 ) 0, sodaB in beiden. 

Fallen x(a) <C 5(a 0 ), d. b. 

x < 

Dann konnen wir die Gleicbung (36) scbreiben: 

J zJAK) - 


(37). 
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Diese Grleichung stellt den. Ton Knesee herruhrenden verallgemeinerten 
En vdoppensats dar 

Fall II: x'(a) = 0, die Enveloppe degeneriert in einen Eurikt. 
Dann folgt aus (33): J'(a) = 0, also J(a) = J(a 0 ), d. h. 

(38) 

Die Extremalen des ausgezeichneten Biischels, welche in diesem Fall 
samtlich durch P x und P' gehen, liefem also fur das Integral J y 
genommen von P x bis P(, samtlich denselben Wert. 

d) Notwendigkeit der Mayer’schen Bedingung: 

Mit Hilfe des Enyeloppensatzes lafit sich nunmehr zeigen, daB 
•em Extremum jenseits des konjugierten Punktes mcht mehr bestehen 
kann. Angenommen es sei 

x'iKx*. (39) 

Dann folgt aus dem Enveloppensatz zunachst, daB man A J = 0 
machen kann durck eine zulassige Variation des Extremalenbogens (£ 0 . 
Fur den Fall II ist dies unmittelbar klar. Fiir den Fall I ist nur 
nock zu zeigen, daB auck der Bogen P 3 P' yon g den Bedingungs- 
gleickungen <p^ - 0 geniigt. In der Tat folgt dies aus der Gleickung 

Y(x,~c), Y'(x, cj) = 0, 

wenn man darin zunachst x durck x(a) und dann a durck a(x) er- 
setzt Daker stellt die aus dem Bogen P x P 3 yon (5 a und dem Bogen 
P 3 P( Ton g zusammengesetzte Kurye eine zulassige Variation 1 ) des 
Bogens P X P' X yon @ 0 dar, fur welche A J = 0. Damit ist bewiesen, 
daB kein eigentliches Extremum stattfinden kann, wenn x[ ^ x r 
Es muB aber nock weiter gezeigt werden, daB unter der Voraus- 
setzung (39) auck kein uneigentliches Extremum stattfinden kann, 
d. k daB man A J <7 0 macken kann. 

Wir betrackten zunachst den Fall I. Angenommen der Kurven- 
zug P x P d P x liefere ein Minimum fiir das Integral J* dann muB der 
Bogen P 3 P' der Enyeloppe g em Extremalenbogen sein. Aus Stetig- 
keitsgriinden folgt, daB fiir denselben ebenso wie fiir den Bogen P 1 P d 
die Bedingungen B), C) yon § 72 und 2 ) die Bedingung D) von § 74 
erfullt sind, wenn a hinreichend nake bei a 0 gewahlt wird. Nehmen 
wir dann nock an, daB die Enveloppe g yon der Klasse C rr ist, was 

x ) Man keackte auck die Ungleickung x x[, sowie die Bemerkung in 
FuBnote *) auf p. 615. 

“) Fiir die Bedingung D) kann ick dies allerdings nur als Yermutung aus- 
sprecken. 
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stets der Fall seiii wird, wenn die Stetigkeitsvoraussetzungen yon § 69 
liber die Funktionen f und binreicbend verscbarft werden, so 
konnen wir auf den Kurvenzug P 1 P z P[ den Zusatz yon § 70, b) fiber 
diskontmuierliche Losungen anwenden. Darnach mufi, da die beiden 
Kurven @ a und % sich im Punkt JP 8 beriibren, 

Y;'(x, 8) = Y:'(x) (40) 

sein. Nun ist aber nacb (26), identiscb in a, 

T t (z,c)~ Y:(x). 

Daraus folgt durch Differentiation nacb a 

y:(x, c)x'+^\^]c;=y;'(Z)Z' 

Die n Grleichungen (40) sind also nur moglicb, wenn 



Da aber auBerdem die Gleichungen (28) besteben und die n GrroBen c' k 
nicbt samthcb gleicb Null sind, so schlieBt man, daB die n Deter- 
nunanten, die aus der Determinante D (x, c x , . . , c n ) hervorgeben, wenn 
man je eine Zeile [ cYJcc *], h = 1 , 2 , • • •, n dureb die entsprecbende 
[, Y’J dc k ], Jc=l,2,---,n ersetzt, verscbwinden mussen. Daraus 
wfirde aber folgen, daB D x (x, c 1 , ■ ■ c n ) = 0 sem muB, was wegen 
(22) nicbt stattfinden kann, wenn a binreicbend nabe bei a 0 liegt. 

Damit ist bewiesen, daB der Kurvenzug P 1 P 3 P[ kein Minimum 
ffir das Integral J befern kann; man kann denselben daber so vanieren, 
daB das Integral J einen kleineren Wert annimmt, d. b. daB 
A J < 0 wird. 

Aber aucb im Fall II kann man A J < 0 macben, wenn x[ < x r 
Denn nebmen wir an, die aus dem Bogen P, P' t yon @ a und dem 
Bogen P(P 2 von @ 0 zusammengesetzte Kurve liefere ein Minimum 
ffir das Integral J, so mussen im Punkt P' die Eckenbedingungen 
(74) von § 70, b) erfullt sein Aus denselben folgt, daB im Punkt P[ 

F~F~2F n+i {y-y>)~ o 

t 

sein muB, wobei sich die unuberstridbenen Buchstaben auf die 
uberstrichenen auf @ 0 beziehen. Man zeigt aber leicht, daB dies© Be- 
dingung fur hinreichend kleine Werte von \ a — cc 0 1 nicht erfullt sein 
kann, wenn die Clebsch’scbe Bedingung fiir die Extremale in 
der starkeren Form (H 5 ) erfullt ist. 
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Unter der einscbrankenden Annabme (22) und unter Beiseite- 
lassung des Ausnahmefalles, m welcbem die Enveloppe ££ in JP^ einen 
singular en Pnnkt besitzt, konnen wir also den Satz aussprechen 1 ): 

Fur ein Extremum des Integrals J mil den Nebenbedingungen 
<Pp = ^ ist weiterhin noticendig , dafi 

A (x, x,) 4 = 0 fur x x <x< x, (III) 

oder ? cinders geschrieben , 

x 2 x[. 

Dieser Satz ist znerst yon A. Mayer 2 ) gegeben worden, der den- 
selben aus der zweiten Variation ableitet. 

§ 76. Die zweite Variation beim Lagrange’schen Problem. 

In den vorangebenden Paragrapben baben wir die Notwendigkeit 
der beiden Bedingungen (II) und (III) obne Benutzung der zweiten 
Variation bewiesen. Im gegenwartigen Paragraph en soli nunmebr im 
AnscbluB an die Untersuchungen Yon Y. Escherich eine gedrangte 
Darstellung der Tbeorie der zweiten Variation 3 ) gegeben und wenig- 
stens angedeutet werden, wie man mit deren Hilfe ebenfalls die Not- 
wendigkeit dieser Bedingungen beweisen kann Zugleicb wird sicb 

l ) Der in FuBnote 2 ) p 617 erwiibnte Punkt ware dabei noch aufzuklaren. 

Loc. cit. p. 258. Freilicb beweist Mayer nur, daB d 2 J" = 0 gemacht 

werden kann, wenn vgl., ancb wegen der weiteren Literatur, p 625 

FuBnote 3 ). Hierzn die ZJbungsaufgaben Nr 4, 7, 8 am Ende von Kap XIII. 

8 ) Wegen der Geschicbte dieser Tbeorie verweisen wir anf die Encyllo - 
jpcidie II A, pp. 591 — 601 (Kneser) und pp. 653 — 635 (Zermelo und Hahn), sowie 
auf die historische Einleitung der unten angefuhrten Arbeit von Scheffer. Die 
fur un sere Zwecke wicbtigsten Arbeiten sind: 

Glebs ch, „Ueber die Reduction der zweiten Variation auf ihre emfachste 
Form“, Journal fur Matbematik, Bd LV (1858), pp. 254—270 

Clebsch, „ TJeber diejenigen Probleme der Variationsrechnung , icelche nur erne 
unabhangige Variable enthalten cc , Ibid pp 335—355 

A. Mayer, „ Ueber die Knterien des Maximums und Mmimums der einfachen 
Integrate e \ Journal fur Matbematik, Bd. LXIX (1868), pp. 238—263 

Scheeffer, „Die Maxima und Minima der einfachen Integrate zwischen festen 
Grenzen u , Matbematiscbe Annalen, Bd XXV (1885), pp. 522—593 

v. Escherich, »Dxe zweite Variation der einfachen Integrate Wiener Be- 
ricbte, Abt Ila, Bd. CVII (1898), pp 1191—1250, 1267—1326, 1383—1430; 
Bd CVIII (1899), pp 1269—1340. 

Kneser, „Ableitung hinreichender Bedingungen des Maximums oder Mini - 
mums aus der Theorie der zweiten Variation Matbematiscbe Annalen, 
Bd. II (1899), p 321—345. 

Endlicb ist aucb die Darstellung in C. Jordan’s Corns d y Analyse, Bd. Ill 
(1896), pp. 499 — 527 zu erwabnen 
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dabei eine wichtige Erganzung unserer bisherigen Entwicklungen er- 
geben ; insofern der in § 75 ohne Beweis benutzte Satz liber das Ver- 
sehwinden der Funktion A (%, xf) seine Erledigung Snden wird. 

a) Vorbereitungssatz iiber die zweite Variation: 

Wir balten an den Voraussetzungen A) bis D) Ton §§72 und 74 
fiber die Extremale @ 0 fest. Dann gilt auf Grrund der Yoraussetzung 
D) das „Erganznngslemma“ Ton § 69 ; e) fur jedes Teilmtervall des 
Integrationsinteryalls (b^]. Daher konnen wir jedes Stuck f| x | 2 ] 
des Extremalenbogens @ 0 fiir sick variieren, und zwar konnen wir 
zu jedem System yon Punktionen r\ n welcbe in von der Klasse 

0" sind 7 in und | 2 verschwmden und den m Differentialgleicbungen 

% to) % + *') * 0 (41) 

genii gen ; eine einparametrige Scbar von zulassigen Yanationen 

y, = y, to, 0 

des Bogens [§ x § 2 ] der Extremalen @ 0 konstruieren, fiir welcbe 

^Vi = 

Fur diese Scbar muB nun im Fall eines Minimums 

d 2 0 (42) 

sein* gleicbzeitig folgt aus den Grleichungen: ^Pp(x ) y > y f )^0 } daB 

d 2 <pp^0. 

Daher konnen wir die Ungleichung (42) auek schreiben 

St 

d* J \ d 2 ^ dx > 0, 

wo die Xp die zur Extremalen (§ 0 geborigen Lagrange’scben Multi- 
plikatoren von § 69 7 c) sxnd. Wie bei der analogen Untersuctung 
yon § 60, a) fallen nun in dieser ITngleicbung infolge des Bestebens 
der Differentialgleicbungen (I) die zweiten Yariationen d*y t heraus, und 
wir erbalten wie dort den Satz: 

Im Fall eines Minimums mu ft das Integral 



sein fur je 0wei den TJngleichungen ^ <; x % genugende Werte 
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und fwr • alle FunMonensysteme r h der Klasse C", wdche m und 
verschwinden und den m Differentialgleichungen (41) genugen. 

Darin bedeutet 

p d 2 .F ~ __ d*F jy d 2 F 

ik d v t d v k k ZyJvV WfiyV 

wobei die Argumente in den zweiten Ableitungen yon F sind: ( x y (%). 


b) Erste Transformation der zweiten Variation 1 ): 

Mnltipiiziert man die D iffer entialgleicliun gen (41) mit unbestimmten 
Funktionen yon x yon der Klasse C', integnert zwiscben den 

Orenzen nnd £ 2 und addiert die erbaltenen Resultate zu (43) ; so 
kann man die zweite Variation auch in der Form scbreiben 

& 

d 2 J = s 2 J } 2Sl(r] ? 7} p) dx, (44) 

£i 

wobei SSlfarj'ifi) die folgende quadratische Form der GrroBen 


bedeutet: 


Vl) %> • • •; Vn9 Viy V2> * * Vn> Pit fa’ • * v Pm 

2£i(t], ij', ft) =J£(P tt ‘r] { ri k + 2 + BaVWk) 


(45) 


Nach dem Euler’scken Satz iiber homogene Funktionen ist 

t p r 

Die letzte Summe ist null, da nach (41) 

oSl 

Wp — ®y(v) — 0. 

Setzt man den so erhaltenen Ausdruck fur £1 in (44) em, wendet 
partielle Integration an nnd beachtet, dab die Funktionen % an beiden 
Grrenzen verschwinden, so erhait man fur 6' 2 J den Ausdruck 8 ): 


#»)<**» 

6 , 2 


(46) 


l ) Nach A. Mayer, loc cifc , p. 243; vgl. auch C Jordan, Gouts d’ Analyse, 
Bd III, Nr. 378 

*) Verallgemeinerung der Formeln (12) you § 10 und (45) von § 61 


B o 1 jz a , Y anationsrecllinun g 


40 
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wenn 


oder ausgeschrieben, 


da 


+2 


d 

cy i dx 


d dSl 
dxdril ? 

(47) 



d( P(S\l 

(47a) 




Wir versuchen nun zunachst wieder, die zweite Variation gleich 
Null zu machen. Dies ist stets moglich, wenn es eine Losung 


(u } p) — , U n ‘) Q 1} @2, . , ?3») 

des Systems yon n + m homogenen lmearen Differentialgleichungen 

0 (48) 

gibt, in welcher die Funktionen u x ron der Klasse C", die Funktionen 
Qp von der Klasse C' sind, und samtliche Funktionen u t in zwei 
Punkten § x und § 2 des Integrationsintervalles [x x x 2 ] verschwinden, 
ohne jedoch im Intervall [§ x samtlich identisch zu verschwmdem 
Denn variieren wir dann nur den Bogen § 2 ], indem wir in diesem 
Intervall rj t = u t und zugleich u s === setzen, so erhalten wir ein zu- 
lassiges System von Funktionen r\ %: fur welches nach (46): d 2 J = 0. 

c) Integration des akzessorisehen Systems linearer Differential- 
gleichungen; 

Es kommt nunmehr alles auf die Integration des Systems linearer 
Differentialgleichungen (48) an, das wir nach v. Eschekich 1 ) das 
„akzes$orische System linearer Differentialgleichungen “ nennen wollen. 
Man kann dieses System zunachst auf ein System linearer Differential- 
gleichungen in der Normalform reduzieren, indem man, ahnlich wie 
in § 72, a), die Gleichungen (48 2 ) nach x differentiiert und die so 
modifizierten Gleichungen (48) nach den Grofien u"> auf lost, wobei 
die Auflosungsdeterminante mit der Determinants JR von § 72, a) identisch 
ist, welche nach Voraussetzung C) von Null verschieden ist Daraus 
schlieJJt man nach allgememen Existenzsatzen tiber Systeme linearer 
Differentialgleichungen, dafi in jeder Losung (u, p) des Systems (48) 
die Funktionen u l von der Klasse 0", die Funktionen p^ von der 
Klasse O' sind in dem m §72, b) defmierten ,,Regularitatsintervall“ 
x\ < x < xl der Extremalen (SJ. 


2 ) Vgl. v. Escherich, Wiener Beriebte, Bd CVH, p 1236. 
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Femer gilt nun auch tier, in Verallgemeinerung des Jacobi’schen 
Theorems von § 12 ; b), der Satz 1 ), daB sich das allgemeine Integral 
des Systems (48) aus dem allgemeinen Integral der Euler-Lagrange- 
schen Differentialgleichungen (I) durch Differentiation nach den Inte- 
grationskonstanten ableiten laBt: 

1st 


y t — y,(»; Vi, ■ - •, ?2n), -V = ^(®; v±, Vi, • • •, y 2 „) 

das allgemeine Integral der Euler-Lagrange’schen D'lfferentialglei- 
chungen (I), mit beliebigen Integrationskonstanlen y v , so wtrd das aJc~ 
zessorische System linearer Differentialgleichungen (48) durch die 2n 
Systeme von Funktionen 


dy v >' 


dy 



d -hn 

8r r ’ 


(49) 


2n, 

befriedigt , in denen nach der Differentiation die y v durch die speziellen , 
die Extremale @ 0 liefernden Werte y\ zu ersetzen sind . 

Zusatz I: Diese 2n Losungen bilden ein „Fundamentalsystem u 7 
d. h. sie sind linear unabhangig in dem Sinne, daB es keine 2n Eon- 
stanten C y7 die nicht alle null sind, gibt, derart daB in irgend einem 
Teilintervall von [x 1 x 2 ~\ 


2 cx = o, 2 cy = o 

V V * 


fur i = 1, 2, . . , n\ = 1, 2, . . m. 

Zusatz II: Jede andere Losung (u 7 q) des Systems (48) laBt sich 
linear nnd homogen durch diese 2 n Losungen ausdrucken: 


V V 


(50) 


Der Beweis des Hauptsatzes ergibt sich sofort, wenn man die 
Funktionen y { (x-, y 1} y t , . . y Sn ), y s J an Stelle von y lf 

Xp in die Differentialgleichungen (I) einsetzt und die so erhaltenen 
Identitaten nach y v differentiiert. 

Insbesondere folgt, daB die aus den Losungen 

V, = $,(*; a, b, c). Ip — S>p(x-,a, b, c) 
von § 72, c) abgeleiteten 2n Funktionensysteme 


afx agg. aSj_ 

dc k >’">dc t ' dc k >'"’dc k ’ 

djh 3§s. Mja 

8 h , '"’ 8 b t ’ av'"’ 3 V 

0 = 1,2,.. n), 


( 51 ) 


*) ^gk Clebsch, loc cit. p. 269. 


40 
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in denen nadb der Differentiation \ = yX a )> c t ^ %( a ) zu setzen ist, 
Losnngen des akzessoriscben Systems (48) sind. Wir wollen dieselben 
das dem PunTd x = a mgeordnete } fcamnische Ldsungssystem“ von (48) 
nennen. 

An diesem speziellen 1 ) Losungssystem beweist man aucb am ein- 
facbsten den Zusatz I. Aus den Identitaten 


2 °.%- o. 

in denen wir c nJri statt b i gescbrieben haben, wiirde namlich zunachst 
folgen 


und dann weiter nacb Gleicbung (142 a ) von § 72 



0 , 


was wegen der Ungleichung (138) von § 72 nicht moglich ist. 

Wegen des Beweises von Zusatz II verweisen wir auf die all- 
gemeinen Entwicklungen von v Escherich 2 ) iiber Fundament alsysteme 
des Systems (48). 

Aus diesen Resultaten folgt nun weiter: Soli es eine Losung (u,q) 
des akzessoriscben Systems (48) von den am Ende von Absatz b) 
postulierten Eigenschaften geben, so miissen sicb 2 n Konstanten 
C t , ... ? 0 2n , nickt alle gleich Null, so bestimmen lassen, daB gleicb- 
zeitig die 2n Gleichungen erfiillt sind 


2 °. 



2 °-- 




’= 0 , 


und dazu ist notwendig, daB die Mayer’sche Determinante 2«-ten 
Grades 




<hh 

4 hi 

4 

hi 

|4 

dy l 

’ Sy 2 


1 ^VtJ 

1 

hi 

i f * h% 

4 

h 

,Sa 

dy i 

’d 7i \ 

y 

’ dYsn 



(52) 


gleich Null ist. 


(i =1,2, . n ) 


Vgl die Bemerkung in § 75, a) liber den Ubergang yon den kanonischen 
Integrationskonatanten zu beliebigen anderen. 

*) Siebe Fuflnote *) auf p 622 
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1st umgekebrt A(£ 2? g x ) = 0, so ist die verlangte Bestimmung der 
Konstanten O v stets moglicb, und die so erlialtenen Funktionen u l7 -*-,u n 
konnen nicbt im ganzen Interval! [$ v | 2 ] samtlicb verscbwinden. Denn 
sonst wiirden die zugeborigen Funktionen welche wegen Zusatz I 
sicber nicbt ebenfalls samtlicb identiscb verscbwinden, nacb (48J den 
n DifferentialgLeichungen geniigen: 



was mit der Voraussetzung D) im Widersprucb stebt 

Wir erbalten also das folgende von A. Mayer 1 ) berriibrende 
Schlufiresultat dieser Betracbtung: 

Wenn es zwei dem Integrationsintervall [x 1 x 2 ] angehorige PunJcte 
gibt 7 fur tvelche 

so aibt es zulassiqe . nicht identisch verscliwindende FunMionensysteme w, 
fur welche d 2 J « 0. 

Insbesondere kann man also d 2 J= 0 macben, wenn die zunacbst 2 ) 
auf x x folgende Wurzel x[ der Gleicbung 

A (x 9 xf) = 0 

zwiscben x 1 und x 2 liegt oder mit x 2 zusammenfallt. Man wird dann 
als wabrscbeinlicb erwarten diirfen, daB ein Extremum nicbt eintreten 
kann. 3 ) 

Wablt man bei der soeben gegebenen Ableitung fur das Funda- 
mentalsystem (49) das dem Punkt zugeordnete kanoniscbe Losungs- 
system (51), so erbalt man die Determinante A(| 2 ; |i) in der Normal- 


x ) Ygl Mayer, loc. cit pp 250, 258 
2 ) Vgl. § 76, g) 

8 ) Ygl § 10, b) und § 61, a) Wenn so kann man, *wie in den ein- 

facheren fallen von § 14 und § 61, c), nicbt nur d 2 J = 0, sondern sogar d 2 / < 0 
macben, womit dann die Notwendigkeit der JBedingung (III) bewiesen ist; vgl. 
Scheeeeer, M a t b e m a tis c b e Annalen, Bd. XXY (1885), p 522 und v. Escherich, 
Wiener Bericbte, Bd CYII, p. 1418 und Bd CYIII, p 1300 Der Beweis von 
Scheeffer, der ubrigens nicbt ganz vollstandig ist, und der zweite Beweis von 
v. Escbericb beruhen auf emer Yer allgem einerung der Metbode von Erdmann 
von § 14, a), der erste Beweis von v. Escbericb dagegen auf einer Yexallgemei- 
nerung der Metbode von Weierstrafi von p. 82, Eufinote 2 ) und § 61, c) Wir 
geben auf diesen Nacbweis nicbt ein, da wir in § 75 bereits auf anderem Wege 
die Notwendigkeit der Bedmgung (III) bewiesen baben, alter dings unter Beiseite- 
lassung gewisser Ausnabmefalle, die bei den eben erwabnten Beweisen nicbt aus- 
gescblossen zu werden braucben 
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form (20) von § 75, womit die Bezeichnung A (| 2 , % ± ) fiir die Deter- 
minant© (52) gerechtfertigt ist. 

d) Konjugierte Systeme von Losungen des akzessorischen Systems 
linearer Differentialgleichungen ; 

Sind 

0, r) = (t lt <f„ • - z n] r v r 2 , ■ ■ ■, r m ) 

und 

(u } p) = (%, £*2; * * Pm) 


irgend zwei Systeme yon % + m Funktionen von x von den erforder- 
lichen Stetigkeitseigenschaften, so gilt nach einem bekannten Satz 
liber quadratische Formen fiir die dnrch (45) definierte Funktion SI 
die Formel: 



, n / d &( z , z \ r ) “| f 0 &(*,*» 

+ * ~~sk~ J 



i 


dsi(u, u , e) 

du, 


+ i 


d&(u, u\ g )~ ] 


d< 


d&(u,u',e) 


Mit Hilfe dersefben verifiziert man. leielit die folgen.de Relation von 
Clebsch 1 ): 

2 K (e, r) — *, W£u, (>)]+ 9 f (0)—r fl 9 fi (u)] ^~ip(z,r-,u,Q), (54) 

WO 




u„ 


d&(z,z',r) 


dz[ 


o 


/.*. ... -n , z> „ .'yi , ^ dcf £ 


(55) 


*, k 


f 

T >P 


(*«fy -**.*>)• 


"FFeww daher (z,r) und (u, q) zwei Losungen des assessor ischen 
Systems (48) sind , so 2 *s£ 

i/jfar- u y q) ~ konst. (56) 

Wenn nun insbesondere diese Konstante den Wert null hat, so 
heifSen die beiden Losungen nach v. Eschekich „zueinander konjugiert i£ , 
und ein System von n linear unabhangigen Losungen des akzessorischen 
Systems (48), von denen je zwei zueinander konjugiert sind, heifit ein 
7 ykonjugiertes System c( . Unter der y,Determinante eines Jconjugierten 
Systems iC 

- u \ q u , u\ e 2 ; • • •; Q n 


*) Vgl. Clebsch, loc cit. p. 260 und v. Escherich, Wiener Berichte, 
Bd. CVH, p. 1244. Die Formel ist eine Verallgemeinerimg von Grleichung (14) 
von § 10 
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versteben wir die Determinante 

V«m 2 ,-“,0 = [«* |, i, 1 — 1,2, •••,«. 


Ein solches konjugiertes System bilden z. B. die » ersten Losungen 
des kanoniscben Fundamentalsy stems (51): 


m. 

dc k ’ 


. ?§ 2 . £®1 
3c, ’ ; 


22 , 

dc k 


*- 1 , 2 ,- 




(57) 


Denn bildet man die Grleiebung (56) ftir irgend zwei Losungen 
dieses Systems nnd berecbnet den Wert der Konstanten aus dem 
speziellen Wert x^a, so folgt 

(58) 


i 02. 11 11 il\~n 

V \de, ’ de, ‘ 8c, ’ 8c J ~ 


da naeh Grleiebung (143) von § 72 


?9. 

Sc L 


\a 


= 0 


? 


(59) 


damit ist zugleicb die Existenz von konjugierten Systemen bewiesen. 
Durcb Vergleicb 1 ) mit (21) erhalt man zugleich den Satz: 

Die Mayer’sche Determinante A (x, a) ist zugleich die Determinante 
eines konjugierten Systems, namlich des dem Punkt a zugeordneten 
kanonischen konjugierten Systems (57). 

In derselben Weise findet man unter Benutzung von Gleicbung 

(143a) von § 72 (8$ 32 9S\ _ * 

f bfe, » 8b, ’ 8c k > 8cJ 

wo d Jk wieder das Kronecker’sehe Symbol ist. 

Von besonderer Wiclitigkeit ist fur uns der folgende Satz von 
v. Escherich 2 ): 

Zu jedem Punkt x a im Innern des Begularitdtsintervalls : 
x\ < x < x\ der Extremalen @ 0 Icifit sich ein konjugiertes System 

j • '\z n ,r n 

Tconstruieren , dessen Determinante 

V(s\z\---,z n ) = \^\, i,h — 1,2, 



im Punkt x = a von Null verschieden ist. 

Zum Beweis geben wir von dem dem Punkt a zugeordneten 
kanoniscben Fundamentalsystem (51) aus, das wir scbreiben 


u 1 , q 1 ] u\ p 2 ; • • •; u n , u n + \ u 2n , 

*) Statt des speziellen Punkt es x — x x haben wir bier einen beliebigen 
Punkt x = a der Extremalen 

2 ) Wiener Berickte, Bd. CVIII, p. 1339. 
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Darin bilden, wie wir geseken haben, die n ersten Losungen ein kon- 
jugiertes System. An Stelle der n letzten Losungen fuhren wir andere 
n Losungen {z h } r 11 ) ein durcb die Substitution 

— **? +h + ^ — Q} +h + 2$ tfr 

3 3 

Aus den Eigensckaffcen der Funktion i[i als bilinearer Form folgt 
dann, dab 

$*,/) = ip(u>"+ h ,Q n + h ;u n + k ,Q n+ *) 

+ 2°% Ip (u n + h , Q n + h * u% Q l ) + 2 a ] ^ ( uS > ; U n + \ Q n + Je ) 

* J 

+ 2 ip (u 3 , q j ; u\ Q‘) , 

hi 

was sick nack (58) und (60) auf 

^(^r*;** r*) = ip(u n+h , Q n + h iu n+Jc ,() n + k ) + u\ — a\ (61) 

reduziert. Daraus folgt aber, daB wir die Konstanten a stets so 
waklen kbnnen, daB 

i>(z h , r n \ 0 k , r k ) = 0, fur h, k = 1, 2, • • *, n 9 
d k. so, daB die n Losungen 

z x } r 1 ; j0 2 ,r 2 ? * '5 fU 
ein konjugiertes System bilden. 

Die Determinante dieses konjugierten Systems ist aber fiir x = a 
yon Null versckieden, da nack Gleickung (143) von § 72 

*?(«) = *,» 

womit der Satz bewiesen ist. 

e) Die Esckerick’scke Fundamentalformel 1 ); 

Es sei jetzt 

u \Q U iU%q 2 i- - ; u% Q n (62) 

irgend ein konjugiertes System, dessen Determinante £7 = 
V (it 1 , u 2 , * * *, u n ) in einem Teilintervall von [oc t x 2 ] von Null ver~ 

sckieden ist. Ferner sei (^,r^) ein, abgeseken von Bedingungen der 
Stetigkeit und Differentiierbarkeit, beliebiges System von n + mFunk- 
tionen von x . Setzt man dann mit unbestimmten Multiplikatoren 
w k j die n Ausdriicke an 

W >X Z ) = Q l -,e,r) + Jgv) $Js), 

% pi* 

*) Nach y. Escherich, Wiener Berichte, Bd CVIII, p. 1278, wo der Leser 

anch. die im Text iibergangenen Emzelheifcen der Recbnnng naeklesen moge. 
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welche lineare, bomogene Funktionen der GroBen z % , z\, sind, so 
kann man fur das IntervaU [ij 2 ] die Multiplikatoren \v{, v* so be- 
stimmen, dafi in dem Ausdruck w h {z) alle GroBen berausfallen, 
sowie alle Ableitungen z\ mit Ausnahme von z' h , welches den Koeffi- 
zienten 1 erhalt, sodaB also die Form annimmt 

tv h (z) = s' h 

k 

Das Resultat dieser Bestimmung ist 

z,k p 1 1 

Darin bedeutet R die durch Gleicbung (113) von § 72 definierte 
Determinante, -4^ ist die Snbdeterminante von Rj t ^ } cp * diejenige von 
ctpplcVh ^ ^er Determinante R* : endlicb ist U\ die Subdeterminante 
von u\ in der Determinante U. 

Nnn laBt sicb aber nocb eine zweite Form fiir die Funktion w h {z) 
mit diesen speziellen Werten der Multiplikatoren angeben. Denn aus 
der Definition der konjugierten System e folgt, daB die n Funktionen 
w h (z) identiscb verscbwinden, wenn fiir 8, r irgend eines der obigen 
Losungssysteme u l , q 1 von (48) gesetzt wird. Wir kennen also n linear 
unabbangige Losungen des Systems von n bomogenen lmearen Diffe- 
rentialgleicbungen erster Ordnung: w h (z) « 0 ; und konnen daber nacb 
der Tbeorie der lmearen Differentialgleicbungen die Koeffizienten von 
w h (z) durcb die partikularen Losungen u\ ausdriicken. Bezeicbnen 
wir mit % h (s) die Determinante 



hi 

h, 

*2> 


0 m 

n 


= 

u Xi 

K, 


*9 

n\ 

, (63) 


<1 

K, 

«S, 

? 

u n 

n 



tv 


1 

~ u 

&(*)• 


(64) 


Fiir die weitere Diskussion macben wir die spezialisieren.de 
Annabme, daB die Funktionen g t den m Differentialgleicbungen 

- o 

geniigen. Dann vereinfacbt sicb die durcb Gleicbsetzen der beiden 
Ausdriicke far w h (ss) erhaltene Formel, und man erbalt 

%> s /) = ^2 Aa *,*)■ 

z, k 


( 65 ) 
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Hieraus folgt zunacbst die wichtige Relation 

= ( 66 ) 

wenn man yon der Grleiclnmg 

Gebrauch. macbt, die sich aus der Betrachtung der Subdeterminanten 
der Determinant© i? ergibt. 

Weiterbin leitet man aber aus (65) die folgende 3 you v. EsCHEBICH 
berrtibrende Fundamentalformel ab: 


&(*)&(*) 

z, k 


- p’; *,r) {V(uW, ‘ * •, O V'K • * *> ‘ ‘ «0 (68) 

- V'(u\ u 2 , .•■,*») V(ii\ • • •, *, u #+ V • *, u n ) } . 

Darin bedeutet V' die Ableitung von V nacb sc, und die Formel gilt, 
ebenso wie (66), nnter der Voraussetzung, dab die Funktionen 0 € den 
Differentialgleicbuugen (64) geniigen. 

Zum Beweis setze man auf der linken Seite Yon (68) fur einen 
der beiden Faktoren %(/) den Ausdruck (65) ein nnd macbe damn Yon 
den folgenden beiden Determinantenrelationen Gebraueb: 


R hi A hk + Q 

P % 


(69) 


2uii k (z) - v(« 

k 


.W‘ 


1 


(70) 


•,o 

V(u\u\-- •, u n ) V(«V- •,«‘~V,w’ +1 , 
deren erste, wie (67), aus der Betrachtung der Determinants i? folgt, 
wahrend sich die zweite aus den Satzen 1 ) uber Determinanten von 
Subdeterminanten, angewandt auf die Determinants % k {£) , und iiber 
die Differentiation einer Determinante ergibt. 

f) Die zweite Transformation der zweiten Variation: 3 ) 

Aus der Fundamentalformel (68) ergibt sieb nun obne Miibe 
eine zweite Transformation der zweiten Variation, nnd zwar auf die 
der Jacob i’sehen Formel (11) von § 10 entsprecbende reduzierte Form. 


J ) Tgl. z B Baltzer, Determinanten (1875), p 60; es handelt sich um die 
Formel p % 

u/i <x g i ~~ a fk a g% = % da /t da~ k ’ 

Der rechten Seite derselben entspncht bei der Anwendnng das Produkt % k (z) IT l « 
2 ) Nach v. Escherich, Wiener Berichte, Bd CYII, p 1284 
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Immer miter der Yoraussetzung, daB die Determinant© des kon- 
jugierten Systems (62) im Intervall niekt versckwindet: 

V (u\ . . . u n ) 4= 0 in [| x £ 2 ] , 

kann man die Gleickung (68) auck sckreiben 

x ,_ x f+1 

bt _ ^ V ( M m ’ ■ ' M ») A */,/•».* 0 i. * 

V(«1, ..,m k ) 2 ^Ll V (w 1 , ..,«*) dx^^ U ’ 9 ’ z > r ' 

(71) 


_£ 'Sp VfaK 
‘ VCW 1 , 


Z, U 


,i + 1 


,«*) 


(»*; r). 


Darin ersetze man die Ableitnng von £*; z ? r) durck den aus (54) 
sick ergebenden Wert und beackte, daB 

W k (u\ Q ') = 0, <»/*) = 0, ®,0O-O, 

nnd daB nack einfachen Determinantensatzen 




V(«S . 


, w 


'S w’’ +1 , ■ • •> «,) = z k V(u x , . . u n ). 


Dann gekt die Gleichung (71) tiber in 


*>&*(*, r) 


•»£ 

V(*i, ,^) 2 

^ NTl V (j/, . 




<K M ‘> p‘ 5 *, r). 


(72) 


Nun ist aber nack (46), wenn nur der Bogen [| t ^J der Extre- 
malen © 0 variiert wird ; ^ 

JV- £ 2 / p) dx . (46) 

Si * 

Darin waren die irgend ein System von Funktionen der Klasse C", 
welch e samtlick in ^ und § 2 verschwinden nnd den m Differential - 
gleicknngen (41) genugen, wahrend die (ip beliebige Funktionen der 
Klasse G f waren. Man darf daher in (72): z i = rj tf = fi a setzen. 
Integriert man die so erhaltene Gleichung zwiscken den Grenzen 
nnd | 2 und beachtet, daB die Determinant© V (u\ . . rj } u z+l } . . u n ) 
zugleich mit den Funktionen rj t in und | 2 verschwindet, so erkalt 
man die folgende, zuerst von Clebsch 1 ) gegebene reduzierte Form 


*) Vgl Clebsch, loc cit. p. 266. Aus der reduzierten Form (73) lafiti sich 
die Notwendigkeit der Bedingung (II) fur em schwaches Minimum herleiten, 
sieke v. Eschebich, Wiener Berichte, Bd. CYII, p 1393. 
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der meiien Variation: 




wo zur Abkurzung 


c 2 / *■* rlr 

V V(u\ . ,,u n )* ax ’ 


k = %M) 


( 73 ) 


gesetzt ist. Wegen (66) genugen die Funktionen ^ den m Grleicbungen 



a 


Wir wollen nun annehmen, da6 fur unsern Extremalenbogen @ 0 
die Clebsch/sche Bedingung von § 74, b) in der starkeren Form (IP) 
erfullt ist Dann folgt, dab 6 2 J > 0, aufier wenn gleichzeitig 

%i(v) = o, z*(*i) = °> ■ ■ ■ » Xn(v) - 0 


im ganzen Intervall [g^]. Das wiirde aber bedeuten, dab das Funk- 
tionensystem ^ eine Losung dieser w homogenen linearen Differeniial- 
gleicbungen erster Ordnung ware, und da nacht (63) die Funktionen 
u\, . . u z n n Losungen desselben Systems sind, welcbe nach der De- 
finition eines konjugierten Systems linear unabhangig sind, so wiirde 
folgen 

Vk • 


Nun verschwmden aber samtliche Funktionen rj k m % u wabrend die 
Determinante |«4(§i)l ^ach Voraussetzung von Null verscbieden ist; 
also muB C) = 0, C 2 = 0, . . C n ~ 0 sein. 

Wir erhalten also den folgenden Satz: 1 ) 

1st fur den Extremalenbogen © 0 die Bedingung (IT) erfullt , und 
gibt es ein honjugiertes System, lessen Determinante im Intervall [| x | 2 ] 
von Null verschieden ist, so ist die meite Variation fur dieses Intervall 
jposiUv fur alle nicht identisch verschwindenden Funktionensysteme rj l der 
Klasse C ”, tvelche in % x und | 2 verschwinden und den Differential - 
gleichungen (41) genugen. 

g) Satze fiber die Mayer’selie Determinante A(x, I): 

Halt man den letzten Satz mit dem am Ende von Absatz c) be- 
wiesenen zusammen, so erbalt man das folgende „Oszillationstheorem u : 2 ) 

Ist die Bedingung (IT) fur die Exiremale @ 0 erfullt, und gibt 


*) Vgl A. Mayer, loc. cit. p. 256. 


2 ) Vgl. A. Mayek, loc. cit p. 258 . 
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es ein konjugiertes System, dessen Determinants in einem Teilintervall 
[§i£ 2 ] von [x, x s ] von Null verschieden ist, so ist 

A(r, n + o 

fur je zivei den Ungleichungen: genilgende Werte g',g". 

Daran selilieBt sick der folgende, zuerst von t. Escheeich 1 ) be- 
wiesene Satz: 

Ist g ein behebiger Punkt des Begularitatsintervalls der Extre- 
malen 

x\<l< x\, 


und ist die Bedingung (IF) in der Umgebung des Punktes g erfullt, 
so hat die zwm Punkt g gehorige Mayer’sche Determinants A(x, g) 
in g emen isolierten Nullpunkt. 

Denn nach Absatz d), Ende, konnen wir stets ein konjugiertes 
System: z 1 , r 1 ; . . z n , r n konstruieren, dessen Determinante V (z 1 , . .., z n ) 
im Punkt g yon Null verscbieden ist. Wegen der Stetigkeit der 
Funktion V laBt sich dann ein Intervall [g — 8, | -f d] angeben, in 
welchem auch noch V =)= 0 . In diesem Intervall kann daher die 
Funktion A (a;, g) nur den einen Nullpunkt | besitzen, weil sich 
sonst ein Widerspruch mit dem vorangehenden Satz ergeben wiirde. 

Dieser Satz ist deshalb von ganz besonderer Wichtigkeit, well 
ohne ihn die ganze Theorie der konjugierten Punkte in der Luft 
hangt; denn so lange nicht festgestellt ist, daB der Punkt x L ein iso- 
lierter Nullpunkt der Funktion A(x, xf) ist, kann man gar nicht von 
dem zunachst auf x, folgenden Nullpunkt dieser Funktion, und daher 
auch nicht von dem zu P 1 konjugierten Punkt sprechen. Der Satz 
bildet daher eine unentbehrliche Erganzung des in § 75 gegebenen 
Beweises fur die Notwendigkeit der Bedingung ( ITT ), der erst jetzt 
als vollstandig erbracht angesehen werden kann. 

Endlich gilt noch der folgende Satz, 2 ) von dem wir spater Ge- 
brauch zu machen haben werden: 

Ist fur den Extremalenbogen @ 0 die Bedingung (IT) erfullt, und ist 


A(x, x-f) =j= 0 fur x 1 <x<fx i , 


(IIP) 


l ) Wiener Berichte, Bd CVHI, p 1299. Wir haben zwar bereits friiber 
bervorgeboben, dab alle in diesem Kapitel abgeleiteten Satze mar unter den 
Vorauseetzungen A) bis D) von §§ 72 nnd 74 bewiesen sind, wollen dies aber 
bier nochmals wiederholen nnd ganz besonders betonen, daB gerade dieser Satz 
nnr im „Hauptfall“ richtig ist. 

*) Nach A. Mayer, loc. cit. p. 259 und C. Jordan, Oours d 3 Analyse, Bd III, 
Nr. 393. 
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so Idftt sich eine positive Grbfte d angeben derart, daft 
A(*, «o) + 0 fur x x ^x^x %) 
wofern x x — d<Lx Q <Lx x . 

Man beweist denselben genau so, wie den analogen Satz an § 61, d), 
Ende, wobei man nur nocb zu beacbten hat, daB die Funktion 
A(x, I) nach d) stets zugleich die Determinante eines konjugierten 
Systems ist. 

Dieser Satz, in Verbinduaig mit dem am Ende Ton f) erhaltenen 
Resultat zeigt, daB die Bedingnngen (II’) und (III’) fur ein permanentes 
Zeichen der zweiten Variation hinreichend sind. DaB dieselben Be- 
dingungen anch fur ein schwaches Minimum des Integrals J hin- 
reichend sind, beweist Kneser 1 ) durch eine Veraligemeinerung der 
Methode Ton § 15, b). — 

Seitdem WeierstraB nnd Kneser fur das einfachste Problem der 
Variationsrechnung gezeigt haben, daB zum Beweis der Notwendig- 
keit der Legendre’schen und Jacobi’sehen Bedingung, sowie zur 
Aufstellung Ton hinreichenden Bedingungen, die Theorie der zweiten 
Variation nicht notig ist, ist dieselbe wegen ihrer geringeren An- 
schaulichkeit etwas in MiBkredit geraten. Dem gegenuber ist herror- 
zuheben, daB schon beim einfachsten Problem der Variationsrechnung 
ein alle Falle umfassender, strenger Beweis der JSTotwendigkeit der 
Jacobi’sehen Bedingung mittels des EnTeloppensatzes mit weit groBeren 
Sehwierigkeiten verbunden ist, als sie die zweite Variation darbietet 
(vgl. § 47); daB aber beim Lagrange’schen Problem die Unter- 
suchung der zweiten Variation solange iiberhaupt unentbehrlich ist, 
als nicht die beiden letzten der oben gegebenen Satze ohne Hilfe der 
zweiten Variation bewiesen sind, gaaz da von zu schweigen, daB hier 
der Nachweis der Notwendigkeit der Jacobi’sehen Bedingung fur die 
erwahnten Ausnahmefalle mxt Hilfe des EnTeloppensatzes iiberhaupt 
noeh nicht erbracht worden ist. 2 ) 

Mathematische Annalen, Bd. LI (1899), p. 321; dasselbe beweist 
anf anderem Weg v Escherich, Mathematische Annalen, Bd LT (1902), 

p. 108 . 

s ) An weiterer neuerer Literatur uber die zweite Variation erwahnen wir 
noch eine Abhandlung von v. Escherich, Wiener Berichte, Bd. CX (1901), 
pp. 1355 — 1421, in welcher derselbe seine Untersuchungen anf den Fall der 
Parameterdarstellung ausdehnt, und eine solehe von Hahn, Monatshefte fur 
Mathematik undPhysik, Bd. XIV, pp. 1 — 57, in welcher die Verallgemeinerung 
der EschericVschen Kesultate fur den Fall von gemischten Bedingungen ge- 
geben wird 
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§ 77. Hinxeicbende Bedingungen beim Lagrange’schen Problem. 1 ) 

Wir wenden uns jetzt zur Ausdebnung der Satze yon §§ 16 und 
17 iiber Extremalenfelder auf das Lagrange’scbe Problem, und zwar 
betracbten wir in diesem Paragrapben den speziellen Pall yon Feldern, 
deren Extremalen durch einen festen Punkt geben. Fur diesen speziellen 
Pall lassen sieb die fruberen Resultate iiber das Feldintegral, den Un- 
abbangigkeitssatz und den WeierstraB’scben Pundamentalsatz ohne 
Scbwierigkeiten verallgememern, und hieraus ergeben sicb dann leicbt 
binreiebende Bedingungen des Extremums fur das Lagrange’scbe 
Problem bei festen Endpunkten 

Wir werden dabei an den Voraussetzungen A) bis D) yon § 72 
und § 74 iiber den Extremalenbogen @ 0 festbalten. 

a) Das Feldintegral und der WeierstraB’scbe Pundamentalsatz: 

Es sei A 0 (a 0 , b\, . . bl) ein beliebiger Punkt der Extremalen (£*. 
Dureb diesen Punkt gebt eine w-parametrige Scbar 2 ) yon Extremalen 
die wir in der Normalform 


2/, = 8,(*J < h °> <0 = T t (x, c 1} ■ ■ c n ) (75) 

mit c 1} . . ., c n als Parametern scbreiben. Die zugeborigen Multiplika- 

toren sind i o /• o to \ v / % 

Qp \X] d , b } c) = Ap (x, c 1} • * c n ). 

Die Scbar (75) entbalt die Extremale fur c t = c? = v, (a 0 ) in der 
Bezeicbnung yon § 72, b). 

Wir nehmen jetzt an, daB diese Scbar em Feld bildet, so daB 
also die Gleicbungen (75) eine ein-eindeutige Beziebung zwiscben 
einem gewissen Bereicb <SL im Gebiet der Yariabeln x, c u , . . c n 
und dessen Bild of im x, y 1} . . .. y n - Rauru definieren und daB gleicb- 
zeitig im Bereicb &L die Funktionaldeterminante der Scbar, d. b die 
Punktion 8 ) C-) „ » (*. s . e) 

von Null verschieden ist. 

Durch jeden Punkt (x, y ly . . y n ) des Feldes oJ geht eine und 
nur eine Feldextremale, deren Parameter c 1} . . c n durch die inversen 
Funktionen des Feldes 4 ) 

^ i ^ i Vl) *? Vn) ^ (fl > * ‘ bn] Xy y i} * • * ; 


x ) Vgl. zu diesem Paragraphen A. Mayer, Leipziger Berichte 1903, 
p 131 und Bolza, Transactions of the American Mathematical Society, 
Bd. VII (1906), p. 476. 

2 ) Vgl. § 76, a); unsere jetzige Bezeichnung wird mit der dortigen iden- 
tisch m dem speziellen Pall, vo a 0 ~ 

3 ) Vgl. wegen der Bezeichnung Grleichung (148) von § 73. 

4 ) Vgl. wegen der Bezeichnung § 73, b) 
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geliefert werden. Dieselben geniigen den Grleichungen 

y ,( x > Ci, •••, O-y. ( 76 ) 

identiseli im Bereich oP und umgekebrt ist 

yj (77) 

identisch im Bereich <9L 

Als QefallfunMionen des Feldes bezeichnen wir die n Funktionen 

Pi fa} ifi) ? Vn) 0 ^®) 

dieselben geniigen den m Grleichungen 

(*» y* p) - 0 C 79 ) 

identisch in den Variabeln . * *, y n - Dies folgt aus den identisch 

in x, c ± , . . c n gultigen Grleichungen 

<p fi (x,Y,r)-o, 

wenn man darin e t dnrch C £ ersetzt 

Ferner verstehen wir unter den Multiplikatoren des Feldes die 
Funktionen 1 ) 

fip fa 9 Vl}' ' *} Vn) ~ fa} * * ’} O* (®^) 

Endlich verstehen wir unter dem Feldintegral das Integral J } ge- 
nommen vom Punkt A 0 bis zum Punkt F[x, y l7 . . y n ) des Feldes 
entlang der eindentig definierten F eldextremalen ; welche diese beiden 
Punkte verbindet. Wir bezeichnen dieses Integral mit W fa y y v . . y n ) 7 
sodaB in der Bezeichnnng von § 73 ; c) 

Wfaj y 17 • • y n ) = SB (a° 7 b± 7 * * *, b%] x 7 y l7 * . - 7 «/ n ). 

Daher konnen wir die Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen des 
Feldintegrals nnmittelbar aus den allgemeinen Formeln (158) von 
§ 73 entnehmen; wir erhalten so unter Beriicksichtigung der Defini- 
tion der Funktionen p z und 

A- = f(x, y, p) ~ ^p z F n+l (x, y,p, y), 

dW F ( . ^ 81 ) 

j^-=*F n+l (x, y,p, y). 

Hieraus folgt unmittelbar der Silberfsche Unabhmgig’keitssaU 
fiir das Lagrange’sche Problem 2 ): 

*) Die Funktionen liaben naturlich mit den in § 76, b) eingefuhrfcen, 
ebenso bezeicbneten Funktionen nichts zu tun. 

2 ) Fur den allgemeinen Fall zuerst bewiesen von A. Mayer, loc. cit. p. 140; 
fur die speziellen Falle n «= 2, m == 0, und m == 2, n = 1 schon vorber von 
Nadeschda-Gernet, Gottinger Dissertation 1902, pp. 21 und 63. 
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Der Wert des Integrals 

y> p) — ~ S ) Fn+i c*» y> p> *0 | dx > ( 82 ) 

(X % 


genommen entlang einer ganz im Feld of gelegenen Kurve © der 
Klasse (7' yon einem Punkt P'(g', r}[, . . ., r\ «) bis zu einem Punkt 
P" (%", Vu • * •? tyT), bangt nur von der Lage der beiden Endpnnkte 
P', P" ab, mcbt aber yon der sonstigen Gestalt der Kurve ©, da 
nacb (81) 

JI(P'P") = V l, . . , ig) - W&, vi, . . v'n). 


Liegen insbesondere die beiden Endpunkte P\ P" auf derselben 
Feldextremalen ©, so ist 

J1 (P'P") - J5 (P'P") - Ji(P'P"), 

wie daraus folgt, daB nacb (77) nnd (78) 

jp.(*» r 1? • • rj = y ; (», e 1; • • <?j. 

Liegt daher © 0 ganz im Innern des Feldes of, und ist 

— £0*0, 

irgend eine zulassige Kurye fur das vorgelegte Yariationsproblem, 
welche ebenfalls ganz im Innern yon of liegt, so ist, da aucb die 
Kurye © yon P 1 nacb P 2 fiibrt. 


und daber 






T* 

. » 


( 88 ) 


Die Kurve © geniigt als zulassige Kurve den m Differentialglei chungen 


9 ^ 0 , y, y 0 = 0 . 

Dater kann man in Jg den Integranden fix, y,y') durch F(x, y, y', y) 
ersetzen; ebenso kann man wegen (79) in dem Ausdruck fiir «7| die 
Funktion f(x 7 y,p) dnreb F(%, y,p, y) ersetzen. Erinnert man sicb 
scblieBlicb nocb der Definition (8) der 8 -Funktion, so erbalt man 
aus(83) den WeierstraftschenFundcmentalsatz fiir dasLagrange’scbe 
Problem: 

AJ=J‘S (x, y ; p, y y) dx. (84) 

*1 


Darin sind p l7 resp. die Gefallfunktionen, resp. Multiplikatoren des 
Feldes fiir die Argumente (x, y lf . . y n ). 
b) Hinreicliende Bedingungen: 

Wir nebmen jetzt an, daB fur den Extremalenbogen © 0 die Bedin- 
gungen (IP) und (IIP) yon § 74, b) und § 76, g) erfullt sind. Wahlen 

Bolsaa, Variationsrechming 41 
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■wir dann den Punkt A 0 anf der Fortsetzung von @ 0 uber P 1 binaus 
hinreichend nabe bei P,, so ist nacb dem letzten Satz Ton § 76, g) 

A (x, a °) + 0 in 

■was wir nacb (21) aucb schreiben konnen 

£(*,«?,•••,<£) + 0 in iX^L 

wenn D dieselbe Bedeutung bat wie unter a). 

Hieraus folgt aber nacb dem allgemeinen Satz uber die Existenz 
eines Feldes (§ 22, d) Zusatz), daB die Extremalenscbar (75) durcb den 
Punkt A 0 ein denBogen © 0 in seinem Innern entbalbendes Feld of liefert. 
Ist dann £ irgend erne zulassige Kurve, welebe ganz im Innern von of 
liegt, so gilt fur sie der WeierstraB’sche Satz (84). Hieraus folgt aber 1 ) 
Sind fur den Extremalenbogen @ 0 die JBedingungen (IT) und (111) 
erfiillt, und gibt es cine TJmgebung (p) von © 0 derart, dafi 

% ( x , y] p [x, y), j>] ft {x, y'j) > 0 (1V») 

fur jedes Wertsystem x, y v . . ., y n ] p v • ■ •> P n > welches den Bedingwngen 
(*, Vt> • • •> VJ in (?); (*» Vl> • • -I yn 5 Pl> ■ ■ ; Pn) ™ 5 

(pp ( X , y,P) — o 5 {Px> ■ ' ■; a) + (p y) ‘>Pn VI) 
gentigt, so liefert der Extremalenbogen @ 0 ein starlces, eigentliches Mini- 
mum fur das Integral J mil ckn Nebenbedingungen cp^ = 0. 

DaB es sicb wirkhch urn ein eigentliches Minimum handelt, 
folgt ganz wie in § 19, a): Ware namlich A J= 0 fur erne Ver- 
gleichskurve ©, so mtiBten entlang dieser Kurve die n Gleichungen 

,y, ,)• m 


Dies ist aber unmoglich, wenn © von @ 0 verschieden ist. Denn 
differentiiert man die aus (76) folgenden Gleichungen 

Y k (x,l ir --,lJ = y k , (86) 


in welcben: c, = c ; (a?, y v • • ■, yj, nacb x, so wiirde aus der Annahme 
(85) folgen, daB die n Gleichungen bestehen miiBten 


2 


ZJiV 

dc Ci 


0. 


Die Determinants derselben, d. b. die Funktion D (x, Cj, . . ., c„) ist 
aber in [x, x(\ von Null verschieden, wenn © ganz im Felde liegt, 


*) Immer unter den beschrankenden Annabmen A) bis D) von §§ 72 und 74. 
*) Vgl §§ 68 und 69 
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und daher wiirde folgen c z - = G & einer Konstanten, deren Wert sich 
aus x = x t als cj ergibt. Das bedeutet aber nach (86), daB © == © 0 . 
Es ist also in der Tat A J > 0 fur jede yon © 0 yerschiedene Ver- 
gleichskurye E, welche ganz in der Umgebung (p) yon @ 0 gelegen 
ist, yorausgesetzt, daB p so klem gewahlt wird, daB (p) ganz im 
Innern yon of liegt. 

§ 78. Mayer’sclie Extremalenscharen. 

Im yorangehenden Paragraphen haben wir den Hilbert ’schen 
Unabh’angigkeitssatz fiir den speziellen Fall yon n-parametrigen Ex- 
tremalenscharen durch einen festen Punkt bewiesen. Im gegenwartigen 
Paragraphen soil dieser Satz nun auf allgemeinere %-parametrige Ex- 
tremalenscharen ausgedebnt werden. Es wird sich dabei das Resnltat 
ergeben, daB der Hilbert ’scbe Unabhangigkeitssatz und seine Folge- 
rungen beim allgemeinen Lagrange’schen Problem nicht fur beliebige 
n-parametrige Extremalenscharen gilt, sondern nur fur eine ganz be- 
stimmte spezielle Klasse solcher Scharen, die wir nach ihrem Ent- 
decker „Mayer’sche JEoctremalenscharen u nennen werden. 

a) Die allgemeinste Form des Hilb ert’schen Unabhangigkeitssatzes: 

Es sei 1 ) 

y x » Y t (v, % = V t (x, (87) 

eine beliebige w-parametnge Schar von Losungen der kanonischen 
Differentialgleichungen 

dy,__dH (oo\ 

dx ~~ dv t ’ dx dy % v 00 ' 

yon § 72, welche unsere spezielle Losung 

&—&(*)> «.—«.(*) 

enthalt, und zwar fiir \ « 6° . Diese Schar moge ein Feld of um den 
Extremalenbogen @ 0 liefern; die inyersen Funktionen des Feldes be- 
zeichnen wir mit 

die Grefallfunktionen und Multiplikatoren des Feldes mit 

Pi{pGy Vu * • •} Vn) S5 * S (x, b w ), 

Vxy • • •* Vn) *** * •} ®»); 

x ) Die Zeichen Y t , V t ,Ap,b t usw haben hier also eine allgemeinere Be- 
deutnng als in § 77. 


41 
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Xp — A fj (X) &!;•••; ^7i) 

die zur Losung (87) gehorigen Multiplikatoren bedeuten 

In dem speziellen Fall, wo die samtlichen Extremalen der Scliar 

--A) (89) 

durch einen festen Punkt gehen, ist dann der mit diesen Funktionen p z , 
als Argumenten gebildete Differentialausdruck 

W, y» j») ^ dx +2 F «U X > y>p> p)*v* ( 90 ) 

t & 

nach § 77, a) ein vollstandiges Differential. Es fragt sich jetzt: Gilt 
dies aueh nock fur erne ganz beliebige w-parametrige Extremalen- 
schar, wie dies beim emfachsten Vanationsproblem (n = 1, m = 0) in 
der Tat der Fall war? 

Zur Entsebeidnng dieser Frage 1 ) zieben wir quer durch das Feld 
eine beliebige %-dimensionale Mannigfaltigkeit („Hyperflache“ in der 
Terminologie 2 ) der mehrdimensionalen Geometric) E, welche jede Ex- 
tremale des Feldes in einem und mar emem Punkt schneidet. Eine 
solche Hyperflache kann man darstellen in der Form 

x — ■ • ■> b n ), y, = ^(l> \j • ■> ®b ) j (91) 

wenn ij(£ 1; . • ., bj. die Abszisse des Schmttpunktes der Hyperflache S' 
mit der Extremalen @ 6 der Sehar (89) ist. 

Wir betrachten dann das Integral J, genommen entlang der 
Extremalen @ 6 , Ton deren Sehnittpunkt P 4 mit der Hyperflache S 
bis zum Punkt P 3 , dessen Abszisse x ist, d. h also das Integral 

X 

U(x, ..,b n )=ff(x, Y,Y')dx. 

-,W 

Dasselbe Integral, betrachtet als Funktion der Koordinaten x,y t , ...,y n 
des Punktes P s bezeiehnen wir mit W(x, y 1; . . ., y n ), sodafl also 

W(x,y 1 ,...,y n )=U(x,h 1 ,...,b n ). (92) 

Die Hyperflache $ nennen wir die „Ausgangshyperflache a fiir* die 
Funktion W. 

Wir berechnen jetzt die partiellen Ableitnngen der Funktion W. 
Dabei machen wir zur Yereinfacbung der Reehnung Ton der leicht 

*) Ygl. fur das Folgende Bolza, Transactions of the American Mathe- 
matical Society, Bd. YU (1906), p. 478 

s ) Ygl. z B Bianchi-Lukat, Differ entialgeometne, p. 564 
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zu yerifizierenden 1 ) Bemerkung Gebrauch, daB jede w-parametrige 
Schar yon Losungen der kanonischen Differentialgleichungen (88), 
welch e ein Feld yon Extremalen um den Bogen @ 0 liefert, sich durch 
eine Parametertransformation auf die kanonische Form bringen laBt: 

y^ - D,(«; < h C), v t = «,(*; < h O) , (93) 

wobei die GroBen C 19 . . G n Funktionen von b t ,... ? b n sind, welche 
den Anfangsbedmgungen 

CM, • • , K) = c? (93a) 

genugen. Die GroBen a 0 , 6J, . . 6® sind dabei die Koordinaten eines 

Punktes der Extremalen (£*, und c® =* fl a (a°). 

Wir nehmen an, die Parameter der Schar (87) seien gerade diese 
kanonischen Parameter, sodaB also 

VMA,--,K) = % t (x\cfi,l>,C). (94) 
Es folgt dann nach Gleichung (136) von § 72, daB 

= ^ rxa°,b 1 ,...,b n ) = c l . (95) 

Welter folgt, daB das Integral U sick durck die in § 73, a) definierte 
Funktion U ausdriicken laBt: 


U(x, \) = U(* 5 a 0 , l, C ) - U(6j a°, 6, 0). 

Wir erkalten daker 

a U rdU(x)-\ r£Hfe-] 00, 0[tt®] 

aft* L J L J 5 

J 

wobei die Klammer [ ] die Substitution von a®, C { fur a, e t andeuten soil. 

l ) 1st die Schar von Losnngen des kanonischen Systems (88) zunachst mit 
beliebigen Parametern y x , . . , y n gegeben 

Vz= ^fe^,...,?*), * v t = V i (x,y 1 ,...,y n ), 

wobei die Extremal e dem speziellen Wertsystem y i s*=yj entsprechen moge, 

so wahle man anf (gj, aber noch im Innern des Feldes, einen beliebigen Pnnkt 
0 a °, nnd setze _ 

i. •••.?«) = 6, 

Diese w Grleichnngen konnen wir, da die Extremalenschar ein Feld bilden sollte, 
in der Umgebung der Stelle b% eindentig nach , . . . , y n anf losen ; sei 

. 7* 1=8 I»(^ 1 1 * • • i b n ) 

Dennieit man dann _ 

C z (b x ,. 

so ist nach der Definition der Funktionen $) z , 33 z von § 72, e) 

r.fo A , • • • , rj s !),(*; a 0 , 5, C), Fife r a ,.. ,r n ) = »,(*; «°, ft, Q), 

womit die Behauptung bewiesen ist. 




642 


ZwOlftes Kapitel. Lagrange’sches Problem. Fortsetzung 


Hierin setze man die Ausdriicke fiir die Ableitungen von U(x) 
ans Grleickung (146) von § 73 ein nnd beachte, da6 nach. (94) 

db k IdlJ LdcjJ db K 

J 

und nack (95) nnd nack Gleichung (142) von § 72 

F n+ J< Y(a% T(a% Aiaf)) = b n ) - C L . 

Dann erkalt man 

If -2 F -*<^ r ’ T - ^ S * + M « ( 97 ) 

% 

wo M k die folgende Fuuktion von b t , . . b n ist: 

C 98 ) 

Gekt man jetzt znr Funktion W{x, y u . . y^) iiker, indem man 

von der Definitionsgleickung (92) nnd von den durck Differentiation 

der Identitaten Tr/ . * > 

Y { (x] 6,, . . hj = y. 


folgenden Relationen Gebrauch macht, so erhalt man 1 ) 

dW : f(p, y, p) -]>jP l F»+ t (. x , v>p> n 


doc 

dw 

dyk 




(99) 


wobei die Klammer () die Substitution 7 on fiir \ andeutet. 

Hieraus folgt: Soli der Differentialausdruck (90) ein vollstandiges 
Differential sein, so ist notwendig nnd hinreickend, daB auck der 
Differentialausdruck* 


em vollstandiges Differential ist. Die Integrabilitatsbedingung, welcbe 
die notwendige und kinreickende Bedingung kierfur ausdriickt, redu- 
ziert sick nack einfacker Recknung anf die Bedingungen 2 ) 



x ) Ygl die entspreehenden Entwicklungen in § 73, c). 
s ) Man erhalt znnachst 




f dM k \ l 0B.3B* 


fiir 
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ans denen durcb die Substitution y % = T % folgt, daB auch 

dMj dM k 
db A db z 


sein mufi. 

d. b. also 


Es muB also eine Funktion N(b 1} 

cN 


• ? &») geben, so daB 


M *~ oh’ 


C k = - 


dh 


dJSf 

d\ 


( 100 ) 


Wir baben also den folgenden, yon A. Mayer 1 ) berrubrenden 
Satz bewiesen: 

Soil fur eine in der kanonischen Form 

Vi = di( x : A h > CQ>)) (101) 

gegebene n-parameirige Fxtremalenschar der Hilberfsche Unabhangig - 
keits$at & bestehen , d. h. soil der Differentialausdruck (90) ein vollstandiges 
Differential sein, so ist notwendig und hinreichend, daft die Funktwnen 
C z (b 1} . . b n ) den Integrabihtatsbedingungen 

db k d\ 



geniigen, also die partiellen Ableitungen ein und derselben Funktion 

• • • A) sind: 

Q __ . 


Oh 


(103) 


Die Funktion B(b 1? . . b n ) ist ; abgeseben von Stetigkeitsbedingungen, 
nur der aus (93 a) folgenden Anfangsbedingung 




db. 


6 = 6 ° 


= c? 


(104) 


unterworfen. 

Wir werden eine w-parametrige Extremalenscbar, welcbe, in 
die kanoniscbe Form (101) gebracht, diese Bedingung erfiillt, eine 
Mayer’sche Extremalenschar nennen. 

Wie wir im vorigen Paragrapben geseben baben, gilt fur die 
Extremalenschar durcb einen festen Punkt der Hilbert’scbe Un- 


Hierans folgt das im Text gegebene Resultat, da im Feld die Determmante 


dK 

dyj 1 


= 1 , 2 , . ,n) 


von Null verschieden ist 

x ) Von A. Mayer anf anderem Weg bewiesen in den Leipziger B«b- 
richten 1905, p. 49 
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abhangigkeitssatz; daher miissen diese speziellen Scharen Mayer'sche 
Scharen sein. Dies lafit sieh leieht mit Hilfe der Resultate von § 73 
verifizieren. Wir fanden dort fur die Extremale dureh die beiden 
Punkte (a, b 17 . . v hj und (§ ; rj n ) in der dortigen Bezeichnung 

den Ausdruck _ &(*; a, 5, S), 

nnd nach Gleidhung (159) von § 73 war 



Wir konnen die Extremale also scbreiben 

cn / 7 t ^ 388\ 

& a > * * ’> 

Halten wir darin die Grofien £, t] u . . ,r ln sowie a fest nnd vanieren 
die Parameter i 1? . . so stellen diese Gleichungen die Extremalen- 
sciar dnrch den Punkt i, ^ in der kanonischen Form (101) dar 

und zeigen daher, daB diese Schar in der Tat eine Mayer’sche Schar ist. 

b) Verallgemeinerung des Kneser’schen Transversalensatzes 1 ) : 

Wir betracbten eine beliebige, die Extremale (£ 0 enthaltende 
^-parametrige Extremalen schar in der kanoniscben Form (93) 

Vi - K) = 8.0*; < h O'). 

Die Funktionen C % sollen in der Umgebimg der Stelle von 

der Elasse O' sein nnd den Anfangsbedingungen (93 a) geniigen, und 
die Schar soli ein Feld um den Bo gen @ 0 liefern. 

Und nunmehr stellen wir uns die Anfgabe 2 ), die Ausgangshyper- 
flacbe $ fiir das Integral W so zu bestimmen, daB die Ausdriicke fur 
die partiellen Ableifcnngen yon W dieselbe einfacbe Form (81) a n- 
nebmen wie in dem speziellen Fall einer Scbar von Extremalen durcb 
einen festen Punkt. Dazu ist nacb (99) notwendig und hinreichend, 
daB die durcb (98) definierten Funktionen M k samtlich identiscb ver- 
schwinden, daB also 2 [11(g)] 

° k = w 

Die verlangte Bestimmung der Flacbe $ ist also nur moglich, 
wen n die gegebene Scbar eine Mayer’sche Scbar ist, wie dies auch 
a priori aus dem unter a) erhaltenen Resultat folgt. Diese Bedmgung 
sei erfullfc, und es sei n _ 8B(b ^ . 

8h 

J ) Vgl. hierzu Boeza, loc. cit. p. 483 

*) In 7erallgerQeineiung ernes von Kneser fur das emfachste Variations- 
problem durchgefuhrten Gedankengangs, vgl. § 31, c) 
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Dann folgt aus (105) durcb Integration 

B = c, (106) 

wo c eme von ...,b n unabhangige numeriselie Konstante ist. Dieser 
Gleichung muJB also die gesucbte Funktion % geniigen. 

Fur die Disbussion derselben scbreiben wir der Ktirze halber 

U (x-, a 0 , l, jpj -f- B = G(x, b lt . . ., b n ) 
und macben die beschrankende Annahme, dafi 

f(x,y{x),y\x))^ 0 in fosj (107) 

Unter dieser Voraussetzung betracliten -wir die Aufgabe, die Gleichung 
• G{x,\,..,,b n )~c (108) 

naeh x aufzulosen. Da nach (104) und Grleicbung (145) von § 73 
G x (x, l\, . . 6 ®) = f(x,y{x),y'<x)), 

so sind wegen (107) die Yoraussetzungen des erweiterten Satzes fiber 

implizite Funktionen von §22,e) erfullt, und man erbalt durcb An - 

wendung desselben das folgende Resultat: 

Es sei c l} resp. c 2 , das Minimum, resp. Maximum, der Funktion 
G(x, b\, . . ., 6 ®) im Interval! [x^] und ic = £ 0 (c) die wegen (107) im 
Interval! [c x c 2 ] eindeutige Losung der Grleicbung 

G(x, b®, . . , b°) = & 

Dann la£t sick die Grleicbung (108) in der Umgebung der Punktmenge 
( 2 : s = £ 0 (c), &,==&", Ci ^ c ^ c 2 

eindeutig nach x auflosen. Die Losung sei 

x = c). 

Schreiben wir dann noch 

b n ' : c) 7 b 1} . , .j b n ) = . . . 7 b n 5 c) 7 % (109) 

so stellen die Gleiehungen 

x b n ; c), y z = % Q>i , . . b n ; c) 

eine Hyperflaclie yon den verlangten Eigenschafien dar, die wir mii 
% c bezeichnen. Lassen wir die Konstante o yariieren, so erhalten 
wir eine einfach unendliche Scbar von solchen Hyperflacben, die wir 
die , P Transversalhy^erfldchen i£ des Feldes nennen wollen. Man beweist 
leicht, daB bei gehoriger Beschrankung des Feldes durcb. jeden Punkt 
desselben eine und nur eine Transversalhyperflache hindurchgeht. Wir 
konnen dann unser Resultat in den Satz zusammenfassen: 
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Bamit die Ausdrucke fur die parhellen AUeitungm der Furiktionen 
W(x, y t) . . yf) dieselbe einfache Form (81) annehmen wie lei einer 
Sehar von Extremalen dutch einen festen Punkt, ist notwendig und hm- 
reichend, daft die mgrunde liegende Extremalensehar eine Mayer’sehe 
Sehar ist , und da/S die Aicsgangshyperflache fur die Function W eine 
Transversalhyperfldehe des Feldes dieser Sehar ist 

Weiter folgt nun unmittelbar die Verallgemeinerung des Kneser- 
scben Trans versalensatzes ftir das Lagrange’scbe Problem 1 ): 

Zwei Transversalhyperfldchen % c , und % 0 „ eines von einer Mayer - 
schen Sehar gebildeten Feldes schneiden auf den verscMedenen Extremalen 
der Sehar Bogen aus 7 welche fur das Integral J denselhen Jconstanten 
Wert liefern, namlich den Wert c" — c'. 

Denn es ist nacb der Definition der Funktionen 11 und g: 

ff(x, Y, Y)dx -n(i(iiO/Ai) — u(g0;O ; <*> w) 

^ A b) - G(Hh c\ l) - e" - c'. 

Hieraus folgt -weiter: Wird als Ausgangshyperflaclie bei der Defi- 
nition der Fnnktion W eine Transrersalbyperflaebe des Feldes gewahlt, 
so sind die Transversalhyperflacben xdentisch mit den Hyperflachen 
W(x,y yj - konst. (110) 

Kombinxert man dieses Resultat mit dem miter a) bewiesenen 
Satz, daB der Hilbert’scbe ITnabbangigkeitssatz far ein beliebiges 
Mayer’scbes Extremalenfeld gilt, so erkennt man, mdem man genau 
wie in § 41, Ende, scblieBt, daB der Weierstrafische Fundamentalsat# 
(84) seine GKiltigkeit bei alt, wenn das Feld statt yon einer Extremalen- 
sciar durch einen festen Punkt yon einer beliebigen Mayer’scben 
Scbar gebildet wird, und die Vergleicbskurye £ statt vom Punkt P x 
von einem beliebigen Punkt der durcb P x gebenden Trans versalbyper- 
flacbe % des Feldes ausgebt 

Damit bat man zugleicb binreichende Bedmgungen fur die Auf- 
gabe gewonnen, das Integral J mit den Nebenbedmgungen epp — 0 zu 
einem Extremum zu machen, wenn der erste Endpunkt auf der Hyper- 
fiache % frei beweglieb, dagegen der zweite fest ist. 

c) Zusammenbang mit der Transversalitatsbedingung: 

Urn die Analogie der im vorangebenden entwickelten Tbeorie 
mit den entspreebenden Untersuchungen von Kneser fur den ein- 


1 ) Hierzu die Ubungsaufgabe Xr. 9 am Ende von Kap. XIII 
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fachsten Fall 1, m — 0 zu vervollstandigen, haben wir nun zu 
zeigen, daJB die Transversalhyperflachen auch durcb ein System Ton 
partiellen Differentialgleichungen definiert werden konnen, welche 
die Yerallgemeinerung der Transversalitatsbedingung des einfachsten 
Falles sind. 

Dazu differentiieren wir die Gleichung (106) ; durch welche die 
Funktion |(i 1; . , ,£ n ;c) definiert wird, partiell nach b k und machen 
yon den bei der Ableitung der Gleichungen (97) erhaltenen Resultaten 
Gebrauch Dann kommt 


f(?, y, T) 


\m 

i dh 


+2 F ^( x > r > r > A )w 


(mi 


Umgekehrt: 1st | eine Funktion von b 1? . . b nJ welclie diesen 
n partiellen Differentialgleichungen genugt ; so folgt ruckwarts die Glei- 
chung (106). Die Transversalhyperflachen konnen also in der Tat durch 
die n partiellen Differentialgleichungen (111) fur die Funktion % defi- 
niert werden; dieselben sind infolge der Relationen (102) mitemander 
vertraglich. 

Ftibrt man die durch die Gleichungen (109) definierten Funk- 
tionen rj t ein ; so gehen die Gleichungen (111) fiber in 




Fur n == 1 , m = 0 reduzieren sick diese Gleiekungen auf die 
eine Gleichung 

fix, r, Y) - Yf s ,(x, Y, Y) + f y ,(x, Y, Y,J *|3 - 0, (112a) 


d. h. eben auf die hekannte Transversalitatsbedingung. 

Hiermit sind zunaehst rein formal die Trans versalhyp erflachen als 
Yerallgemeinerung der Transversalen des einfaclisten Falles nachgewiesen. 
Es bleibt jetzt aber noch zu zeigen, daB die Differentialgleichungen 
(112) fur das Lagrange’sche Problem mit einem variablen Endpunkt 
dieselbe Bedeutung haben wie die Transversalitatsbedingung (112 a) 
fur den emfachsten Fall. 

Wir betraehten daher jetzt die Aufgabe, — gleich etwas allge- 
meiner, als fur unsern unmittelbaren Zweck notig ware — ; das Integral J 
mit den Nebenbedingungen <p^ = 0 zu emem Extremum zu machen, 
wenn der Punkt JP 2 fest ist ; wahrend der Anfangspunkt auf einer ge- 
gebenen g-dimensionalen Manmgfaltigkeit ® beweglieh ist, welche in 
Parameterdarstellung gegeben sein moge durch die Gleichungen 

= * = • ■ •, \), Vi = vh, ■■■, 

wo q < n. 
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Die gesuchte Kurve @ 0 muB dann eine Extremale sein, und wenn 
ihr Anfangspunkt P x anf $ den Parameterwerten b ± = 5°, • * *, b q ===== 5 ° 
entspricht, so muB nach der in § 38 entwickelten Differentiation s- 
methode in der Bezeichnung von § 73, c) die Funktion 

(£; *^3? 2/i3> * * *> ^ 3 ) 

der unabhangigen Yariabeln 6 1? • • •> b q fur b x = b\, • • ♦, b q «*» ein 
Extremum besitzen; dabei ist (x Z7 y lZy ^* 9 y n 3 ) em Punkt der Extre- 
malen @ 0 , der so nahe bei P x gewahlt ist, daB A(# l 7 a; 3 ) = 4 = O. 1 ) Dies 
fiihrt nach den Gleichungen (158) von § 73 anf die Bedingungen: 

\f(% t ,y{x^y{xj) — y'&i),u% o)] (7^-) 

* V’Vo (U3) 

+ ^F n+l (xi, y(* 1), y'& i)^M (|f^) o = o } 

p == 1, 2, • ' q } 

wobei der Index 0 die Substitution von b\ fur b t andeuten soil. 

Dieselben lassen sich unter Einfiihrung der Funktionen v t (x) nach. 
den Gleichungen (122) und (129 a) von § 72 aueh einfacher schreiben 
m der Form 

S{x X) y (# x ), v (Xj)) ( E v i ( x i) (T^) 0 = °- ( 114 > 

Diese q Gleichungen, welche im allgemeinen die Lage des Punktes JP 1 
auf der Mannigfaltigkeit $ bestimmen, bilden zusammen die „Trans- 
versalitatsbedingung u fiir das vorgelegte Yariationsproblem; wenn die- 
selbe erfiillt ist, werden wir sagen, die Mannigfaltigkeit $ schneide 
die Extremale @ 0 im Punkt P x transversal . — 

Die Gleichungen ( 112 ) sagen also aus, daB die durch Gleichung 
(106) definierte Transversalhyperflache ® in jedem ihrer Punkte die 
durch denselben hindurchgehende Extremale der Mayer’schen Schar 
transversal schneidet, womit die Bezeichnung Transversalhyperflache 
ihre Rechtfertigung flndet. 

. d) Zwei Anfgaben iiber Transversalhyperflachen: 

Hieran schlieBen sich naturgemafi zwei Anfgaben, deren Losung 
eine wichtige Erganzung zu den unter a) und b) gegebenen Entwick- 
lungen liefern wird; zunachst die Aufgabe: 

Zu einer beliebig gegebenen Hyperflache $ eine n-fach unendliche 
Extremalenschar m bestimmen } welche von $ transversal geschnitten wird. 


*) Vgl § 73 , b), insbesondere p 597 , Fubnote 2 ) und § 76 , g). 
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Dabei wird angenommen, daB die spezielle Extremale © 0 im Punkt 
Pi yon St transversal gescbnitten wird. Die Hyperfiacbe St sei wieder 
gegeben in der Form 

* = S(&i, ' ■ ;K), fc-nfo, 

Durcb den Punkt (bj derselben zieben wir zunacbst eine beliebige 
Extremale, die wir m der Normalform von § 72, c) 

y> = D.fo £> Vi, ■, cj, 

ansetzen. Dann ist naeb (114) die Bedmgung dafiir, daB diese Ex- 
tremale yon der Hyperfiacbe St in ibrem gemeinsamen Scbnittpunkt 
transversal gescbnitten wird: 

S( & c ) w k ~2 C ‘W L = 0 > * “ 1> 2, • • •, », (115) 

z L 

da nacli Gleicbung (136) yon § 72 

* ’? VnJ C 17 * * *? O “ 

Da nacb Yoraussetzung die Hyperflache ® die Extremale © 0 in P t 
transversal schneidet, so werden die n Gleiehungen (115) befriedigt 
durcb das spezielle Wertsystem b t = 6J, ^ = c a ° == 0 t (%)* Daher konnen 
wir dieselben in der Dmgebung dieser Stelle eindeutig nacb c 1? ***,c n 
auflosen, wofern an derselben die Pnnktionaldeterminante der Auf- 
losung von Null verschieden ist. Erinnert man sich, dafi nacb (88) 

, dH 

y% 

so erhalt man fur die fraglicbe Funktionaldeterminante nacb einfacben 
Determinantensatzen die Determinants n + 1 ten Grades 


1, 

yfl* 0, 

y'ihd, • • -> 

i) 

(11) 

(hi) 



Wo’ 

W 0 ’ 

wjo’’ 

W„ 


Qc — 1, 

2, • • n). 



(116) 


Wir konnen also den Satz aussprecben: 

Wenn die Determinants (116) von Null verschieden ist 1 ), so la/3t 
siph stets eine und nur erne, die Extremale @ 0 enthaltende n-parametrige 
Extremalenschar konstruieren, welche von der Hyperflache ® transversal 
geschnitten wird. 


*) D. h. geometrisch: Wenn die Hyperflache $ im Punkt die Extremale 

(£ 0 nicbt beruhrt. 
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Die zweite der oben erwabnten Aufgaben ist die zur ersten in- 
verse Aufgabe: 

Zu einer gegebenen n-potranieingen Extremalenscho/r eine Trans- 
versalhgperfldche m honstruieren. 

Wir nebmen dabei an, daB die gegebene Scbar die Extremale @q 
enthalt, nnd prazisieren die Aufgabe genauer dabin, daB die zu kon- 
stnuerende Transversalbyperflache durcb einen gegebenen Punkt 
A 0 (a°, &«) YOn ®o geben soil. 

"Wir schreiben die gegebene Extremalenscbar in der kanoniscben 
Form (98) nut der Nebanbedingong (93 a) und scbneiden, wie unter 
a), die Scbar mit einer beliebigen durcb den Punbt A 0 gebenden 
Hyperflache die wir wieder durcb die Grleicbungen (91) analytiscb 
darstellen. Soli dann & jede Extremale der Scbar transversal scbnei- 
den, so muB die Funktion Upi, • • K) dea « partiellen Differential- 
gleichungen (111) genugen. Fiibren wir jetzt wie unter a) die Funk- 
tion U(x,\,- ■ -,b n ) ein und macben von den Formeln (96) und (97) 
Gebraucb, so geben die Gleiebungen (111) fiber m 


su 

da: 


s n_ 

3b k 


+ 


3U 

db k 


M k = 0, 


was wir aucb scbreiben konnen 


d U(l b) 

dh 


0 


Da a ber U(% \ } • • \) ss 0, so folgt: = 0. Hiermit smd wir 

aber auf die bereits unter b) geloste Aufgabe zuruckgefiihrt und 
erbalten daher den Satz: 

Soli es moglich sein, zu einer gegebenen n-parametrigen JExtremalen- 
schar eine Transversalhyperfldche zu honstruieren , so ist notwendig und 
hinreichend, da (5 die gegebene Schar eine Mayer'sche Schar ist. 

Durcb. Komb illation mit dem oben gefundenen Resultat ergibt 
sicb bieraus der weitere Satz 1 ): 

Konstruiert man zu einer beliebigen Hyperflache $ die von ihr 
transversal gescTmittene Extremalenscha/r } so ist letztere eine JMCayer’sche 
Schar, und umgeTcehrt Jkann jede 3£ayer’$che Schar auf diese Weise 
erzeugt werden. 


*) Hiermit ist die Verbindung zwischen den Resultaten von A. Mayer und 
Hilbert hergestellt. Letzterer hatte n&mlicb , nocb vor Veroffentlichung der 
oben zitierten Mayer’schen Arbeit, an dem Fall n=*2, m = 0 in sehr einfacher 
Weise durcb vollstandige Induktion bewiesen, daB £iir jede w-parametrige Extre- 
malenscbar, welcbe von emer Hyperflache transversal gescbnitten wird, der Un- 
abhangigkeitssafz gilt, vgl. Zur Variationsrechnung , GSttinger Nachricbten 
1905, p 159 nnd Mathematisch e Annalen, Bd. LXII (1906), p 351, 
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Hiermit ist zngleich eine von der spezieUen Normalform (93) nn- 
abbangige Definition der Mayer’schen Scharen gewonnen. 

JB ei spiel XXVIII' Fur das Problem der Jcurzesten Verbmdujigskurve ztceier 
Punkte vm drei-dimensionalen Paum die May er’schen Extremalenscharen zu be- 
stimmen. 

Hier hat man das Integral 

Xn 

yr + ¥* + dx 

ohne Nebenbedingung (in = 0) zu emem Minimum zu machen 

Die Extremalen sind die Geraden des Ranmes Eine w(= 2)-parametrige 
Extremalenschar ist eine Kongruenz von Geraden Die Bedingung, daB eine 
Fl&che (== Hyperflache) 

« — y — i,6 2 ), 

die Extremale 

y= + z = yx-) r S 

transversal schneidet, wird durch die beiden Gleichungen 

1 1L jl. y If 4 a __ _ 

yi + y' s + z'*$h yi + db k y x 4- 4. d b k 1 1 * 

ausgedriickt Transversal 1 st also mit orthogonal identisch. Fur das vorliegende 
Problem sind also die Mayer’ schen Extremalenscharen Normalenkongruenzen *) 

Der Kneser’sche Transvexsalensatz gebt in den bekannten Satz uber Parallel 
fldchen uber 2 ): Tragt man auf den Normalen emer Flache von ibren FuBpunkten 
aus eine konstante Strecke ab, so bilden die Endpunkte derselben eine Flache r 
welcbe die Normalen der ersten Flacbe wieder senkrecbt schneidet (eine „Paral- 
lelflacbe“ der ersten). 

*) Ygl z. B Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie, § 143. 

2 ) Ygl. z B. Scheffers, Theorie der Flachen, p. 205. 
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Elemente der Theorie der Extrema von Doppelintegralen. 

§ 79. Die erste Variation von Doppelintegralen mit x , y als 
unabliangigen Variabeln. 

Die Theorie der Extrema von Doppelintegralen ist noch nichfc 
*zu einem ahnlichen AbschluB gelangt wie die analoge Theorie der 
einfachen Integrale. In der Tat lafit sich zwar ein Teil der Betrach- 
tungen, die wir bei einfachen Integralen durchgefiihrt haben, ohne 
grofie Miihe auf Doppelmtegrale ausdehnen, bei emem anderen Teil 
dagegen wachsen die Schwierigkeiten beam TTbergang zu Doppelinte- 
gralen ganz auBerordentlich, was in erster Linie damit zusammenhangt, 
daB hier an Stelle der gewohnlichen Differentialgleichungen partielle 
Differentialgleichungen treten. Wir werden uns daher bei der fol- 
genden Darstellung anf die emfachste Klasse von Problemen nnd auf 
die einfachsten darauf beziiglichen Fragestellungen beschranken, 

Wir unterscheiden wieder „Funktione:iiprobleme“ bei denen eine 
Fun kt ion zweier unabhangiger Variabeln zn bestimmen ist 7 nnd 
„Flachenprobleme“ bei welchen es sich urn die Bestimmnng einer 
Flache m allgemeiner Parameterdarstellung handelt. Die Theorie der 
ersten Variation werden wir ftir beide Probleme durchfiihren (§§ 79 ; 80), 
nns dagegen bei der Theorie der zweiten Variation (§ 81) und der 
hinreichenden Bedingungen (§ 82) anf den Fall des Funktionen- 
prohlems beschranken. 

a) Die Lagrange’sche Differentialgleichung 1 ): 

Es sei einerseits eine Funktion f(x f y , z^p, q) der unabhangigen 
Variabeln x^y^z^p^q und andererseits eine geschlossene Baumkurve S 
gegeben Wir betrachten die Aufgabe: Unter alien ? in rechtwinhhgm 
Koordinaten in der Form 

*-=#(* ,y) (i) 

*) Vgl. dazu die Darstellung von Goursat, Oours d’ Analyse, Bd. II (1905), 
JNr 456, der wir irn wesentJichen gefolgt sind. 
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darstellbaren Flachen 1 ), welche von der Kurve £ begrenzt werden, die ~ 
jernige m bestimmen, fiir welche das Doppelintegral 

J =fff(oc, y, s,p, q)clxdy (2) 

den Ideinsten Wert mnivnmt 

Dabei ist m dem Integranden des Doppelintegrals 

z = z(x, y ), p = z x (oc, y), q — z y (x, y) 

zu setzen tmd das Integral ist fiber die Projektion (St der Flacbe (1) 
auf die x, y-E bene zu erstrecken. 

Uber die Funktion f(pc,y y z,p,q) wird vorausgesetzt, daB sie von 
der Klasse G " ist, wenn der Punkt {pc, y, z) in einem gewissen Bereicb 
St des itaumes liegt und p und q beliebige endlicbe Werte baben. 

Die geschlossene Kurve £ soil ganz im Inneren dieses Bereicbes 
SI liegen und, ebenso wie ibre Projektion $ auf die #,^-Ebene, eine 
gewobnlicbe 2 ) Kurve obne mebrfacbe Punkte sein. Uberdies soli es 
eine ganze Zabl n geben derart, daB jede Grerade der #,£/-Ebene, welcbe 
zur #-Acbse oder zur y - Acbse parallel ist, die Kurve $ bocbstens in 
n Punkten trifft, es sei denn, daB sie eine ganze Strecke mit ibr gemein 
bat. Das Innere 3 ) der Kurve S zusammen mit der Kurve $ selbst 
ist dann der oben mit 0L bezeicbnete Integrationsbereicb. 

Von den „zulassigen Flacben“ wird, abgeseben davon, daB sie von 
der Kurve £ begrenzt sein sollen, vorausgesetzt, daB sie ganz im 
Inneren des Bereicbes SI liegen und von der Klasse 4 ) D' sein sollen. 
Unter diesen Voraussetzungen bat das Integral (2) fur jede zulassige 
Flacbe einen bestimmten endlicben Wert. 5 ) 

Wir nebmen an, wir batten eine zulassige Elacbe 3^ von der 
Klasse G" gefunden, — dieselbe sei durch die Gleicbung (1) dar- 
gestellt — , welcbe dem Integral J einen nicbt groBeren Wert erteilt 
als jede andere zulassige Flacbe JF in einer gewissen Umgebung von 
SF 0 . Ist dann £(#, y) irgend eine Funktion, welcbe in (St von der Klasse 
D' ist und entlang der Begrenzung ® verscbwindet: 

si r-o, (a) 

*) Das Wort „Flache u wird bier uberall im Sinn von „Flacbenstiick u gebraucht. 
Vgl. die Definition in § 25, a), die sick unmittelbar auf Raumkurven 
iibertragen laBt. 

*) Vgl. A VI 2 

4 ) D. b. die Funktion z (#, y) soil stetig sein im Bereicb (9C, nnd dieser Be- 
xeicb soli sicb in eine endlicbe Anzabl von Teilbereicben zerlegen lassen, in 
deren jedem z(x,y) von der Klasse C' ist, wobei die TrennungsHnien denselben 
allgemeinen Cbarakter baben sollen wie die Kurve 

*fVgl Jordan, Cours d 1 Analyse, Bd. I, Nr 66 ; Stolz, Grundzuge, etc., Bd.III,p. 69. 

Bolza, V ariationsrecbjaung 42 
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■so stellt die Gleichung 

b — e(&y) + (x ,y) in <9C (4) 

bei kinreickend kleinem 1 a [ eine Sckar von zulassigen Variationen 
der Flache 3^ dar. Daher muB die Funktion 

J(e) = fftQe, y,e + z x + s y + eQdxdy 

a 

fur s = 0 ein Minimum besit 2 en ; es muB also 1 ) 

SJ = ej'j* 'f£ -f f p % t + f a £ v )d%dy = 0 

a 


sein, wobei die Argumente in den Ableitungen von f sich auf die 
Flache 3^ beziehen Nun ist aber 2 ) 


0» = 


-ft- 

dx'p* 


dx ‘ 


fx 




dy 


fX- 


: !£ 

6 dy 


und Hack dem Green’schen Satz 3 ) ist 


ff~^r dxd y = fi ff d ~jtr dxdy = ~f f A ix ’ 

a ® et 8 


wobei die Linienintegrale auf der reekten Seite im entgegengesetzten 
Sinn des Ukrzeigers iiber die Kurve $ zu erstrecken sind, wenn ; wie 
wir stets voraussetzen, die positive y - Achse links von der positiven 
#-Achse liegt. Auf diese Weise erhalten wir ftir die erste Variation 
den Ausdruck 

dJtm £ f ft(f* - ~ fy f *) dXdy + S I %Uf * dy ~ f * dx) - (5) 

a it 


*) Wegen der Differentiation ernes Doppelintegrals nack einem Parameter 
vgl Jordan, loc cit. Nr 83. 

2 ) Diese der partiellen Integration von § 5, a) entspreckende Transformation 
der ersten Variation ruhrt von Lagrange her, die Einfuhrung deB Linienintegrale 
von Gauss (1830), Werke, Bd V, p 60 Dabei ist von der vorausgesetzten Existenz 
nnd Stetigkeit der zweiten partiel] en Ableitungen von z Gebrauch gemackt Will 
man nur die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitungen voraussetzen, so hat 
man analog wie m § 5, c) zu verfahren; mit dieser Verallgemeinerung der Du- 
Bois-jRejmoiid’scken Mhthode beschaftigen sich Hilbert, Matkeinatische 
Annalen, Bd. LIX (1904), p. 166; Mason, Ibid. Bd LXI (1905), p. 450; Hadamard, 
Comptes Bendus, Bd. CXLIV (1907), p. 1092. Vgl unten Beispiel XXX 
s ) VgL z. B. Stoiz, G? undzuge, Bd. Ill, p. 94. m 
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Wegen (3) ist das Linienintegral gleich Null, und es muB also das 
Doppelintegral fur alle zulassigen Funktionen £ verschwinden. 

Dem Fundamentallemma von § 5 ; b) entspricht nun hier der Satz: 

Ist die Funktion M(x,y) stetig im Bereidh. GL, und ist 

ly^Mdcc dy = 0 (6) 

a 

fiir alle Funktionen welcbe in (St von der KLasse G' sind und ent- 
lang der Begrenzung $ von ©L verscbwinden, so ist 

M (%, y) = 0 in (9L 

Denn angenommen, es sei M(x 0 ,y 0 ) 4= 0 ; etwa > 0, fiir einen 
inneren Punkt P 0 (x 0 , y Q ) yon <£L, so konnen wir die positive GfroBe q 
so klein wahlen, daB M (x, y) > 0 in der Kreisflacbe S mit dem 
Radius q und dem Mittelpunkt P 0 , und daB gleichzeitig dieser Kreis 
ganz im Innem yon (St liegt. Dann bat die durcli die Festsetzung 

m e 

1 0 auBerbalb Q 

definierte Funktion £ die verlangten Eigenscbaften und macht trotz- 
dem das Integral (6) positiv. Daraus folgt, daB M(x,y) = 0 sein 
muB ; zunacbst im Innern von (St , und wegen der Stetigkeit von M 
alsdann aucb auf der Begrenzung 

Wendet man dieses Lemma auf die Grleicbung 8 J = 0 in der 
zuletzt erbaltenen Form an, so erbalt man den Satz 1 ): 

Die erste notwendige Bedingung fur ein Extremum des Doppel- 
integrals J besteht darin, dafi die Funktion 8 der partiellen Differential - 
gleichung 

gmugen muff 

Dabei sind die Diflferentiationen nacb x und y so zu verstehen, 
daB vor der Differentiation in f p und f fiir p, q die Funktionen 

x ) Zuerst von Lagrange (1760) fiir den Fall der Mmimalflachen gegeben, vgl- 
Oemres, Bd. I, p. 356. 

Mit dem ,,mversen Problem “ (vgl. § 6, c)), die Funktion f so zu bestimmen, 
da fi die Differentialgleicbung (I) mit einer vorgegebenen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung identiscb wird, beschaftigen sich Hirsch, M at hem a - 
tische Annalen, Bd XLIX (1897), p 49; Hertz in seiner Dissertation „TJeber 
partielle Differ entialgleichungen, die m der Vanationsrechnung vorlcommen" (Kiel, 
1903); Kukschak, Mathem atische Annalen Bd LX (1904), p. 157 und Bd. 
LXII (1906), p. 148; und Konigsberger, Berliner Berichte, 1905, p. 205. 

4*2 * 
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y)> y)> $ y (x, y) einzusetzen sind, so dafi die Differential- 

gleichung in ausgeschriebener Form lantet: 




d*z 


pz dxdy dy 2 


*L+.f d -L+f 

dx^ l py dy ~ 


px 


+ foy~f>= 0 . ( 7 ) 


Man hat es also mit einer partiellen Differentialgleichung zweiier 
Ordnung von dem nach Mokg-e und Ampere benannten Typus 1 ) zu tun, 

Man hatte nnn weiter znnachst die allgemeine Losung derselben 
zu linden und die darin enthaltenen willkurlichen Funktionen so zu 
bestimmen, daB die Funktion 0 entlang der Kurve ® die durch die 
Kurve 2 vorgeschriebenen Kandwerte annimmt, eine Aufgabe von 
ungleich groBerer Schwierigkeit als die entsprechende Aufgabe im Fall 
des einfachen Integrals. 

Jede Flache, welehe der Lagrange’schen Differentialgleichung (I) 
geniigt, nennen wir eine v Extremalflache {i 2 ) far das Doppelmtegral (2). 

Bet spiel XXIX . Das Integral 

( 8 ) 


zu emem Minimum zu machen 

Hier findet man als Differentialgleichung des Problems die Laplace’sche 
Differentialgleichung 

lx* + Wp “ °’ (9) 

deren. allgemein.es Integral bekanntlich 3 ) ist 

z = 9tqp (x + iy), 

vv-o cp eine willkurliche analytische Funktion yon x -f iy bedeutet und der Buch- 
stabe 91 anzeigt, dafi der reelle Teil derselben genommen werden soli. 

Die Frage nach der Existenz einer Losung, welehe durch die gegebene ge- 
schlossene Kurve 2 geht, ist identisch mit dem beriihmten Dinchlet’schen 
Problem . 4 ) 

Hat man eine der Differentialgleichung (9) genugende Flache gefunden, 
welehe von der gegebenen Kurve 2 begrenzt wird, so liefert dieselbe stets ein 
absolutes Minimum fur das Integral (8). Ist namlich co (x, y) eine beliebige 
Funktion von x, y, welehe in €1 von der Klasse C' ist und entlang der Begren- 
zung £ verschwindet, so findet man fur die totale Variation des Integrals (8) 
beim Ubergang von z zu z -J- to 

A J = 2 Jj* (z x co x + Z y co y ^ dx dy + (gjJ + <»*) dx dy . 


x ) Vgl z. B. G-oursat, Legons sur Vintegration des equations aux derivees par- 
tzelles du second ordre, Chap. II 

2 ) Kneser sagt statt dessen einfach „Extremale“, vgl. Lehrbuch , p. 271 
*) Vgl. z. B. Picard, Traite d* Analyse, Bd. II (1905), p 6. 

4 ) Vgl. daruber z. B. Picard, loc. cit. pp. 36—50, 81—108. 
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Wie sich aus der oben allgemein durchgefiihrten Transformation der ersten 
Variation ergibt, ist das erste Integral gleich Null, weil z der Differentialglei- 
chung (9) geniigt und © entlang dem Rande verschwindet. Es ist also in der 
Tat 0, aufier wenn co x = 0, co y — 0, d L ©~ 0 in Dasselbe gilt 

anch noch, wenn die Funktion © von der Klasse D' ist, wife man sich iiber- 
zengt, wenn man vor der erwahnten Transformation das fragliche Integral in 
eine Snmme von Integralen zerlegt, entsprechend den Teilbereichen von €t r in 
welchen © von der Klasse C' ist. 

Kann man a priori die Existenz eines Minimums fur das Integral (8) be- 
weisen, so folgt daraus die Existenz einer Losung der partiellen Differential- 
gleichung (9) mit den vorgeschriebenen Randwerten ( Dinchletfsches Prmzip) 1 ). 

Bei spiel V *): Die Blache kleinsten Inhalts zu bestimmen, welche von einer 
gegebenen geschlossenen Rcmmkurve begrenzt wird. 

Hier hat man das Integral 

J = J’jV 1 + dxdy ( 10 ) 

zu einem Minimum zu machen Die Lagrange’sche Differentialgleichung lautet 3 ) 

P , g = 0 

dx y t ^ d y Vl + p' 2 + 

oder wenn man die Differentiationen ausfiihrt und von den in der Flachentheorie 
iiblichen Abkurzungen 

2 = V r = z xx’ s = t = z yy 

Gebrauch macht, 

r(l + 2 2 ) — 2 pqs + t(l + p 2 ) — 0. (11) 

Diese Gleichung hat eine einfaehe geometrische Bedeutung. 4 ) Die beiden Haupt- 
krummungsradien pj , p 2 in einem Punkt einer in der Form (1) dargestellten 
Flache sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 5 ) 

(rt — s ! ) e s — { (1 + 2 s ) r — Ip qs + (1 + p 3 ) t } yT+ p 3 + 2 * e + (* +i>*+2 a ) 8 = 0 
Daraus folgt fur die mittlere Krummung der Ausdruck 

1 I 1 ^ (j + gV — Zpqs 4- (1 + p*) t (12) 

9i Qi ("j/l + p 2 + q^Y 

Die gesuchte Flache hat also die charakteristische Eigenschaft, dab in jedem 
ihrer Punkte die mittlere Krummung gleich Null ist. 

Jede Flache, welche diese Eigenschaft besitzt, heiBt eine Minim alfldche. 
Das allgemeine Integral 6 ) der Differentialgleichung (11) ist zuerst von Monge 

*) Vgl. § 55, insbesondere die Fufinote *) auf p 421. 

2 ) Vgl. p. 7. 

8 ) Schon von Lagrange gefunden (1760). 

4 ) Zuerst von Meusnier angegeben (1776). 

5 ) Vgl z. B. Knoblauch, Krumme Flachen, p. 40 

6 ) Vgl daruber auch p. 667. 
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angegeben worden (1784) Mit der Aufgabe, eme Minimalflache zu konstruieren, 
welche von einer gegebenen geschlossenen Raumkurve begrenzt wird, bat sieh 
besonders H, A. Schwarz *) beschaftigt Experimentell wird dieselbe durch die 
Grleigewichtslage einer zwiscben der Begrenznng ausgespannten Flussigkeits- 
lamelle gelost (Plateau’ sches Problem).*) 

<■ Bei spiel XXX: Das Integral 

J= ff (p* — 2 a ) dxdy 

zu einem Extremum zu machen 

Die Lagrange’sche Differentialgleichung lautet. 

i!£_^!£ = o 

dx* dy* 

Ihre allgememe Losung ist 

*»qp(« + lO + ^(aj — y), 

wo cp nnd ip zwei willkurliche Funktionen sind. 

Das Beispiel illustriert 8 ) zwei Eigentiimlichkeiten von Variationsproblemen 
mit zwei unabhangigen Vaxiabeln, welche lm Fall emer unabhangigen Variabeln 
kein Analogon baben 

1) Die Lagrange’sche Differentialgleichung eines analytischen Variations - 
problems Jcann meht-analytische Losungen besitzen Man braucht nur fur gp und 
ip nicht-analytiscbe Funktionen der Classe C" zu wablen ’ 

2) Die erste Variation Jcann verschwinden, ohne dafi die Lagrange’sche 
Differentialgleichung befriedigt wird Wahlt man fur cp und ip zwei Funktionen, 
welche stetige erste, aber keine zweiten Ableitungen besitzen, so erh&lt man 
eine Funktion jst, welche der Lagrange’schen Differentialgleichung nicht geniigt, 
aber trotzdem die erste Variation fur alle zulassigen Funktionen £ der Klasse C" 
zum Yerschwinden bringt, da hier 

te+fvix + fib = •/- Ft. - f x 

wenn 

F=2[(f{x + y) ~ip(x — y)], 

und 

£ x dx + tydy = 0 entlang ® 

Der Du-Bois-R>eymond’sche Einwand ist also bei Doppelintegralen viel ein- 
scbneidender als bei einfachen Integralen. 4 ) 


*) Gresammelte mathematische Abhandlungen , Bd L 

) Plateau, Statique expenmentale et theorique des liquides (1873); vgl. aucb 
EncyJcIopadie V 9, Nr 10 (Minkowski) 

8 ) Nach Hadamard, vgl. die FuBnote 2 ) auf p. 654 Die beiden Eigentumlich- 
feeiten hangen damit zusammen, dafi das vorliegende Beispiel kein „regulares 
Variationspxoblem“ ist, vgl p 676 FuBnote *). 

4 ) Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 10, 20 am Ende von Kap. XIII 



§ 79 Die erste Variation yon Doppelintegralen 659 

b) Ausartung der Lagrange’scken Differentialgleichung in erne 
Identitat: 1 ) 

Fur spatere Anwendung betrackten wir nock den Fall, wo die 
Lagrange’scke D ifferentialglei chung (I) in eine Identitat degeneriert, 
nnd zwar soli dies m dem Sinn stattfinden, daB die Differential- 
gleickung in ikrer ausgesckriebenen Form (7) 

fpp r + %fpq S + fqqt + f pz P + f qz <l + fpx + f py fz 0 

fiir jeden Punkt (cc, y, z) in einem gewissen, im Innern yon 91 ge- 
legenen Bereicb 9b 0 und fiir alle endlicben Wertsysteme p, q 7 r 7 s, t 
erfiillt sein soil. 

Man zeigt leickt, daB kierfur notwendig nnd kinreickend ist, daB 
die Funktion f yon der Form 

f= L{x, y, e) + M(x, y,e)p + N(x, y, a) gt 
ist, und die Fnnktionen L , M , N in 9l 0 identisck der Relation 

L z = M x + N y 

geniigen. 

Es sei jetzt erne diesen Bedingungen geniigende Funktion f ge- 
geben; die Funktionen L 7 M, N seien im Bereich 9l 0 von der Klasse C' 
und iiberdies moge der Bereicb 9b 0 in Beziehung auf die #~Ricktung 
konvex 2 ) sein und die vorgegebene gescklossene Rurve £ entbalten 

Dann ist der Wert des Doppelintegrals (2), genommen uber irgend 
eine in der Form (1) darstellbare Flache von der Klasse C', welche 
von der Kurve £ begrenzt wird und ganz in 9l 0 liegt 7 nur von der 
JBegrenzungskurve £, nicht aber von der sonstigen Gestalt der Flache 
dbhangig . 

Denn sind 

e = («, y) und e — (%, y), 

(x,y) in <9i, 

zwei diesen Bedingungen geniigende Flacken, so geniigt auck jede 
Flacke der Schar 

8 = e 1 (x, y) + ct Oj ( x , y) — ft % % y)) E= Z(x, y- a), 

(x,y) in <SL; 0 a 1, 

*) Vgl. die analogen Betracktungen in § 6, b) und Jellett , Treatise on the 
Calculus of Variations , p. 340; ferner wegen versckiedener Verallgemeinerungen 
Eonigsberger, M a t k em a t i s ch e Annalen, Bd LXII (1906), p. 118. 

2 ) D k sind P t nnd P 2 irgend zwei Punkte yon 8l 0 mit denselben a?, y-Ko- 
ordinaten, so liegt stets die ganze Strecke P x P 2 in 31^. 
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denselben Bedingungen. Berechnet man jetzt die Ableitung des Doppel- 
integrals 

J(a) —ff) f(x, y, Z, Z x , z v ) dx dy 

a 

nach a und benutzt date* die nnter a) bei der Berecbnung yon SJ 
angewandte Umformung 1 ), so ergibt sich 

J'(cc) - 0 fur O^a^l. 

Denn in der der Gleichung (5) entsprecbenden Formel verscbwindet 
das Doppelintegral, weil nach Voraussetzung die Lagrange’sche 
Differentialgleicbung (I) in dem obigen Sinn identisch erfiillt ist, und 
das Linienintegral, weil z l (x,y) « z % (x, y) entlang der Kurve Hier- 
aus folgt aber, daB <7(0) = <7(1), d. b die beiden Fiaeben liefern fur 
das Doppelintegral J denselben Wert, was zu beweisen war. 

Umgekebrt zeigt man leicbt, daB das identiscbe Erfiilltsein der 
Lagrange’scben Differentialgleicbung zugleieh die notwendige Be- 
dingung fur die Invarianz des Doppelintegrals in dem angegebenen 
Sinn ist. 

c) Der einfacbste Fall variabler Begrenznng: 

Die Formel (5) fur die erste Variation fiihrt aucb leicbt zur Er- 
ledigung des Falles, wo die Begrenzung £ der gesucbten Flache zwar 
nicbt selbst gegeben ist, wobl aber ibre Projektion $ auf die #,i/-Ebene, 
d. b. also des Falles, wo die Kurve £ der Bedingung unterworfen ist, 
auf einem gegebenen , zur x, y-Ebene senhrechten Zylinder zu liegen . 

Man scblieBt zunacbst durcb Betrachtung von Variationen, welcbe 
die Begrenzung nicbt andern, daB die gesucbte Flache aucb in diesem 
Fall der Differentialgleicbung (I) geniigen muB, also eine Extremal - 
flache sein muB. Man betracbtet dann weiter eine beliebige Variation 
der Form (4), welcbe die Begrenzung auf dem angegebenen Zylinder 
yariiert. Dabei ist fur das Integral J(e) der Integrationsbereich 
derselbe wie far das Grundintegral <7(0). Daber andert sicb nicbts 
an der obigen Transformation der ersten Variation, und man erhalt, 
da jetzt % langs der Kurve S nicbt versehwindet, die weitere Be- 
dingung 


a ) Bei dieser Umformung muB vorausgesetzt werden, daB f p uud f q von der 
Klasse G' sind; dazu genugt es im gegenwartigen Fall wegen der epeziellen 
Form von f daB Z von der Klasse G' ist 
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wobei wir. auf der Kurve $ den Bogen s als Parameter eingefubrt 
haben. Hieraus scblieBt man leicbt, dafi wegen der Willkiirlicbkeit 
von £ der Faktor von £ entlang der Knrve $ verscbwinden mn6 ; daB 
also die „Gren$gleickung (( 


erfullt sein muB. 


r d y n dx 

'vds hds 




(13) 


Pur die beiden Beispiele XXIX und V lautet die Grenzgleichung 


Nun sind aber 


d y 


dx 


^ ds ® ds 


= 0 . 


— P — g _ 1 

yi +i> 2 +^ 2W yi +jp*+2 a 9 yi ~+p *+ ^ 

die Richtungskosinus der (positiven) Normalen der Extremalflache, dagegen 

dy dx 

ds’ di> 0 

diejenigen der Normalen des gegebenen Zylinders; die Grenzgleichung drackt 
also aus, dafi in jedem Punkt der Begrenzung S die Extremalflache den Zylmder 
senkrecht schneiden mufi x ) 


d) Die Euler'sche Regel fiir Doppelintegrale: 2 ) 

Auch die Euler’scke Regel fiir isoperimetrische Probleme laBt 
sich. leich-t anf Doppelintegrale ubertragen. Sind die znlassigen Flachen 
anBer den unter a) angegebenen Bedingnngen nocb. der isoperimetriscben 
Bedingung nnterw orfen , daB sie einem zweiten Doppelintegral der- 
selben Form 

ff 9{x,y,z,P,4)dxdy 

a 

einen vorgescbriebenen Wert l erteilen sollen, so betrachte man wie 
in § 59, a) Yariationen von der Form 

8 “ *(*> v) + £ U x >y) + £ i?i ( x ,y) = z(x,y, *, h), 

wobei £ (x, y), ^ (x, y) beliebige Funktionen der Klasse D' sind, welcbe 


*) Hierzu weiter die Ubungsaufgalen Nr 15, 16 am Ende von Kap XIII 
2 ) Fiir die weitere Theorie der isoperimetriscben Probleme bei Doppel- 
integralen verweisen wir auf Kobb, Acta Mathematica, Bd XVII (1893), p 321 
und J. 0 . Muller , „ Tiber die Minimaleigenschaft der Kugel <c , Dissertation, 
Gottingen 1903. 
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entlang der Kurve ® verschwinden, wabrend die GroBen e , e 1 Kon- 
stanten sind, welcbe der Gleicbung 

K(e, £j ) = fj cj{x, y, Z, Z x , Z y ) dx dy = l (14) 

'et 

genugen. Die Funktion 

J(s, Sj) =ff. ffa y, z, z x z v ) dx dy 

a 


muB dann an der S telle e — 0, € t ® 0 ein Extremum mit der Neben- 
bedmgung (14) besitzen. Indem man genau wie auf p. 458, FuB- 
note *) weiter schlieBt, erhalt man das Resultat, dafl die gesucbte 
Flache der partiellen Differentialgleicbung 


gentigen muB, wobei 


3 r 
Tx\ 


d 7 
Ty h * 


h = f + Xg 


(15) 


und X eine Konstante ist. Ausgenommen ist wieder der Fall, wo die 
Flacbe zugleich Extremalflaebe fiir das Integral K ist. 

Fur den unter c) betrachteten speziellen Fall yariabler Begrenzung 
lautet bier die Grenzgleicbung : 


h 

Pds 


7 dx 
\Ts 



jBeispiel XXXI: Unter alien Flachen, welche Yon einer gegebenen ge- 
scMossenen Knrve £ begrenzt werden und zusammen mit dem die Kurve £ auf die 
y~Ebene projizierenden Zy Under und dessert Basis in der x , ^/-Ebene ein ge- 
gebenes Vblumen einschliefien, diejenige zu bestimmen, welche den Jcleinsten 
Flacheninhalt besitzt. 

Hier hat man das Integral 

I » i +P S + 2 2 ' dx dy 


zu ©mem Minimum zu machen mit der Kebenbedingung 


Es ist also 



= a 


3 


h = f/lTP + 2 ,V + 

woraus sich die partielle Differentialgleicbung *) exgibt 

(t + gV— 3 

(yr+v+ 2 *')‘ 


Ifacli (12) driickt dieaelbe aus, dafi die Extremalflaclien Flachen konstcmter 
mittlerer Krummung sind 


*) Schon von Lagbange gegeben (1760), Oeuvres , Bd. I, p, 356. 
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Audi bier lafit sich die Flache experimentell darstellen durcb eine Flussig- 
keitslamelle, welch e zwischen dem Band eines zylindrischen GefaBes ausgespannt 
isfc und in letzterem ein bestimmtes Volumen Luft ahschlieBt ') Auch die Ober- 
flache eines Oltropfens, der in einer gleich schweren Mischung von Wasser nnd 
Alkohol frei schwebt oder sich an eingetauohte feste Korpex anlehnt, nimmt im 
Gleiehgewicbtszustand die Pigur einer Flache konstanter mittlerer Erummung an. a ) 

§ 80. Die erste Variation von Doppelintegralen in Parameterdarsteliung. 

Aus denselben Griinden, wie bei einfachen Integralen 3 ), ist eine 
erschopfende Behandlung von geometriscben Variationsproblemen aucli 
bei Doppelintegralen nur unter Benutzung der Parameterdarsteliung 4 ) 
moglich. 

a) Allgemein.es iiber Flachen in. Parameterdarsteliung: 

Es sei eine Flache in Parameterdarsteliung gegeben durch die 
Gleichnngen 

x = x (u, v), y = y (u, v), s — e (u, v). (16) 

Die unabhiingigen Yariabeln u, v (die ^Parameter") deuten wir als 
rechtwinklige Koordmaten eines Punktes in enter u, ®-Ebene. Die 
Funktionen x(u,v), y(u,v), e(u,v) seien von der Klasse C (reap. C ( - n \ 

in einem Bereich (9C, der u, u-Ebene, welcher von einer endlichen 
Anzahl gewohnlicher, geschlossener Knrven ohne mehrfache Pixnkte 
begrenzt wird, deren Gesamtheit wir mit ® bezeichnen; die Kurve $ 
soil die Eigensckaft haben, von jeder zur w-Achse oder zur v-A.ch.se 
parallelen Geraden hochstens eine bestimmte endliche Anzahl von 
Malen geschnitten zu warden, es sei denn, daB sie eine ganze Strecke 
mit ihr gemein hat. tTberdies sollen die drei Punktionaldeterminanten 

A - y u e v - e u y v , B = s u x v - x u z v , C = x u y v - y u x t 

in kemem Punkt von GL gleichzeitig versckwinden. 

Die Gleickungen (16) ordnen jedem Punkt (u, v) des Bereiekes Qi 
einen Punkt (x,y,d) der Flache zu ; dem ganzen Bereick <9i ein Stuck 

!) Ygl. Encyhlopadie V 9 (Minkowski), Nr 10 

2 ) Ibid. Nr. 9 Hierzu welter die Ubungsaufgaben Nx. 11—16 am Ende von 

Kap, xm. 

fi ) Vgl. § 25, e). 

4 ) Dieselbe ist zuerst von Poisson auf Yariationsprobleme angewandt worden, 
allerdings nnr als Mittel zur Ableitung der Grenzgleichungen bei Pxoblemen mit 
vari abler Begrenzung, Memoir es de l 1 Academic de Prance, Bd. XII (1853), 
p. 286. Systematisch auf die allgemeine Theorie der Extrema von Doppelinte- 
gralen angewandt wurde dieselbe zuerst von Kobb, Acta Mathematica, Bd. XVI 
(1892), p. 65; vgl. auch Knesek, Lehrbuch , Abschnitt VIII 
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SF der Flache, der Begrenzung $ des BereicL.es 00 die Begrenzung S 
des Flachenstuckes 9\ Umgekehrt soli auch jedem Punkt von SF nur 
ein Punkt von 00 entsprechen 2 ). Ein alien diesen Bedingungen ent- 
sprechendes Flaehensttick soli eine Flache der Klasse O' (resp. C^ n \ 
DW) heifien. 

Eine solche Flache hat in jedem ihrer Punkte eine bestimmte 
positive Normale*), deren Richtungskosinus sind: 

A B C 

’ ]/A 2 + B 8 +"c^ ; t/a 2 +b 2 + c* v * 

Unter einer n mlassigen Farametertransformation i( verstehen wir 
eine Transformation 

p = F(u,v), q = Q(u,v) (17) 

von folgenden Eigenschaften: 

a) Die Funktionen P, Q sind im Bereich 00 von der Klasse C ' ; 

b) ihre Fnnktionaldeterminante ist positiv in 00; 

c) die Transformation (17) definiert eine ein-eindeutige Beziehung 
zwischen deni Bereich 00 nnd dessen Bild Si in der ^,t;-Ebene. 

Ist 

m= 770,2), v = V(p,q) 

die zu (17) inverse Transformation, so lafit sich die Flache ?F auch 
darstellen durch die Gleichungen 

x^x(U ! V)^X{jp,q),\ 
y — y(JJ, V) = Y(p, q), (p, q) in 

a = z(TJ, V)=sZ {p, q ), ) 

Bei einer zulassigen Parametertransformation bleibt wegen b) die 
positive Richtung der Normalen erhalten. 

Wir betracbten jetzt ein Doppelintegral von der Form 

J = ff F ( x > y> g > x u> y u , g u > x *> y„ O du dv, (i8> 

& 

wobei die Funktion F von der Klasse C'" sein soli, wenn x,y,z in 
emem gewissen Bereich 6\ des Raumes liegt und die vibrigen sechs 
Argumente von F beliebige endlicbe Werte haben, fflr welche 

A 2 + B 2 + C 2 4= 0. 

Die Flache SF soil ganz in diesem Bereich 91 liegen 

1 ) Vgl wegen dieser verschxedenen Einachrankungen z. B. Knoblauch, 
Krumme Flachen, p 7, 

2 ) Vgl. z B. Scheffers, Theorie der Flachen , pp. 27, 30, 



§ 80. Doppelintegrale in Parameterdarstellung. 065 

Wir fragen zunachst: Unter welchen Bedingungen ist der Wert 
des Integrals (18) Yon der Wahl der Parameter unabhangig nnd nur 
von der Flache SF abhangig? Eine den Entwicklungen von § 25, b) 
genau parallel lanfende SchluBweise, bei welcher man Yon dem Satz 1 ) 
iiber die Einfuhrung neuer Variabeln in ein Doppelintegral Gebrauch 
zu machen hat, fuhrt ohne Schwierigkeit zu dem Resultat 2 ): 

S°U der Wert des Doppelintegrals (18) bei jeder zulassigen Para- 
metertransformation invariant bleiben, so ist notwendig und Unreichend , 
da/3 die FunTction F in dem oben angegebenen Bereieh ihrer Arguments 
die Delation 

F(x,---,xx u +gx vr --, lx u +vx v ,- ■)== (xv—Ag)F(x r *-,x u ,~-,x v ,~-) (19) 
fur jedes W^ertsystem der konstanten x 7 A, g, v erfullt 7 fur welches 

xv — Ag > 0. 

Dabei gehen die nicht hingeschriebenen Argumente aus den hin- 
gesehriebenen durch zyklische Y ertauschnng der Buchstaben x 7 y 7 z Fervor. 

Differentiiert man die Identitat (19) der Reihe nach naeh x, A , 
g } v und setzt nach der Differentiation: x = 1, 2 = 0, g » 0, v = 1 7 
so erhalt man die folgenden Identitaten: 

^ F * u x u = F, 2F x x u = 0 , 

2Kx,-f, (20) 

wobei die Summation sich auf eine zyklische Vertauschung der Buch- 
staben x, y 7 z bezieht. 

Fuhrt man auf einer in der Form (1) gegebenen Flache durch eine den 
Bedingungen einer zulassigen Parametertransformation geniigende Transformation 
x = x(u,v), y = y(u,v) 

die Parameter u , v ein, so wird 

0 u =px u + qy u , z v =^px v + ay v , 

also 



daher geht nach den Regeln fur die Einfuhrung neuer Yariabeln in ein Doppel- 
integral das uber die Flache genommene Doppelintegral (2) in ein Integral von 
der Form (18) fiber, in welch em 



l ) Ygl z. B. Sbrret, Lehrbuch der Differential - und Integralrechnung, Bd II, 
(1899), p. 271. 

*) Zuerst gegeben von Kobb, loc. cit. p. 68. 
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Daraus leitet man ab: 

B x u ^ Pfp) y o) “ Pfq x u (f Pfp) y u p 

Fy u *=-~qf 9 y 9 —{f—qf q )x„ Fy 0 = <lf$yu + (/*“ zQxu , 1 ( 21 ) 

s u s==z ' fq^o fpVu- 

b) Die Differentialgleicbung des Problems im Pall der Parameter- 
darstellung: 

Unter der Voraussetzung, daB die Relation (19) fur die Fnnktion F 
erfiillt ist, nebmen wir jetzt an, wir batten eine Flacbe % der Klasse 
C" gefunden, dargestellt durcb die Gleicbungen (16), welche dem 
Integral J einen nicbt groBeren Wert erteilt als jede andere Flacbe 
der Klasse D' : welcbe dieselbe Begrenzung £ besitzt und m einer ge- 
wissen Umgebung von SF 0 liegt Wir betracbten dann Variationen 
von der Form 

x v) + €%(u, v) 9 y = y(u, v) + srj (u, v), z = z(u,v)i- s£(u, v), 

wobei die Fnnktionen g, r\ 9 £ entlang der Begrenzung ® des Bildes <3C 
der Flacbe 9^ in der u,v-Ehene verschwinden. Das in § 79 ange- 
wandte Verfabren fiibrt dann auf den folgenden Ausdruck fur die 
erste Variation: 

F, u - l F._) du dv 

« ( 22 ) 

+ */. 2UF Xu dv-F Xa au), 


wobei die Summation sicb wieder auf eine zykliscbe Yertauscbung 
der Bucbstaben x ? y , z } resp. % £ beziebt. 

Hieraus seblieBt man wie in § 79, daB die erste notwendige Be- 
dingimg fur ein Extremum des Doppelintegrals (18) darin bestebt, daB 
die Funktionen x } y , z den drei partiellen Dififerentialgleicbungen ge- 


nugen miissen 


d u ^ x u dvFxo~®> 
F — <L F — F =0 

v du Vu dv Vv ’ 

F z - J- F, -J-F, -0. 

s OU s u dv *o 


Wie man a priori zu erwarten bat, sind diese drei Differential- 
gleicbungen nicht voneinander unabbangig. In der Tat besteben 
zwiscben den Imken Seiten derselben, die wir zur Abkiirzung mit 
P, Q , B bezeiebnen wollen, zwei identiscbe Relationen. Setzt man 
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namlich in den Gleichungen (20) fur x, y, z irgendwelclie Funktionen 
Yon u und v ein und differentiiert die erste Gleichung nach u, die 
zweite nach v und addiert, so findet man, daB 

R°°u + Qy u + Rz u = 0, 

und ebenso ergibt sieh aus den beiden letzten der Gleiehungen (20) 

+ Qy + Rt, = 0 . 

Hieraus folgt aber, daB es eine Funktion T der Funktionen x , y, s 
und ibrer ersten und zweiten partiellen Ableitungen gibt, so daB 

P = AT ; Q = BT, P = C T. 

Die drei Differentialgleichungen (23) sind also mit der einen 
Differentialgleidmng 1 ) ^ 

aquivalent. 

Beispiel V: Die Mzmmalflachen in Parameter darstellwng. (Siehe p. 657 ) 

Hier ist 

» F — "[/EG — F 2 ^ . 

Daraus exgeben sieh die Differential gleiehungen ( 23 ) zunachst m der Form 


du\y EQi 


a / E^ — F a;. 

7V \ i/F (R — 


und zwei weitere, die durch zyklische Yertauschung von x, y, z hieraus her- 
vorgehen 

JSTunmehr wahlen wir fur die hisher willkurlich gelassenen Parameter u, v 
insbesondere isometnsche Parameter *) , was zur Folge hat, dab 

E = G, F — 0. ( 26 ) 

Dann reduzieren sich die Differentialgleichungen ( 25 ) auf 


d 2 x d 2 x 
Fu s + dv 2 : 


d 2l _L __ A 

du 2 ^ dv 2 ~ ' 


+ U fit _ 

O — 2 3=3 o. 
dv 2 


Die allgemeinen Losungen dieser Differentialgleichungen sind bekanntlich s ) 
x = W(w ) , y — % (to) , £ = M(w) , ( 28 ) 

wo f(w), g(w ), fc(w) drei willkurliehe analytische Funktionen der komplexen 
Yariabeln „„ 

sind. Da die Funktionen x , 2/, $ aber nicht nur den Differentialgleichungen ( 27 ), 
sondern auch den beiden Differentialgleichungen ( 26 ) geniigen mussen, so sind 
die Funktionen f g, h einer Beschrankung zu unterwerfen. Setzt man namlich 
f(w) » x + i$, ^(w)«*y + *9i ft(«o) = * 4- 


*) Explizite ausgeschrieben findet sich der Ausdruek fur T bei Kobb, loc. 
cit. p. 79 , Gleichung ( 14 ) 

2 ) Vgl. z. B, Bianciii-Luka.t , Differ ent%algeomet r i ie, p. 72 . 

3 ) Ygl. wegen der Bezeichnung p. 656 . 
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so ist nach Cauchy 1 ) 

/'(w) — — *„— <* . 

(») = v u + = y u - *y, > 

h' (w) *=* z -j- ^ . 

v ' W 1 U W M » 


Daher sind die beiden reellen Gleichungen (26) mit der einen komplexen 
Gleichung 

f\w) -f g' 2 (w) + h' 2 (w) » 0 

&quivalent. Man kann der letzteren m allgemeinster Weise geniigen, indem 
man setzt 

f'-=t (G 2 — JET*), g' = G 2 +R 2 , h' « 2 iGR, 

wo G(w), JET (to) zwei beliebige anaiytische Funktionen yon w sind. 
schlieBlich eine nene komplexe Variable ein mittels der Gleichung 

G(w) 

S #(«?) 


Fuhrt man 
(29) 


und definiert die Funktion f?(®) durch die Gleichung 


so erhalt man den folgenden von Weierstrass 2 ) herriihrenden allgemeznsten Aus- 
druck einer Minimalfldche 

~~ s 2 )% {s)ds, y = 

c) Der Fall variabler Begrenzirng 8 ): 

Die Methode der Parameterdarstellung eignet sick besonders auch 
zur Behandlung von Aufgaben, bei welcben die Begrenzung nicbt 
vorgeschrieben, sondern nur gewissen weniger weitgehenden Bescbran- 
kungen unterworfen ist ; weil man bei Benutzung derselben die Variation 

*) Vgl. z. B. Picard, Traite d’ Analyse, Bd II (1905), pp 2, 4. 

2 ) Vgl. die grundlegende Arbeit von Weierstrass, Monatsb erichte der 
Berliner Akademie, 1866, p. 612. Im ubrigen verweisen wir fur die Theorie 
der Minimalflachen, die durch lhren Zueammenhang mit der Theorie der analy- 
tischen Funktionen em besonderes Interesse gewonnen hat, auf die Rncyklopadie , 
HI D 5 (v. Lilienthal) , sowie auf die Darstellungen in den Lehrbuehem von 
Scheffers, Theorie der Flachen , Zweiter Abschnitt, § 15; Bianchi-Lukat, JDiffe - 
rentialgeometrie, Kap. XIV, XV; Daeboux, Theorie des surfaces , Bd. I, Livre IH. 
Hierzu weiter die Ubungsaufgaben Nr. 17 — 19 am Ende von Kap. XIII 

s ) Gauss war der erste, welcher ein spezielles Variationsproblem dieser Art 
behandelte (1830), Werke , Bd V, p. 58. Den allgemeinen Ausdruck fur die exste 
Variation bei variabler Begrenzung hat zuerst Poissox gegeben (1833) in der auf 
p. 663, FuBnote 4 ) zitierten Arbeit, Vgl. daruber, sowie uber die analoge Auf- 
gabe fiir mehrfache Integrale, Kxesers Artikel in der Fncyklopadie , II A, p. 616; 
femer C. Jordan:, Cours d* Analyse, Bd. III. Nr. 395 — 400, und Kneser, Lehr - 
buck , § 65. 


$iji(l + s 2 )%($)ds, z (30) 
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des Integrationsbereiches yermeiden ka nn> welche andernfalls im all- 
gememen notig ist und groBe Komplikationen herbeifuhrt. 

Man scblieBt zunaehst in bekannter Weise, daB die das Extremum 
liefernde Flaehe 

%: x == x (u } v)j y = y (u, v), 8 = 0 (u, v ), (u 9 v) in 6 L 

aucb in diesem Fall eine Extremal fldche sein muB. 

Um die Grrenzgleichungen zu erhalten, hat man dann allgem einere 
Yariationen der Flaehe 3^ von der Form 

x=^X(u ? v-s) f y~Y(u,v-£)j 0 = Z (u, v- a), (u, v) in <3L (31) 

zu betrachten. Die Funktionen X, Y, Z miissen sich fiir a * 0 auf 
x(u P v), y (u,v) y 0 (u 3 v) reduzieren und die iiblichen Stetigkeitseigen- 
schaften besitzen, und uberdies muB die Begrenzung £ e der Flaehe (31) 
bei beliebigem a den yorgeschriebenen Grrenzbedingungen geniigen. 
Schreiben wir die Begrenzung ® des Bereiches 0L in der Form 

St: u === u (t) 7 v = v(t), 

so ist die Begrenzung £ e dargestellt durch die Grleichungen 

£ a : x — X(ft, 5; e), y=^Y(u,V]a) z=~Z{u } v\i) 3 

wofiir wir einfach X 7 iT schreiben werden. 

Fiir die Schar (31) muB nun die erste Yanation des Integrals 
J yerschwinden. Wir konnen dieselbe auf die Form ( 22 ) bringen, 
wobei nunmehr 

% — X,(u, V, 0), 7 ] — Y s (u, v, 0), £ = Z„(u, v- 0) (32) 

Da die Flaehe 9), den Differentialgleiohungen (23) geniigt, so reduziert 
sich daher die G-leichung d J = 0 auf 

f^l(F Xu v-F x u')dt = 0, (33) 

wobei \ 3 rj, % aus den Ausdriicken (32) fiir r\ 3 % durch die Substi- 
tution yon u 7 v fiir u, v hervorgehen ; die Argumente der Ableitungen 
yon F sind: x (u, v), • • , x u (u, v) } • * *, x v (u, v), • • •. 

Die Funktionen r\ P £ sind gewissen aus den gegebenen Grrenz- 
bedingungen folgenden Beschrankungen unterworfen; aus diesen zu- 
sammen mit der Gleichung (33) hat man dann die Grrenzgleichungen 
abzuleiten. 

33 o 1 ss a , V ariatio nsr e chnun g 
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Wir wenden diese allgemeinen Uberlegungen zunackst auf den 
Pall an 7 wo die Begrenzungen der zulassigen Flachen der Bedmgung 
unterworfen sind ? auf einer gegebenen Flache 

cp {x 7 y, 0 ) — 0 ( 34 ) 

zu liegen. Hier mufi also fur jedes £ die Gdeickung 

9 ( 2 , Y,I)~0 

erfiillt sein^ aus welcber sick durch den VariationsprozeB ergibt 

fpj -I- <PyV + <Pzt = ( 35 ) 

■wobei die Argumente von cp x , <p y , <p z sich auf die Begrenzung fi der 
. Flaclie 3), bezielien 

Man Yerfahrt nun ganz wie beim Beweis der Multiplikatorenregel 
fQr den Pall endlicber Bedingungsgleichungen (§ 68): Man multipliziert 
die Grleiebung ( 35 ) mit einer unbestimmten Funktion v(t), integriert 
Ton t 1 bis und addiert das Resultat zu ( 38 ); so erbalt man 

f2l [Fccju' - F X U' + v<p x ] dt = 0. 

Nun scklieBt man weiter 1 ): Von den drei Funktionen J\ 7 § karm 
man zwei willktirlich wahlen ? die dritte ist daim durck die Grlei chung 
( 35 ) bestimmt. Daraus folgert man wie in § 68 ? daB es eine Funk- 
tion v(t) geben xnuB derart, daB die Faktoren von \ } y, g unfcer dem 
Integralzeichen emzeln verscbwinden. Daraus folgt durck Elimination 
von u 7 v 7 v das Resultat: 

1st die JBegrenmng der gesuchten Flaclie nicht vorgeschrieben , son- 
dern nur der Bedmgung unterworfen, auf emer gegebenen Flache 
cp (x 7 y : z) =* 0 m liegen , so mu ft entlang der JBegrenmng die G-leichung 
erfiillt sein 


F *U 

*% 

V 




F >. 

% 

1 = 0. 

(36) 

F ’ U 

F, 

V 

< V. 

i 



*) Der Beweis leidet an denselben Mangeln wie die klteren Beweise der 
Multiplikatorenregel (vgl. die Kritik derselben auf p. 568). Es miiBte gezeigt 
werden Sind |, fj, \ irgend welche Funktionen von welcbe der Gleicbung (35) 
genugen, so kann man stets erne Scbar von zulassigen Variationen (31) konstniieren^ 

fur welcbe X s (u, 0) = 1, etc. 
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JBei spiel V (siehe p 667): Im Pall der Mtnimalflachen rednziert sich (36) 
anf die Gleichung 

A 9^ + b 9 ? 2/ “ h C<^= 0, 

welclie aussagt, daB die Mmimalflache entlang der Mandkurve £ auf der gegebenen 
Flciehe senkrecht stehen muB. — 

Ans der Gleichnng (36). kann man die entsprechende Grenzgleichung fur 
das Integral (2) mittels der tJbergangsformeln (21) ableiten. Man erhalt nach 
emfacher Rechnnng 1 ) 

f [Vx f P + * 9 f 9 — V.if-Pfp—aQ]-* 0 (36a) 

Eme andere Art der Grenzbedingung besteht darin, daB fur 
samtliclie zulassxge Flachen ein entlang der Begrensung genommenes 
einfaches Integral von der Form 

f y, to', y\ s)dt 

einen vorgeschriehenen Wert haben soli. 

Hier sind die Funktionen f, 7? ; \ der Bedingung unterworfen, daB 

t* 

j 2 i. H A + H x ,l') dt = 0. (37) 

h 

Auf diese Grleichung wende man die Lagrange’scbe partielle Inte- 
gration an, wobei das vom Integral freie Grlied wegfallt, weil die Be- 
grenzungsburven der zulassigen Flacben gescblossen sind. Nunmehr 
seblieBt 2 ) man nach dem Fundamentallemma fur isoperimetriscbe 
Probleme (p. 462, FuBnote *)), daB es eine Konstante l geben muB, 
sodaB gleicbzeitig 

F ’S - *»,*'+ ii H t) ~ °> ■ ( 38 > 

F -. v ~ r-*' + *(K~ r, k) - o. 

*) Hierzn die tJbungsaufgaben Nr 15, 16 am Ende von Kap. XIII. 
a ) Einen strengen Beweis erhalt man, indem man Yariationen von der Form 

x = x (w, v) 4* ( u i v) 4- ii (w, v), etc. 

ansetzt nnd dann nach der auf p 458, FuBnote x ) erklarten Method© von 
Hilbert weiter schliefit. 


43 



672 


Dreizehntes Kapitel Extrema von Doppelintegralen. 


§ 81. Die zweite Variation bei Doppelintegralen. 1 ) 

Wir keliren jetzt zu dem in § 79 defiuierten „Funktionenproblein“ 
mit x,y als nnabhangigen Variabeln und mit fester Begrenzung zuriick 
und wenden uns zur Betracbtung der zweiten Variation. Man erbait 
fiir dieselbe den Ansdruck 

B 2 ff2£ldxdy, (89) 

a 

wobei 2 Si die folgende qnadratiscbe Form von £, % x , % y bedeutet: 

2a = f z g + 2f zp tt x + 2f, s tt y + f P X + (40) 

Die Argnmente der Ableitungen der Funktion f bezieben sich dabei 
anf die Flacbe 

%■ z = z(x,y), (x,y) in 

von welcber wir voraussetzen, dab sie von der Klasse G " ist, der 
Lagrange’scben Differentialgleicbung (I) geniigt und die vorge- 
scbriebene Begrenzung £ besitzt. Diese Ableitungen sind daher Funk- 
tionen von y , welcbe im Bereicb (SL von der Klasse C ' sind. 

Es sollen in diesem Paragrapben die den Bedingungen von 
Legendre und Jacobi entsprechenden Bedingungen abgeleitet werden. 


*) Der erste, welcher Untersuchungen uber die zweite Variation von Doppel- 
integralen angestellt hat, scheint Brunacci gewesen zu sein (Memorie dell 1 
Istitnto Nazionale Italiano, Bd II, Teil II (1810), p. 121) Derselbe iiber- 
tragt den Legendre’schen Kunstgriff von § 9, b) in der Lagrange’schen ATodi- 
fikation (§ 15, b)) auf Doppelintegrale , indem er zur zweiten Variation das bei 
fester Begrenzung verschwindende Integral 





mit nnbestimmten Funktionen a, § hinzufugt nnd dann die Funktionen a, /? so 
zu wahlen sucht, dafi die alsdann unter dem Doppelintegral erscheinende qua- 
dxatische Form von £, i y definit wird. Damit wird zunachst nur bewiesen, 
dafi die unten mit (If) bezeichnete Bedingung fur ein permanentes Zeichen von 
d 2 J hinreichend ist, wenn der Integrationsbereich hinlanglich klein ist 

Die analoge Transformation fiir den Fall, dafi hohere Ableitungen von z 
unter dem Doppelintegral vorkommen, gibt Delaunay, Journal de l’ficole 
Polytechniqne, Bd XVII, Cahier XXIX (1843), p. 90. 

Weitergehende Folgerungen haben an die Brunacci’sche Transformation 
Mainardi (siehe unter c)), Kobb und Eneser geknupft (siehe unter c), Ende). 

Die zweite Variation von Doppelintegralen fiir den Fall der Parameter - 
darstellung haben H. A Schwarz (siehe die Zitate auf p. 682, Fufinote 8 )), Kobb, 
(Acta Mathematica, Bd. XVI (1892), pp. 86—116) nnd Eneser, Lehrluch §§ 67* 
68 behandelt. 
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a) Das Analogon der Legendre’schen Bedingung: 

Dasselbe lautet folgendermaBen 1 ): 

Die zweite noUvendige Bedingung fur ein Minimum des Doppel- 
integrals ( 2 ) besteht darin, da /3 

fpp^ °> (H) 

im ganzen Bereich GL. 

Dies laBt sich aueh so ausdrueken: Es muB 

f pf X* + 2 f pt XY + f ig Y *^0 ( 41 ) 

sein fur jeden Punkt (sc, y) des Bereich.es (SC und fur jedes reelle 
Wertsystem X, Y. 

Zum Beweis 2 ) nehmen wir an, die Bedingung sei nicht erfiillt, 
es gabe also einen Punkt P 0 (x 0 , y a ) des Bereicbes €L, — und zwar 
moge es zunachst ein innerer Punkt sein — , und ein reelles Wert- 
system *o, To, so daB in leicht yerstandlicher Bezeichnung 

(f „) 0 X l + 2 (Wo Xo ^0 + (Qo n < 0 . ( 42 ) 

Dann lassen sich zwei rnodrt verschiedene Winkel a l7 a 2 angeben, so 
daB auch 

(fpp ) o cos 2 < x t + 2 (fpq) 0 cos a, sin a, + (fj 0 sin 2 a, < 0, 
i = 1, 2. 

Aus der Stetigkeit der Funktionen f pp , f pq , f qq folgt dann weiter, 
daB sich eine Umgebung (9) des Punktes jP 0 nnd erne positiye GrroBe 
k 2 angeben lassen, so daB 

f PP cos 2 «, + 2 f Pi COS a, sin a, + f gq sin 2 a, < - Tc 2 , ( 43 ) 

*' = 1 , 2 , 

fur jeden Punkt y) yon (9). 

Nach diesen V orbereitungen konstruieren wir in der #,3/~Ebene 
das Parallelogramm, dessen Seiten durch die Gleichungen gegeben sind 

(а) : d — = 0, ( 6 ): d + % = 0, 

(б) : d — u 2 = 0, (d): d + u % = 0 ; 


a ) Fur ein Maximum lautet die Bedingung 


sodafi also im Fall f pp f qq — weder Maximum noch Minimum eintritt. 

2 ) Im wesentlichen nach Mason (Bulletin of the American Mathema 
tical Society, Bd XIII (1907), p 293). 
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wobei d eine positive Konstante ist und 

U^ix — %o) cos a, + (y — y 0 ) sm a x> i = h 2* 

Der Mittelpunkt dieses Parallelogramms ist der Panfet P 0 Wir konnen 
daher d so klein wahlen, dafi das ParaUelogramm ganz lm Innern der 
eben definierten Umgebung (q) und zugleicb im Innern des Bereiches 
( 3i liegt. 

Das Parallelogramm wird durch seine beiden Diagonalen in vier 
Dreiecke A, B, G, ID geteilt, welche resp. die Seiten (a), (b), (c), (d) ent- 
halten. Wir definieren jetzt eine Punktion %{x,y) folgendermaBen: 
AuBerbalb des Parallelogramms soil £ s 0 sein; in jedem der vier 
eben definierten Dreiecke gleicb der Imken Seite der Gleichung, durcb 
welcbe wir oben die dem betreffenden Dreieck angehorende Seite des 
Parallelogramms dargestellt haben. In einem Punkt P(x 9 y) des Drei- 
ecks A ist dann £ gleicb dem positiv gerecbneten Abstand des Pnnktes 
P von der Seite (a), und analog fiir die ubrigen drei Dreiecke 

Daraus folgt, daB die so fur den ganzen Bereich <9C eindeutig 
definierte Punktion £ in 6t von der Klasse T) r ist und iiberdies auf 
der Begrenznng $ von Qi verscbwindet. Fiir diese Funktion £ muB 
daber im Pall ernes Minimums die zweite Variation positiv sem. 

Zur Berecbnung des Wertes derselben zerlegen wir d*J in die 
beiden Bestandteile 

+ ZUQdxdy 

a 

und 

a 

Fiir den absoluten Wert des ersten Integrals konnen wir leicbt 
eine obere Grenze angeben. Denn aus der Definition der Punktion £ 
folgt, daB im ganzen Bereich 6L 

kri, 

und iiberdies folgt aus der Stetigkeit der Punktionen | f zz |, \f zp \ } \f \ |, 
daB dieselben im Bereich 6C endlicbe Maximalwerte besitzen, deren 
grofiten wir mit M bezeichnen. Ist daher S der Placbeninbalt des 
Bereiches QL, so ist 

\dlJ\^e*d(4 + d)MS. 

Andererseits ist im Dreieck A: 

Sr = — c °s cc 1} £ y = — sin cc t 
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mid analog fur die xibrigen Dreiecke. Darans folgt wegen (43) 

8*J^-e*1c*S. 

Durch. Verkleinerung der GrroBe d kann man nunmebir bewirken, daB 
S 2 J<C 0 wird, womit unsere Bebauptung bewiesen ist ; wenn man noch 
hinzufiigt, daB aus dem Bestehen der Ungleicbnng (42) fiir einen 
Punkt P 0 der Begrenzung $ sofort folgt, daB dieselbe auch fiir innere 
Punkte von (SC in der Nahe von P 0 erfiillt ist. 

Wir werden in der weiteren Diskussion voraussetzen, daB die 
Bedingung (II) in der starkeren Form 1 ) 

f„ > fppf iq - f; a > o m a. (no 

erfullt ist. Dann ist 

f„J} + 2f, t XY + f„Y'> 0 

fur jeden Punkt (x, y) yon 0C und fiir jedes reelle, von (0,0) ver- 
schiedene Wertsystem X, Y. 

b) Das Analogon der Jacobi'sclien Bedingung: 

Aus dem Euler’sehen Satz uber homogene Eunktionen folgt, daB 
wir die quadratische Form 2 Si scbreiben konnen 
2 Si = + &; x £ x + 

oder aucb 

2® - s(®.— r®:. - slO + 

Integrieren wir jetzt iiber den Bereicb (30 und wenden auf die 
beiden letzten Grlieder den Grreen’scben Satz an wie in § 79, a), so 
erhalten wir entsprecbend der J acobi’scben Transformation von § 10, b) 
die Formel 2 ) 

dV= a*fft W(Z)dxdy + e]f ;(Si,Jy - SI, da), (44) 
'& « 

wenn wir zur Abkiirzung scbreiben 

i) Variationsprobleme mit zwei unabhangigen Variabeln, bei welchen fiir 
die in Betracht kommenden Argumente die Bedmgung 

f f — p >0 

erfullt ist, nennt Hilbert „regulare Variationsprobleme * (Gottinger Nach- 
riohten 1900, p. 288) 

a ) Von Todhunter, History of the Calculus of Variations (1861), p. 280 ge- 
geben und Mainardi zugescbneben 
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oder auch ausgeschrieben 

no («) 

Die Umformung setzt voraus, da6 die Funktion % im Bereich 00 
von der Klasse G" ist. Sie gilt aber auch noeh, wenn % in emem 
ganz in 00 enthaltenen Bereich 0O o von der Klasse C" ist, auf der 
Begrenzung 1 ) von 0O o nnd auBerhalb 0O o dagegen gleich Null ist. 
Nur ist dann in der Formel (44) das Doppelintegral iiber den Bereich 
0O o , das Linienintegral entlang der Kurve $ 0 zu nehmen. 

Hieraus schlieBen wir zunaehst: 

Wenn die „akzessorische iC lineare partielle Differentialgleichung 

V(u) « 0 (46) 

ein Integral u besitzt, welches entlang einer gam im Bereich 00 ge- 
legenen emfachen geschlossenen Kurve $ 0 verschwindet und in dem von 
der Kurve begrenzten Bereich 0O o von der Klasse C" ist und nicht 
identisch verschwindet , so Tcann man durch passende Wahl der Funk - 
tion g die zweite Variation gleich Null machen. 

Man braucht nur zu setzen 




u in 0O o , 

0 auBerhalb 0O o , 


und die Formel (44) auf den Bereich 0O o anzuwenden; das Doppel- 
integral verschwindet dann wegen (46), das Linienintegral, weil u 
entlang verschwindet. 

Dariiber hinaus hat Sommebfeld 2 ) durch Verallgemeinerung der 
in § 14, b) entwickelten Schwarz’schen Methode gezeigt, daB unter 
den genannten Voraussetzungen die zweite Variation nicht nur gleich 
Null, sondern auch negativ gemacht werden kann, wenigstens wenn 
die Kurve $ 0 ganz im Innern des Bereiches 00 liegt 

Zu diesem Zweck wahle man 


i u + kv in 0O o , 

1 kv auBerhalb 0O o , 

wo k eine Konstante ist und v eine beliebige Funktion von x und y , 
welehe im Bereich 00 von der Klasse G " ist und entlang der Be- 
grenzung ® verschwindet. Diese Funktion £ ist stetig in 00, da u 

*) Die Kurve mufl dieselben allgemeinen Eigenschaften ha ben wie die 
Kurve ® (§ 79, a)), damit die Anwendbarkeit des Green’schen Satzes gesichert ist. 

2 ) Jahresbenchte der Deutschen Mathematikervereinigung, 
Bd VIII (1899), p. 188 
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entlang yerschwindet; sie verschwindet auf der Begrenzung yon (SC 
und ist in jedem der beiden Bereiche (SC 0 und (SC — (SC 0 yon der 
Klasse G " 

Um den Wert der zweiten Variation fur diese spezielle Funk- 
tion % zu berechnen, zerlegen wir zunachst d 2 <7 in eine Summe von 
zwei Integralen, den beiden Teilbereichen &i 0 und (SC — (SC 0 ent- 
sprechend. Das auf den zweiten Bereicb beziigliche Integral hat den 
Faktor k 2 . Auf das iiber den Bereich 6C 0 zu erstreckende Integral 
wenden wir die Transformationsformel (44 ) an. Beachtet man dabei, 
dafi die Operationen W, £l t , £i t distributiv sind, ferner, daB die 

-x ~y 

Funktion u der Differentialgleiehung (46) geniigt und entlang S 0 yer- 
schwindet, so erhalt man den folgenden Wert fur die zweite Variation 


d 2 J = s 2 k J*uW(v)dxdy 

+ J f Pq Uy) d y ~ (f Pq %+ f qq %)dx] + *vh 9 

OCq 


(47) 


wo H eine yon k unabhangige Konstante ist 

Das Doppelintegral transformieren wir jetzt mittels der folgenden, 
leicht zu yerifizierenden Identitat, welche fur irgend zwei Funktionen u, v 
der Klasse C" gilt, 

uW(v) _„*?(«) = (/^ + fpiV ) _ ^ + (48) 


wo wir zur Abktirzung gesetzt haben 


UV x —VU x ==l 7 UV y — VU y = 9J . 

Integriert man diese Grleichung fiber den Bereich (SC 0 und wendet den 
Green’schen Satz an, so erhalt man 


ff 'uW(v) — vW(u)) dxdy = -f[ \(f ft \ + f pt v)^y-(f, a I + f qq n)dx]. (49) 


Ist nun insbesondere, wie in Grleichung (47), u eine Losung yon 
(46), welche entlang yerschwindet, so folgt durch Anwendung yon 
(49), daB das Doppelintegral in (47) gerade gleich dem in derselben 
Formel auftretenden Linienintegral ist, sodaB der Ausdruck fur S^J 
die Form annimmt 


"-*'{» / »[%»», + /»A)S.- 0»,«.+4a)3J> + M ) > ( 60 ) 

JC(J 

wenn wir auf der Kurye $ 0 den Bogen 5 als unabhangige Variable 
einfuhren. 
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Es fragt sieb nun, ob man die Funktion v so wahlen kann, da£ 
das hierm auftretende Linienintegral von Null verscbieden ist. Ware 
dasselbe fur alle zulassigen Funktionen v gleicb Null, so wurde durch 
eine leicbte Modifibation des Fundamentallemnias von § b) und 
§ 79, a) folgen, daB der Faktor von v unter dem Integralzeieben ent- 
lang identisck verscbwinden muBte, d b. 


fc 


dy 
'pp ds 


'f* 


dx\ 


\u. 


+ (f t 


dy 
'pq ds 


r. dx\ 

f ds) u y 


hi ds) 

Grleichzeitig folgt durch Differentiation der Identitat 

u(x{s), y{s)) = 0 

nach s, daB entlang der Kurve auch 

dx 


0. 


ds 


= + S' M s' = 0 - 


Es muBte also entweder 

f (il\ s ‘-2f *2&- + f = 0 

hp\ds) ‘P q ds ds ' hi\ds) 

sein, was wegen der Yoraussetzung (IF) nicbt nidglicb istj oder abei 
es miiBten u x? u y entlang identiscb verscbwinden. 

Nun folgt aber, wie wir weiter unten naher ausfubren werden, 
unter sebr allgememen Voraussefczungen aus dem gleicbzeitigen Yer- 
schwmden von u, u a? u y entlang der Begienzung $ 0 , daB u = 0 im 
ganzen Bereieb (SL 0 , was unserer Yoraussetzung widerspricht. 

In alien Fallen, in denen der ScbluB auf das identiscbe Yer- 
scbwmden von u gestattet ist, konnen wir daber m der Tat v so 
wablen, daB der Faktor von k x in dem Ausdruck (50) fur 8 % J von 
Null verscbieden ist Alsdann konnen wir aber 8 2 J< 0 maeben, 
indem wir k numeriscb binreicbend klein und von geeignetem Vor- 
zeicben wablen, Damit ist (unter der erwahnten, nocb naher zu for- 
mulierenden Einscbrankung) der Satz bewiesen: 

Die dritte notwendige JBedingung fur tin Ifimmum des JDoppel- 
integrals (2) besteht darin , daft keine Losung u der parti ellen Different 
tialgleichung (46) existieren darf } welche entlang einer einfachen , ge- 
schlossenen 7 ganz im Innern des JBereiches €C gelegenen Kurve $ 0 
verschwindet und in dem von derselben begrenzten Bereich von der 
Klasse C" ist und nicht identisch verschwindet. 

Wir haben jetzt noch den Beweis 1 ) des Hilfssatzes nacbzutragen, 


Vgl. Encyklopadie II A, pp 513, 515 (Sommkrfeld) und Hedrick, G-ottinger 
Dissertation (1901), p. 32. 

Erne homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 


A 


dx 




d^u g g g tt 

~dxdy ' dy' 


+ 2 , i ? + *£+* , “- 0 


(51) 
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wonaeh. u == 0 in GL 0) wenn u, u x7 u y entlang der Begrenzung ver- 
scbwinden. Es sei P 0 (x 0 ,y 0 ) ein Punkt im Innern des Bereiches £L 0 , 
und es werde vorausgesetzt, daB eine zugeborige ^Grundlosung^ co 
der partiellen Differentialgleicbung (46) existiert, 1 ) d. b. eine Losung 
von der Form 

a = g>(x, y) log ")/ {x — x 0 ) 2 + ly — 2/ 0 ) 2 '' + il>(x, y), 

wo cp(x, y) nnd y) in (5L 0 von der Klasse G" sind und <p (% 0 ,y Q ) ~ 1 ist. 

Alsdann konstruiere man urn den Punkt P 0 einen ganz im Innern 
von (5t 0 gelegenen Kreis mit dem Radius q und wende die Formel 
(49) mit v = co au£ den nacb Herausnabme dieses Kreises iibrig 
bleibenden Teil von (9L 0 an. Geht man dann zur Grenze q — 0 fiber, 
so erhalt man naeb emfacher Recbnung die Formel 2 ) 

*[fpp(x 0 , Vo) + 40o, 2 /o)]“K; Vo) 

=f( I 'f„% + f, g y)dy - CT„i + f M n)ix- 


Da wegen der Voraussetzung (II ; ) 

f PP ( x 0 > yo) + y 0 ) + o, 

so folgt bieraus, daB u(x 0 , y 0 ) = 0, wenn u, u x , u y entlang ver- 
schwinden. Somit ist der oben benutzte Hilfssatz und damit die 
dntte notwendige Bedingung unter der Voraussetzung bewiesen, daB 
ftir jeden Punkt im Innern von (St 0 eine Grundlosung existiert. 

c) Hinreicbende Bedingungen fur ein permaueutes Zeicben der 
zweiten Variation: 

Den in den beiden vorangebenden Absatzen abgeleiteten not- 
wendigen Bedingungen (II) und (III) lassen sicb nun auch hinreickende 


beiBt von elliptiscbem, paraboliscbem oder byperbolischem Typus, je nacbdem 
AG — R 2 >0, = 0 oder <0; sie heiftt sicb selbst adjungiert, wenn 


JD-A x +B yl E = B X + C y 

Die Differentialgleichung- (46) ist daber wegen der Voraussetzung (IF) von 
ellijptischem Typus nnd uberdies sick selbst adjungiert wegen f pq = f qp . 

*) Kine partielle Differential gleichnng der Form (51) vom elliptiscben Typus 
lafit sicb durcb Einfubrnng von neuen unabhangigen Yanabeln anf die Normal- 
form bringen 0* , 0« 


dx 1 'ey' 


+ a Tx + h lTy 


-f cu = 0. 


Fur diese Normalform haben Hedrick (loc cit. p 37) und Holmgren (Mathe- 
matische Annalen, Bd, LVIII (1903), p 404) die Existenz einer Grundlosung 
fur den Fall bewiesen, dafi die Koeffizienten a , b , c analytische Funktionen sind. 

2 ) Dieselbe ist eine Yerallgemeinerung der bekannten Green ’schen Formel 
der Potentialtheorie, vgl. z. B Picard, Traite d } Analyse, Bd. II (1905), p. 15 
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BedingungeiL fur ein permanentes Zeicken der zweiten Yariation an 
die Seite stellen. 

Da?u stellen wir uns nach Clebsch 1 ) die Aufgahe, drei Funk- 
tionen u, v, w yon x nnd y so zu bestimmen, daB identisch in g, 
die Gleichung gilt 




pp 


d 


s\* 


d-d- 

U U J, l u 

ps doo dy ■ 23 \ dy 


+Tx( v ^+& w ?)- ( 52 > 


Fiihrt man bierin die angedeuteten Differentiationen aus nnd setzt 
dann beiderseits die Koeffizienten entsprecbender Prodnkte der GroBen 
g, t, x7 £ y einander gleich, so erhalt man die drei Gleichungen 


f,.- ^(fpp U * + 2 fp Q U x% + f qi U f) + V x + W y, 

fp, = + fpi u y) + v > 

f f "*,) + *■ 


(53) 


Berechnet man ans den beiden letzten Gleichungen die Werte 
yob v x nnd w y und setzt dieselben in die erste ein, so erhalt man 
fur die Funktion u die partielle Differentialgleichung 

W(u) = 0, (46)> 

wo W wieder dureb (45) definiert ist. Die Werte von v und w er- 
geben sick alsdann aus (53 2 ) und (53 3 ). 

Integriert man jetzt die Gleichung (52) liber den Bereich (St 
und wendet auf die beiden letzten Glieder den Green ’sehen Satz an, 
so erhalt man fur S 2 J den Ausdruck 

8*J- 'fppX* + % a XY + f» Y-)dccdy + / «( vdy - wdx), (54) 
a » 


*) Journal fur Mathematik, Bd. LY (1858), p. 271, wo dieselbe Trans- 
formation flir r-fache Integxale durchgefiihrt wird Erne mcht wesentlich von 
(54) verschiedene Formel gibt ubrigens schon Mainardi, Annali di science 
matematiche e fisiche (Tortolini), Bd. Ill (1852), p. 163. In einer sp&teren 
Arbeit hat Clebsch seine Untersuchungen liber die zweite Yariation auf r-fache 
Integrate ausgedehnt, welche n unbekannte Fnnktionen enthalten (Journal flir 
Mathematik, Bd. LYI (1859), p. 122). Schon im Fall r== 2, w = 2 treten hier 
eigentumliche Schwierigkeiten auf, auf welche neuerdings Hadamard aufmerksam 
gemacht hat (Bulletin de la Societe Mathematique de France, Bd. XXX 
(1902), p 253, und Bd. XXXIII (1905), p. 73. 
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wo zur Abkurzhng ^ 

d — d --- 

u ^ = x > u Jj = T 

gesetzt ist. 

Die Transformation setzt voraus, daB u im Bereich 0L nicht 
verschwindet und von der Klasse C " ist Da jede zulassige Funk- 
tion £ entlang der Begrenznng St verschwindet, so rednziert sick d*J 
anf das Doppelintegral, und wir konnen daher den Satz aussprechen: 

Ist die Bedingung (IF) erfullt, und gibt es ein Integral u der 
akzessorischen Differentialgleichung (46), welches im Integrationsbereich 
nicht verschwmdet und von der Klasse C" ist (Bedingung (III)), so 
ist die zweite Variation fur jede zulassige Funlction £ der Klasse C r positiv, 

Denn wegen (IIP) gilt alsdann die Transformation (54), und die 
unter dem Doppelintegral stehende quadratische Form ist wegen der 
Yoraussetzung (IF) positiv, auBer wenn X und Y in OL identisch ver- 
schwinden. Daraus wiirde aber folgen: £ = cu, was nicbt moglich 
ist, da £ entlang $ verschwindet, u aber nicbt 

Fine wicbtige Erganzung zu den Resultaten dieses und des vor- 
angehenden Absatzes bildet der folgende, schon von Mainardi und 
Clebsch gegebene Satz iiber die Integration der akzessorischen Diffe- 
rentialgleichung (46), welcher das Analogon des Jacobi 7 schen Theorems 
von § 12, b) ist: 

T<tf 

0 = <p(x,y-a) ( 55 ) 

eine einparametrige Schar von Losungen der Lag range' schen Differential 
gleichung (I), welche die Fldche ?F 0 fur a — a 0 enthalt , so ist 

u ^<Pa( x >y',a o) 

eine Losung der akzessorischen Differentialgleichung (46). 

Zum Beweis setze man in (I) die Losung (55) ein, differentiiere die 
so entstehende, m x , y und a identische Grleichung nach a und setze 
schliefilich a = a 0 . 

Hieraus ergibt sich eine einfache geometrische Deutung 1 ) der er- 
haltenen Resultate, welche eine Art Analogon der Satze iiber konju- 
gierte Punkte bei einfachen Integralen darstellt: 

Man betrachte eine einparametrige Schar (55) von Extremalflachen, 
welche die Fldche SF 0 far a = a 0 enthalt. Die Flache (a) der Schar (55) 
moge die Flache 3^, beziehungsweise ihre Fortsetzung in einer Kurve S> a 
schneiden; laBt man a gegen a 0 konvergieren, so moge Q a gegen eine 
Grenzkurve £ 0 konvergieren. 


x ) Vgl. Clebsch, loc cit. p. 273 . 



682 


Dreizebntes Kapitel. Extrema von Doppelintegralen 


Gibt es dann eine Schar (55), fur welche diess Grenzkurve 2 0 
eine geschlossene Kurve als Bestandteil enthalt, welche ganz auf dem 
Flachenstdck % liegt, ohne die Begrenzung desselbeu zu treffen, so 
findet kein Extremum statt. 

Gibt es dagegen eine Schar (55), fur welche die Grenzkurve 2 0 
ganz auBerhalb % liegt, so ist die zweite Variation stets positiv. 

DTach Kneser 1 ) lafit sich ferner mittels des auf p 672 FuBnote r ) 
erwahnten Verfahrens von Brunacci beweisen, daB die JBedingungen 
(I), (IF), (III’) fur ein schwaches Extremum des Doppelmtegrals (2) 
hinreichend sind. 


Berspiel V (Siehe pp. 657, 667). Zweite Vanation bei Mmimalfldchen 
Hier findet man 2 ) 

6 V= e* f T£&tUik=*M- dx dy 

()/l+.p 2 + A ) 


Die, zweite Variation des Flachenmhaltes ernes Minimal flaclienstuehes ist also 

stets positiv, wenn soicohl das Mm imctlfl ct chenstuclc als die Vergleichsflachen m 

der Form , . 

* == sfa y) 


darstellbar vorausgesetzt werden . 


Wir wollen noch unsere allgemeinen auf die Jacobi’&che Bedingung be- 
ztiglichen Re suit ate an dem vorhegenden Beispiel verifizieren. Da hier f ze = 0, 
f zp = o, f zq = 0, so ist in der akzessorisehen Different] algleiehung (46) der Koeffi- 
zient von u gleich Null ; daher kdnnen wir sofort eine Losung derselben angeben, 
welche m <St von Null verschieden ist, namlich to = 1 


Dementsprechend laBt sich erne einparametrige Schar von Mimmalflachen 
angeben, welche die Flache «V 0 nicht schneiden, namlich die Schar 


e =- s(p, y ) + ct. 


wie daraus hervorgeht, dab die Differ entialglei chung der Minimalflachen nur die 
Ahleitnngen von nicht aber z selbst enthalt. 

Fur den allgemeinen Fall, wo die zulassigen Flachen in Parameterdarstellung 
vorausgesetzt werden, hat Schwarz 8 ) unter Benutzung eines speziellen Systems 
von Parametern einen sehr einfachen Ausdruck fur die zweite Variation des 
Flacheninhalts eines Minimalfiacbenstuckes angegeben. Man bilde das Minimal- 
flachenstuck <T 0 durch parallele Normalen auf die Einheitskugel mit dem Koordi- 
natenanfang als Mittelpunkt ab 4 ), projiziere sodann den Bildpunkt Q eines 
variabeln Pnnktes P der Minimalflacbe vom Punkt # = y = 0, #=1 auf die 


J ) Vgl Encyllopadie , II A, p 617. 

s ) Schon von T^diSnat gegeben, Annales de Mathdmatiques pax Ger- 
gonne, Bd. VII (1816), p. 284. 

s ) Vgl Schwarz, Gesammelte Mathemattsche Abhandlungen , Bd. I, pp. 156, 
187, 236. Vgl auch die Darstellung bei Biaschi-Lukat , Differentialgeometrie , 
p 414. 

4 ) Vgl. z. B Bianchi-Ltjkat, loc cit, Kap. V. 
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Ebene z = 0 und wahle die Koordinaten §, r\ der Projection des Pnnktes Q ala 
Parameter fur die Darstellung der Minim alflache. x ) Femer varnere man das 
Minimalflachenstuck bei fest bleibender Begrenzung in der Weise, dab man jeden 
Pnnkt anf der dnrch iim gebenden Flachennormale nm ein Stuck s w verschiebt, 
wobei w eine willkiirliche Funktion von | und t} 1st, welehe entlang dem Rande 
verschwmdet Dann erhalt man fur die zweite Variation des Flacbeninhaltes 
den folgenden Ausdruck 




-.rmr^r 




b + V+n*) 


d% clr}. 


( 56 ) 


Die zweite Variation ist also nur von der Gestalt des sphanschen Bildes r 
nicht aber von der sonstigen Besebaffenbeit des Mimmalflachenstiickes abhangig 
Anf das Integral (56) lassen sieh die unter b) und c) entwickelten Schlusse 
anwenden, wobei die akzessorische Differentialglei chung die Form annimmt 

^ i = 0 (57) 

di s + d7)* + (i + § 2 +7] 2 y ' ( } 

Wegen der aus diesen Resultaten zu ziehenden geometnschen Folgerangen 
vexweisen wir auf die oben zitierte Abhandlung von Schwarz 2 ) 


§ 82 . Hinreichende Bedingungen fiir Extrema von Doppelintegralen.*) 

Der Hilbert ’soke Unabhangigkeitssatz lasst sick okne Sekwieng- 
keit auf Doppelintegrale iibertragen^ aus ikm folgt dann die derail- 

*) Zwischen der durcb (29) definierten komplexen Grobe s und den Para- 
metem f, 7 ] bestebt naeb Weierstrass die Beziebung: s = £ + irj. 

2 ) Hierzu die Ubungsaufgaben Fir 18, 19 am Ende von Kap XIII. 

8 ) Hinreichende Bedingungen fur Extrema von Doppelintegralen bat zuersb 
Schwarz fur den speziellen Fall von Mimmalflacben in Parameterdarstellung ent- 
wickelt in der Arbeit „ Tiber em die Flachcn Icletnsten Fldcheninho Its betreffendes- 
Problem der Vanottonsrechnung^ (1885), Gesammelte Mathematische Ab- 
handlungen, Bd. I, p 222. Mit der Aufstellung von binreicbenden Bedin- 
gungen fur den allgemeinen Fall in Parameterdarstellung beschaftigen sicb Eobb. 
(in der anf p. 663 Fubnote 4 ) zitierten Arbeit (1892)) und Kneser, Lehrbuch 
§ 69 (1900). 

Den Unabhangigkeitssatz fiir Doppelintegrale bat zuerst Hilbert gegeben 
Gottinger Nacbricbten 1900, p 295; vgl. aucb die Darstellung von Osooon 
(Annals of Mathematics (2), Bd.II (1901), p. 125), der wir imText gefolgt sind. 

Endiicb bat Hilbert in der Arbeit „Zur Variatwnsrechnung u (Gottinger 
Xacbricbten 1905, pp. 171 und 174) den Unabhangigkeitssatz auf den Fall 
eines Doppelintegrals, welches von zwei unbekannten Funktionen von x und y 
abhcdngt, ausgedebnt, sowie auf den Fall, wo die Summe eines Doppelintegrals 
von der Form (2) und ernes einfachen, uber einen Teil des Randes erstreckten 
Integrals zu einem Extremum gemacbt werden soli, w'abiend z auf dem ubrigen. 
Teil des Randes vorgescbriebene Werte bat Mit der ersteien dieser beiden 
Aufgaben besch&ftigt sicb aucb Hadamard im Bulletin de la Soci£t*5 Math£~ 
niatique de France, Bd. XXXm (1905), p. 73 
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gemeinerung des WeierstraB’scben Fundamentalsatzes. Aus letzterem 
ergeben sicb binreicbende Bedingungen fur ein Extremum eines Doppel- 
integrals, welcbe den in § 19 fiir emfacbe Integrate entwickelten ganz 
analog sind. 

a) Das Feld und die Gefallfunktionen: 

Wir nebmen an, es existiere eine einparametrige Scbar von 

Extremalflacben , N 

z^cp(x,y',a\ 



welcbe unsere spezielle Extremalflacbe W 0 entbalt, etwa fiir a 
und fiir welcbe , . , A ^ 

<pjz, y\ «o) + o m ei. 


A, 0) 


tjberdies werde vorausgesetzt, daB die Funktionen <p, <p a , cp y yon der 
Klasse C r sind, wenn (%,y) in einem den Integrationsbereicb fit in 
seinem Innern entbaltenden Bereich der x, «/-Ebene liegt und 
I a — * a o 1 <! ^ ist. 

Wir konmen dann nacb § 21, b) eine Konstanie k<^d angeben 

fferart, daB f * , n 

<P a {x,r,a) + 0 (59) 

in dem Bereicb 


(x y y ) in fit, | a — % I <! (60) 

Man scblieBt dann genau wie in § 16, c) weiter: Das Bild des 
Bereiches (60) im #,y,£-Raum mittels der Transformation (58) bildet 
ein Feld von Extremalfldchen , d. b. durcb jeden Punkt x 7 y, & ron 
gebt eine und nur eine Flache der Scbar (58), fiir welcbe | a — a 0 1 <! K 
und der zugehorige Wert yon a, 


a — a(x, y , e\ 

die inverse FunMion des Feldes , ist yon der Klasse C r in Fur 
die partiellen Ableitungen derselben findet man durcb Differentiation 

der Identitat > x 

<p{x } y,a)^z 

die Werte , . 

^ * i 

W' * ^ “ (9a) 9 

wobei die Klammer ( ) die Substitution yon a fiir a andeutet. 

Als Gefallfunktionen des Feldes definieren wir die beiden Funktionen 


Pfay>*) *■ <p*&y^)> q toy,*) - %(x y y',a). (61) 

Aucb sie sind von der Klasse C r in c£ k . Durcb Differentiation erhalt 
man hieraus die Relationen 


= (»«,)> P ¥ + <fP,~ 
q# “k qq? q^ qq* 8=3 (^pyp) m 


( 62 ) 
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Tragt man jetzt in die Lagrange’sche Differ entialgleichung in der 
Form (7) fur 8 die der Differentialgleielmng fiir jedes a genugende 
Funktion cp(%,y,a) ein nnd ersetzt dann in der so entstehenden, in 
x,y,a identischen Gleichung a durch a, so erhalt man die folgende, 
identisch in x,y,s geltende Gleichung 

[fpp] (p x + V W + [/*,?] (Py + + <1* + Pis) + [fqgl (.% + P O egg, 

wobei die Klammer [] andeuten soli, daB die Argumente der einge- 
klammerten Funktionen sind 

y,*, P(? %y>*\ <\&y> *)- 

Die Gleichung (63) stellt eine partielle Differentialgleichung 1 ) fur 
die leiden GefdllfunUionm p, q dar ? die Yerallgemeinerung der partiellen 
Differentialgleichung (19) von § 17. Die Gleichung (63) laBt sieh ; 
-wie man umoittelhar verifiziert, auf die Form hrmgen: 

4 W + fy W - S- ([/■] - f W - 1W>- w 

b) Der Hilbert’sche Unabhangigkeitssatz nnd seine Folgerungen: 
Die Gleichung (64) gilt lm ganzen Bereich in demselben Be- 
reich sind die drei Funktionen 

L = \_f\ P[f$\ G [/$] > [fp\? N ~ [f ? ] 

von der Klasse O' und der Bereich $ ist wegen (59) in Bezug auf 
die ^-Riehtung konvex Daher konnen wir auf die Funktion 

L + Mp + Nq 

den Integrabilitatssatz von § 79, b) anwenden und erhalten so den 
Hilberfschen Unabliangiglceitssat# fur Doppelintegrale : 

Ist S eine ganz im Feld o^, gelegene ? gesehlossene Raumkurve 2 ), 
so hat das Doppelintegral 

J* {[/■] + O - p) [fp\ + (2 - q) [Q } tv dy ( 65 ) 

denselben Wert fiir alle Flaehen der Klasse C', welcbe von der Kurve S 
begrenzt werden und ganz im Felde ofj. gelegen sind. 

Hieran schlieBt sich analog wie in § 17, b) der 
Zusatz : Liegt die Kurve © ganz auf einer Extremalfiache des 
Feldes of*, so ist der Wert des Hilberfschen Integrals J* liber irgend 

i) Bine z-weite ergibt sich durch Gleichsetzen der beiden Ausdrueke fiir (tp^ 
und (cp ) in ( 62 ). 

*) Yon denselben allgemeinen Eigensehaften wie die vorgegebene Kurve £ 
<§ a)). 

Bolzft, Variationsrechnung. 4:4 
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eine von (5 begrenzte, ganz in <$ k gelegene Flache der Klasse C' gleich 
dem Wert des Ghnmdintegrals (2), genommen fiber das von S be- 
grenzte Stuck der fraglicben Extremalflache. 

Denn fur erne Extremalflache 

* = y\ a ) 

des Feldes ist 

P~p — 9*7 

und daher rednziert sick der Integrand von J* anf 

[fl— y> v> <Px> %)■ 

Ist jetzt 

W: z = z (x, y) 

irgend eine Flache der Klasse C', welche Ton der vorgeschriebenen 
Kurve £ begrenzt wird und ganz im Feld of* liegt, so ist naeh den 
beiden eben bewiesenen Satzen 

J& 0 “ ^4 “* Jff > 

also , v 

A (66) 

Definiert man jetzt die 8-Funktion als Funktion Ton sieben un- 
abhangigen Variabeln durch die Gleichung 

8 (x, y, t\ P, a; P, q) = f{x, y, t, p, g) —fix, y, *,p, g) 

f p (x, y, e,p, g)-(s — 2) 4 («, V> g > P> ( 67 ) 

und bezeicbnet 

p = q-q( 

so ergibt sich aus (66) , indent man die Integrale rechterhand aus- 
schreibt ; unmittelbar der Weierstrafi’sche FundamentalsaU fur Dopjoel- 
integrate 

AJ^fj 8(x, y,e\ p, q; jp, g)dxdy. (68) 

& 

Hieraus folgt 1 ), dem Satz von § 19, a) entsprechend, der Satz: 

Wenn die Extremalflache F 0 sich in ein Feld <§ k einbctten 
mid wenn uberdies 

8Qc,y,g] (x, y, 0 ), q (x, y, 0 ); p, q) > 0 (IV',,) 

fur jeden Punkt (%, y , i) dieses Feldes und fur jedes endliche, von 
(b ? q) verschiedene Wertsystem (jp, g), so liefert % ein starves, eigent- 
liches Minimum fur das Doppelmtegral J. 


*) Bei Beschrankung auf VergleichsfUchen der Klasse O'. 
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Denn alsdann ist der Integrand von (68) positiv in alien Punkten 
des Integrationsbereiclies mit Ausnahme derjenigen*, in welchen 

? = q. (69) 

AeT ist also positiv, auBer wenn die Gleichungen (69) im ganzen 
Bereich St gelten, in welchem Fail AJ=0. Dureh eine dem ent- 
sprechenden Beweis von § 19, a) genau parallel© ScbluBweise zeigt 
man aber, daB letzteres nnr dann stattfinden kann, wenn die Flache SF 
mit 3^ identisch ist. 

Aucb der Satz von § 19, b) hat sem Analogon bei Doppelinte- 
gralen. Aus dem Taylor’schen Satz far Funktionen zweier Variabeln 
folgt namlich, entsprechend der Gleichung (28) von § 18, die Formel 

8 0, y, p, r, p, a) (70) 

= i { (p -p)* f PP ( p* ,q*)+2 (p -p) (a - a) f PS (p*, a*) + (5 - a ')V it (p*, a *) } , 

WO 

p * ^p + 0(j> -p), q* = q + 0(q — q), 0 < 0 < 1, 

und wir der Einfachheit balber die Argumente x, y, z in den Ab- 
leitungen von f unterdruckt haben Hieraus ergibt sich nun der Satz: 

Wenn die ExtremalfldcJie SF 0 sich in ein Feld embetten la fit, und 
ivenn Obey dies die Bedingung 

f PP > o, f t pf tt -n,> o (H’o 

mit den Argumenten x , y, z,p, q von f pp , f pq , f qq erfullt ist fur jeden 
PirnJct (x, y , z) emer gewissen Umgebung (p) von SFq und fur gedes 
endliche Wert system p, q, so hefert 3^ ein starves, eigenthches Minimum 
fur das Doppelintegral J. 

Denn wendet man auf den Integranden von (68) die Formel (70) 
an, so geht derselbe in eine quadratische Form der GroBen (jp — p), 
(S q) ^6er ; welche wegen (IF*) im ganzen Integrationsbereicb positiv ist, 
auBer wo p » p, q = q, vorausgesetzt, daB man, was stets moglich 
ist, die GroBe Jc so klem gewaJblt bat, daB das Feld o^. ganz in der 
Umgebung (p) von 3^ liegt. 

Bet spiel Y (siehe pp 657, 682): Minimalfldchen. 

Ist £«#(#, y)^&as betrachtete MinimalfTachenstuck, so stellt die Gleichung 
z = z (x, y) + (£c, y) m <2C; — oo < a < + °° 

eine Schar von Mmimalflachen dar, welche ein Feld bilden Da iiberdies 

f — . __ 1 ___ f f as;. I 

T pp (y( i -f. jp*" 1 pp1qq 1pq G + 4- ay ’ 

so ist auch die Bedingung (IFb) erfullt, und daher besitzt das Minimalflachen- 
stuck cf 0 emeu klemeren Flachenmhalt als jede andere Fl&che z = z(x,y) der 
Klasse G% welche dieselhe Begrenzung besitzt (absolutes Minimum). 


44 
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1* JBestimmung der geodatischen Limen des JRotationselhpsoides im n- dimen - 
stonalen JEuJclidischen Baum (§ 68) 

Es handelt sich darum, das Integral 
t* 

J + +S^ at 

h 

zu einem Minimum zu machen mit der Nebenbedmgung 
X\ •+«!+• • 4- «t_i , X* „ 

a* +■ 6 2 ~ 1 • 

Losung* Setzt man 

ds* — dec l + dtff + + dx^ , 

so erbalt man fur die Extxemalen 



wobei & eine Integrationskonstante und l der Multiplikator ist. Die Punktionen 
, x n ^x genugen samtlicb derselben homogenen linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

d % x t x 

dl? = l a 1 ' * — 1, 2, • • •, n — 1 ; 


man kann sie daher durch zwei linear unabhangige Integrate x 1 y dieser Diffe- 
rentialgleiehung homogen und linear ausdrucken, und zwar kann man die 
letzteren so wahlen, dafi 

*J + a$+- • + «|_i= y*, 

womit das Problem auf das entsprechende dreidimensionale zuruckgefuhrt wird 

(Rumo) 

2. Geodatische Limen des n-dimensionalen JRaumes ^ 

Im Baum B n der Variabeln x ± , x n sei die Lange emer „Kurve“ 

^=^00, tj i «. 1, 2, • • n, 

definiert durch das bestimmte Integral 




/ dx\ 

V s * w) ’ 


0 Ygl. Biakchi-Lukat, Differ entialgeometrie (1899), p. 568. 
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wobei die a ik gegebene Funktionen von . . , x n sind und die quadra- 

tische Differentialform 


ds > =^?a ik dx t dx k , (<*i. *-«,*) 

t, Tc 

definit und positiv ist. 

Es soil die kurzeste, zwei gegebene Punkte des R n verbmdende Kurve 
(„geoddti$che l>ime“) bestimmt werden (§§ 66, 69, 70). 

Ldsung: Die Differentialgleichungen der geodatischen Linien sind, wenn 
s als unabhangige Variable gewahlt wird, 

d s x. dx t dx k 


wobei 


i t. k 


h J ds ds 


0 , 


^== 1 , 2 , 


, % 


p An _ i / d a ih , d a kh __ ^%k\ 
LhJ 2 \ dx k dx z dx h ) 


das „Christofferscbe Drei-Index-Symbol erster Art u bedeutet x ) 

Dieses ftesultat soil abgeleitet werden 1) indem man zunachst von einem 
beliebigen Parameter t ausgeht, 2) indem man von vorn herein s zux unabhan- 
gigen Variabeln wahlt 


3. Das im fimften Kapitel bebandelte ebene Variationsproblem in Para- 
metexdarstelliing laBt sick aueh als Lagrange ’sch.es Funktionenproblem behan- 
deln, wenn man den Bogen s als unabhangige Variable einfuhrt Es ist dann 
das Integral 

J=f F(x, y, x', y') ds 
0 

zn einem Extremum zu machen mit der Xebenbedmgung 

x' 2 + y ' 2 == 1 

bei nicht vorgeschriebener oberen Grenze s 2 (§ 70, a)). 

Hiernach die Extremal en fur Beispiel I und XV zu bestimmen. 


4. Wird die Aufgabe dahin modifiziert, dafi die Lange der zulassigen 
Kurven vorgeschrieben ist, so hat man ein Lagrange’sches Problem mit festen 
Endpunkten, auf welches sich die Resultate von §§ 74—77 anwenden lassen 
Hiernach Beispiel II und XXI vollstandig durchzufuhren 
JDieselbe Methode l&fit sich allgemein auf das in Kapitel X behandelte 
isoperimetrische Problem anwenden, wenn die Funktion G (a?, y, x\ y f ) im Sinn 
yon § 33, c) definit ist, da man dann das Integral 

*% 

V =J G- (as, y, x', y‘) dt 
h 

als unabhangige Variable einfuhren kann 


*) Ibid, p 43. 



690 


tJ bungs aufgaben zu Kapitel XI bis XIH 

5 Analoge Bemerkungen gelten fur raumliche Variationsprobleme Hier- 
nach folgende Aufgaben als Lagrange ’sche Probleme mit der Bogenlange als 
uuabhangiger Yariabeln zu behandeln: 

Beispiel XYI (Geodatische Linien) (LiNnELOF-Moio-No) 

Anfgabe Nr 15 anf p. 298 (Allgememe Brachistochrone auf emer Blache), 

(Lindelof -Moigno) 

Aufgabe Nr. 2 auf p. 528 (Speztelles isoperimeirisches Problem auf emer 
Flache). (Lindelof "Moiuno) 


Zwischen zwei gegebenen PimJcten die kurzeste Paumkurve von gegebener 
1 


6* 

Jconstanter erster Kiummung ~ zu ztehen (§ 71) (Delaunay) 

Losung 1 ) Wenn man die Bogenlange s als unabbangige Variable emfiihrt 
und setzt: #'= y' = $' = £, so hat man em Lagrange’sches Funktionen- 

problem mit gemischten Bedingungen, bei welchem die obere Grenze s 3 nicht 
vorgeschrieben ist Bei passender Wahl der 2 -Achse findet man 

PJS ±a) <H 

' Vela ’ 


ds ■ 


wobei: — + — f 1 ) — c # . 

Setzt man 

£ + 


Die Grofien a und c smd konstant. 
x 4 - ty = re l(x} , 


so findet man welter 


Q 2 ~ l — £ 2 


dcp 


cd£ 


(i - m \/g (£) 


und nach geeigneter Yerschiebung des Koordinatenanfangspunktes in der x, 
Ebene 


r>= + a) 2 - * 2 ], a co 

Setzt man 


[« + «) s -c a JT/(?© 


d t 

YW) 


= du , 


y- 


so kann man samtliche Yariabeln mittels der Funktionen vu, pu ansdriicken 
0(Q hat genau dieselbe Form wie in Aufgabe Nr 13 p 532; dahei dioselbe 
Realitatsdiskussion wie dort. 

Ansartnngen* 1) Em KreisboijCn (c = 0 ), zuerst von Delaunay an- 
gegeben, von H. A. Schwarz 2 ) auf Hinlungliehkeit untersucht. Dies ist die ein- 
zige mogliche Losung, wenn die Tangentenrichtungen in beiden Endpunkten 
nicht vorgeschrieben sind 

2) Eine Schraubenhnie , zuerst von Todiiunter angegeben, von Venskk 
genauer untersucht 


*) Vgl die Dissertation von 0 Venskk, Gottingen 1891, auch fur die son- 
stige Literatur uber daa Problem 

2 ) Berliner Berichte, 1906, p.365. 
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7 Fur das Problem 

y, y\ y'\ • * , y^) dx = Minimum. 

a) nachzuweisen, daB stets der „Hauptfall“ emtritt (§§ 66, 69, d), 74), 

(v. Escherich) 

b) die Bedingungen (II), (III), (IV) aufzustellen (§§ 66, 74, 75, 76) 

(Jacobi, Zermelo) 

8^ Die Stabihtatsgrenzen fur einen an semen beiden JEnden festgeklemmten 
ebenen elastischen Dr aid m besUmmen *) (§ 69, 74, 75) 


9*. Fur das raumhche Vanationsproblem m Parameterdarstellung obne 
Nebenbedmgungen • 


*2 

I = J* F(x,y, z, x\ y\ z') dt — Minimum 


lauten die Hamilton' schen Formeln fur die partiellen Ableitungen des Extre- 
malenintegrals y t , z x ; a? 2 , y^ z 2 ): 

,1 as® _ .1 aas 


-*vi\ 




ggB 

dx% vy 2 

Fur das spezielle Integral 


m V I 


(71) 


dz. 


= FJ 


h 

J=J % G(x 1 y, z) ]/x' 2 + y 2 + z'^dt (72) 

h 

folgt hieraus: Smd die beiden Endpunkte P t (x 1J y 1 , z x ), resp. P 2 (x 21 y%, &>), auf 
zwei Raumkurven resp ® s , beweghch, welche durch ihre respektiven Bogen- 
langen s x und $ 2 dargestellt sind, und bezeichnet oo 1 , re&p co 2 , den Winkel 
zwischen der Extremalen P x P 2 und der positiven Richtung von im Punkt P 1 , 
resp. der Kurve $ 2 im Punkt P 2 , so lautet das Differential des Extremalen- 
zntegrals von P, naeh P 2 : 

dSB = G(x v y a , # a ) cos o 2 d$ 2 — $(#*, y 19 zf) cos a L d$ t (73) 

(Thomson und Tait) 

Hiernacb den folgenden Satz von Tiiomson und Tait zu beweisen* 

Zieht man von den Punkten einer gegebenen Flache of aus Extremalen fur 
das Integral (72) senior echt zur Flache und schneidet auf jeder derselben von 
ihrem Schmttpunlct P mit der Flache aus , nach derselben Seite Irin, einen Bogen 
PQ ab, 'ic etcher fur das Integral einen konstanten Wert hefert, so ist der geo- 
metrische Ort der Endpunkte Q erne Flache, toelche samtliche Extremalen senk- 
recht schneidet (§ 78). 


*) Siehe Aufgabe Nr 21 auf p 536 und die dort zitierte Dissertation von Born. 
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10. Das Doppelintegral 

ff [<?(*. y, e) + H(x ^ i /, «)] dxd y 

zu einem Extremum zu machen (§ 79, a)) 

Losung : Die Extremalflachen sind charaktensiert durch die Gleichung 

± + L= = ±- [ X& x+ YG v + ZG z + J5TJ, 

Vl <?2 Ur 

wo X, T, Z die Richtungskosinus der positiven Hormalen und e x , q 2 die Haupt- 
krtbnmungsradien der Flache sind (Jellett) 


11. Unter alien geschlossenen Blacken, icelche ein gegebenes Volumen em- 
schltefien, diejenige Jclemster Oberflache zu bestmmen (§ 7 9, d)) 

Dabei sollen die zulassigen Flachen m raumlichen Polarkoordinaten in 
der Form 

r = r (0, gj) 

darstellbar sein 

Die Lagrange’sche Differentialgleichung aufzustellen und zu zeigen, daB 
die Kugel mit dem Koordinatenanfang als Mittelpunkt derselben gentigt x ) 


12. Die Flache medngsten Schwerpunktes bei gegebenem Flacheninhalt und 
gegebener Begrenzung zu konstruieren (§79, d)) 

Losung: Die positive £-Achse werde vertikal nacb unten gew&hlt Dann 
haben die Extremalflachen die charakteristische Eigenschaft, daB 


+ -W' 


wo N das Stuck der Flachennormale zwischen der Flache und der konstanten 
horizontalen Ebene : z -j - 1 = 0 bedeutet (Jellett) 


13. Em gegebenes Quantum homogener Materie ist nach oben begrenzt von 
einer horizontalen Ebene, nach unten von einer Flache von gegebenem Fldchen- 
tnhalt . Die Flache so zu bestimmen, daB der Schwerpunkt der Masse moglichst 
tief liegt (§79, d)) 

Losung: Die positive ^-Achse werde vertikal nach unten gewahlt Dann 
haben die Extremalflachen die charakteristische Eigenschaft, daB 

1 . 1 z —I— % 

QiVi ’ 

wo X und g die beiden isoperimetrischen Konstanten sind. 

ftberdies muB die Flache die gegehene horizontale Ebene senkrecht schneiden 
(§ 30, c)). (Linoelof-Moigno) 

*) Wegen des Nachweises, daB die Kugel wirklich die kleinste Oberfl&che 
bei gegebenem Volumen besitzt, vgl. H A Schwarz, G-ottingerNachrickten, 
1884, p 1; Minkowski, Mathematische Annalen, Bd. LVII (1903), p. 447; und 
die auf p. 661, Fufinote 2 ) zitierte Dissertation von J. 0 Muller. 
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14.^ Unter alien Flachen von gegebener Begrenzung und gegebenem Eldchen- 
mhalt diejenige zn bestimmen, deren Potential m Beziehung auf etnen gegebenen 
Punkt ein Extremum ist (bei Zugrundelegung des Newton’schen Anziehungs- 
gesetzes) 

Losung: Die Extremalflachen baben die charakteristische Eigenschaft, daft 
in jedem lhrer Pnnkte 

i 4- — = ^ d 
Qi Qt r 2 +T r 5 

Darin bedentet r den Abstand des Flachenpunktes P von dem angezogenert 
Punkt; cl den senkrecbten Abstand des angezogenen Punktes von der Tangential- 
ebene an die Flache 1m Punkt P; X die isopenmetriscbe Konst a nte 

(Jellett) 

15 * Die Gleichgeioichtsfigur emer homogenen Flussigkeit in einem Gefafi 
mvt veriikaler zyltndnscJier Wcmdung unter der Etnwirkung der Schwere und der 
Kapillarkrcifte zu bestimmen (§ 79, d), § 80, c)) 

Losung: Die positive #-Achse werde vertikal nach oben gewahlt; der 
Boden des Gefaftes sei eine horizontal Ebene, welche wir zur x, y~ Ebene wahlen. 
Es bezeichne V das Yolumen der Flussigkeit, E die Hohe des Schwerpunktes 
derselben uber dem Boden des Gefaftes, ferner T den Inkalt desjenigen Teiles 
der Oberflache der Flussigkeit, welcher die Wand beruhrt, U den Inhalt des 
freien Teiles der Oberflache, welcher entlang der Kurve £ an die Wand grenzen 
moge; endlich seien a , (3 zwei von dem Verhaltnis der Schwere zur Intensitat 
der Kapillarkrafte abhangige Konstanten. 

Alsdann ist die Gleichgewichtslage der Flussigkeit nach Gauss 1 ) dadurch 
charaktensiert, daft der Ausdruck 

VE+ (<x 2 — 2 /3 2 ) T+ a* U (74) 

em Minimum wird mit der Nebenbedingung, daB das Yolumen V emen vorge- 
schriebenen Wert haben soli, wahrend die Kurve £ nur der Beschrankung unter- 
worfen 1st, auf dem gegebenen Zylinder zu liegen 

Betrachtet man zunachst Yariationen, bei welchen £ ungeandert bleibt, so 
bleibt T konstant und man hat ein isoperimetrisches Problem, wie das in § 79, d) 
behandelte. Man erhalt als chaiakteristische Eigenschaft der freien Oberflache 
die Relation ('Laplace) 

1,1 z + 1 

Ql 08 <* s ’ ^ 

wo X die isoperimetrische Konstante bedentet. 

Bei Yariationen, welche die Kurve £ andern, ist auch das eintache Integral 
T zu berucksichtigen. Eine leichte Modifikation der in § 79, c) und d) durch- 
gefuhrten Schliisse fuhrt auf das Resultat (Laplace, Gauss), daft entlang der Kurve £ 



*) Werke, Bd Y, pp. 55, 290, wo die Aufgabe fur beliebige Gestalt des Ge- 
faftes durchgefuhrt wird Ygl. auch Kneser, Lehrbuch , pp. 274, 280, wo die Auf- 
gabe in Parameterdarstellung behandelt wird. 
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ITbungsaufgaben zu Kapitel XI bis XIII 

sein mufi, wenn % den Neigungswinkel zwischen der Tangentialebene der freien 
Oberfi&che und der vertikalen Richtung bedeutet (Gauss ) 

16* Gleichgewichtsfigur ernes an emer honzontalen Fbene hangendm 
Tropfens 1 ) (§79,d), § 80, c» 

Losung: Es mud wieder der Ausdruek (74) em Minimum werden mit der 
Nebenbedmgung V= konst Dabei ist hier 

T = fjdxdy 

und (? s= a 

Die Gleichung (75) gilt auch bier. Die Grenzgleickung geht m die Be- 
dmgtmg iiber, daB die freie Oberfiache des Tropfens die horizontale Ebene be- 
ruhren muB 

17 Die „Kantenbedmgung £C fur diskontinuierlicbe Losungen (Flachen der 
Klasse JD") fur das Integral (19) aufzustellen (§80,b)) 

Losung: Ist (£ die Xurve m der u, 0 -Ebene, an welcher die partiellen Ab- 
leitnngen von x , y, z Sprunge erleiden, so mussen beim Uberschreiten von (S die 
Ausdrucke 

F x y - F x u\ F y F- F V U\ F s y - F.»' 

stetig bleiben, wobei die Ableitungen u\ v entlang der Kurve £ genommen sind. 

(Kobb) 

18. Zu beweisen, daB die partielle Differ entialgleicbung (57) befriedigt 
wird dureh die Funktion 

— (70) 

wenn G(s) eme beliebige analytische Funktion von s — £ + nj ist, nnd 2T» £ — ii] 

(ScHWAttz) 

19* Die Schraubenflache 

x + ytgz=*0 (77) 

ist eine Minimalflache Bei fester Begrenzung die zweite Variation desjemgen 
Teiles derselben zu untersuchen, welcher zwischen den beiden Ebencn 

z = — und £ = -f- oc7t 

nnd zugleich innerhalb der Zylinderflache x* y* — liegt (§ 81) 

Losung Es sei 

fj=io g (j?+yi + 5" a ') 

und es bezeichne 

Ufa l)*=lCk1.(>ChQ-~8h.%QShQ. 

J ) Tgl. Encyllopadie V 9 (Minkowski), p 572 und E. Swift, Tiber die Form 
mid Stabiktat gewisser Flussiglmtstropfen ,, Dissertation, Gbtfcmgen 1907, wo eine 
Anzahl spezieller Falle lm einzelnen durehgefiihrt werden. 
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Wenn dann so ist positiv fur jedes q, und die zweite 

Variation ist stets positiy Ist dagegen so besitzt die Gleichung 


U 



= 0 


stets erne positive Wurzel /? 0 ; die zweite Variation ist dann stets positiv, wenn 
£ < Poi sie kann dagegen negativ gemacbt werden, wenn /3 > p Q 
Andeutung: Fur die Scbraubenflacbe (77) ist 


3(*) = ^ ,V 

Macbe von Nr 18 Gebrauch, wahle 

6r(s) = s(s* — s~“*) , 

und setze s = eQ + tcp 


1 = - 


2a 


20 Das dreifache Integral 

J =SfS f( x i 2 /> *, «, U y ,u z )dxdyds 


(Schwarz) 


durch passende Wahl der Funktion « von 2/, # bei unveranderlichem Inte- 
grationsbereich zu einem Extremum zu machen 

L 6 sung: Die Lagrange’sche Differentialgleichung lautet 

f L f —If -If _o 

Tu dx Tu * dy Tu v dl u ~ ’ 

wobei die angedeuteten Differentiationen sich aueh auf die in u,u x ,u y ,u z als 
Argumente enthaltenen Variabeln y, z beziehen 

Andeutung* Wende den allgemeinen Green’schen Satz fur dreifache Inte- 
grate auf die Transformation der ersten Variation an 

Beispiel: f — u%-\- ujj u\, (Dirichlet’sches Prmzip fur den Raum). 



Nachtrage und Bericlitigungen. 


Zu p. 24, Z 9 von unten: Lies X und XI statt XI und XII. 

Zu p. 30, Z. 3 von unten* Lies § 35 statt Kap IX. 

Zu p. 32, FuBnote 2 ) Vgl. auch G-uldbero, Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, Bd XXI (1906) 

Zu p 39, FuBnote *). Mit derselben Aufgabe beschaftigt sich aucb Bohm, Jour- 
nal fur Mathematik, Bd. CXXI (1900), p 124. 

Zu p. 50, Z. 2 von unten: Lies § 36, b) statt § 34, c) 

Zu p. 57: Einen andern, elementaren Beweis des Fundamentalsatzes II gibt 
Lindeberg, Ofversigt af Finska Vetenskaps-Societetens Forhand- 
lingar, Bd XLYII (1904—1905), Nr 2 Ygl aucb den analogen Beweis von 
Mason fur Doppelintegrale, § 81, a) 

Zu p. 63, Z. 2 von unten: Lies p 197, FuBnote 8 ) statt § 44, a) 

Zu p. 79, letzte Zeile* Lies § 29, c) statt § 30, c). 

Zu p 83, FuBnote 2 ); Den Fall x 2 = x 1 ' bebandelt aucb Korn, Miincbener 

Berichte, Bd. XXXII (1902) p. 75, und zwar durcb Betrachtung der dritten 
und vierten Variation. 

Zu p 83, letzte Zeile: Lies § 47 statt § 43. 

Zu p 96 FuBnote x )* Einen andexn direkten Beweis fur die Notwendigkeit der 
WeierstraB’schen Bedingung gibt Linbeberg, Ofversigt af Finska Ve~ 
tenskaps-Societetens Forbandlingar, Bd XLYII (1904— 1905), Nr 2 

Zu p. 96, Z 6 von unten: Lies § 50 statt § 31. 

Zu p 106, FuBnote *)• Ygl. aucb Ermakoff, Journal de Mathdmatiques (5), 
Bd. X (1905), p 97 w 

Zu p. 106, Z. 2 von unten: Lies § 32 statt § 33. 

Zu p. 110, Z. 3 von unten Lies § 32 statt § 33. 

Zu p 115, Hiermit verwandt ist die geometriscbe Deutung der 8-Funktion im 
Fall der Parameterdarstellung mittels der Indikatrix von Caratheodory, vgl. 
p. 247. Andere geometriscbe Deutungen der g-Funktion geben Knkser, Lehr - 
buck, p. 78, und Love, Proceedings of the London Mathematical 
Society (2), Bd. VI (1907) p. 205. 

Zn p 118, FuBnote 2 ) Herr A. Rosenblatt teilt mir folgendes Beispiel mit,, 
welches zeigt, daB aucb die Bedmgungen ( I ), (II’), (IIP), (IV’), (V 3 ) noch 
nicht hmreichend smd fur em starkes Minimum: 

Jmm j («2/' 2 + 3 »2/ M 2/ 8 -4 62 /' 6 2 /a: + 6 2/' e iE a )^ a: ,( a >0,&>o ! a: 2 >0). 

0 
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Hier lst^die Gerade y ~ 0 eine Extremale, fur welche bei hinreichend kleinem 
x * die samtlichen obigen Bedingungen erfullt sind Trotzdem findet kem Mi- 
nimum statt Denn setzt man x s = a h, wo 0 < a < 1, so ist 


S 2 (fi, k,x z ) = 


ah 2 
h 


b h 6 os (a — 1) 

P 


woraus folgt, dab AJ<0 gemacht werden kann 

Dasseibe beweist Hahn (Monatshefte fur Mathematik und Physik, 
Bd XX (1909), p 279) mittels des Beispiels- 

/ = 2 / ' 2 -j— ( 2 / — ax){y — b x) y ' 4 , 0, 

® o ‘ 2 / = 0 , 0<^<1 


Zu p. 131, letzte Zeile: Lies § 44 statt § 40 

Zu p 133, Z. 6 von oben: Der Satz ist nach p. 453, FuBnote s ) zu berichtigen. 

Zu p. 140, FuBnote *): Caratheodory hat inzwischen seine Methode weiter ent- 
wickelt, und zwar fur den Fall der Parameterdarstellung , in den Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXV (1908) Der Grund- 
gedanke der Methode geht auf erne Arbeit von Johann Bernoulli uber die 
Brachistochrone zuriick, Opera omnia (Lausanne 1742), Bd II, p. 266. 

Zu p. 146, Z 9 von oben. Lies 

i*+r 0 


Zu p 146, Z 14* Auch der Fall n— — 1 1 st auszuschlieBen 
Zu p. 146. Nach Aufgabe 17 einzuschalten: 

17 a* (Zweites inverses Problem der Vanationsrechnung) • Alle Funktionen 
ffoiViy) zu bestimmen, fur welche die Transversalitatsbedingung eine vor- 
geschnebene Form 


hat. 


y =g{x,y,y') 


(Stromquist) 


Zu p lol : Aufgabe Nr 40 ist mit emem Stern zu versehen 
Zu p 214: Eine andere Definition von regularen Va'nationsproblemen gibt Cara- 
theodory, Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), p. 465 


Zu p. 280: Vgl. auch die Arbeit von Kneser, Die Stabihtat des Gleichgeivichts 
hangender Fdden , Journal fur Mathematik, Bd. CXXV (1903), p 191, wo 
ganz ahnliche Schlusse zur Anwendung kommen. 

Fur Doppelintegrale gilt der Osgood’sche Satz im allgemeinen nicht, 
vgl. Caratheodory, Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), p 452; 
Hadamard, Annales de l’lScole Normale Supdrieure (3), Bd XXTY 
(1907), p 223. 

Zu p 297, Aufgabe 12: Die entsprechenden Satze fur den Fall der Hyperbel und 
der Parabel gibt T H. Hildebrandt, American Mathematical Monthly, 
Bd XV (1908), p. 177. 
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Nachtrage »und Berichtigungen. 

Zu p^ 392 ‘ Notwendige und hinreichende Bedingungen fur Probleme mit G-e- 
bietseinschrankung entwickelt auch Lindeberg m der Arbeit „ liber ein 
Problem der Vamation$rechnung u , Oveisigt af Fmska Yetenskaps-So- 
eietetens Forhandlingar, Bd LI (1908—1909), Afd. A. Nr 21. 

Zu p 421, FuBnote *)• Hadamard bat den erwahnten Existenzbeweis im emzel- 
nen durchgefuhrt in den Memoires presentes par divers savants a 
l’Acad^mie de France, Bd. XXXIII (1908), p 75. 

An neueren Arbeit en liber das D inehlet’sche Prinzip sind nocb zu nennen: 
Fubini, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXII 
(1906), p 383, Habamard, Bulletin de la Societe Mathdmatique de 
Fiance, Bd XXXIY (1906), p 135; Lebesgue, Comptes R.endus, Bd CXLIY 
(1907) pp. 316, 6*22 

Zu p 509, FuBnote *)• Die Arbeit von Linueberg ist inzwischen erschienen, 
Mathematiscbe Annalen, Bd LXYII (1909), p. 340. 

Zu p 536, Z. 10 von oben: Zwischen „festgeklemmten u und „Drahtes“ ist em- 
zuschalten „ebenen“. 

Zu p. 619: Hier sind nocb einige Arbeiten von Culverwell zu erw&bnen, Pro- 
ceedings of the London Mathematical Society, Bd XXIII (i892) 
p 241; Bd XXY (1895), p 361; Bd XXYI (1896), p. 345. 
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Abbildung, 158, 9% 10 s54 
AbeVscher Sutz uber lmeare Differential- 
gleichungen, 67. 

Abgescklossene JPunktmengen , 2 

Abr linden dev JEcken , 86 

Absolutes ’Ext) emum- emer Funktion , 10; 

eines Integrals, 15, 121, 419—443 
Abstond zweiex Punkte ; Bezeichnung, 207 , 
Differential desselben, 447; extremaler 
A, 309. 

Aktion. Prinzip der kleinsten A., nach 
Jacobi, 296—298,444,452—455, 556; 
nach Lagrange, 586 
Akzessoi isches System lmearer Differential- 
gleicknngen, 622 
Amplitude ernes Vektors, 99 
Anormales Verhalten emer Extremalen, 
564 

Aquidistant , geodatisch a. Kurven, 142. 
Aquivdlente Problems, 344, 355, 475, 
491, 543. 

Arcus tangens , Definition, 191 
Ausartungen der EuleFschen (La- 
gr an g e’schen) Differentialgleichung, 
35, 659 

Ausgezeichnete JExtremalenbuschel , 496, 
522, 613 

Aufierordentliches Verschwinden der 8- 
Funktion, 120, 245 

Begrensung einer Pnnktmenge, 14, 3* ! 
Bcispiele: I, 1, 33, 41, 44, 59, 72, 79, 99, 
320, 398, 436, 451; II, 3, 465, 483, 
494, 498, 502, 510; III, 5, 553; IV, 5, 
577; V, 7, 657, 661, 667, 671, 682, 
687; VI, 32, 71, 79, 98; VII, 33, 99, 
124, 131; VIII, 34, 99; IX, 95, 113; 
X, 113, 122, 125, 449; XI, 11 6, 119, 
122, 125; XII, 119; XIII, 124, 132, 268, 
370; XIV, 206, 234, 240; XV, 207, 234, 
268, 305; XVI, 209, 228, 240, 248, 268, 
304, 353; XVII, 246, 248; XVIII, 324, | 


XIX, 370, 389; XX, 397, 407; XXI, 
466, 484, 511, XXII, 523, XXIII, 554, 
XXIV, 556; XXV, 578; XXVI, 584; 
XXVII, 586; XXVIII, 651; XXIX, 656, 
661; XXX, 658; XXXI, 662. 

B eltrami-HiTb erf sober IT nabhangigkeit s- 
satz, sieke Unabbangigkeitssatz. 
Beltrami ' scke Parti elle Differentialglei- 
chung, 182 

Benachbarte Kurven , 19 
Bereich , 14, 3 f ; stetiger B, 14, 3L 
Beschrankte Punktmengen , 8, 2*. 
Beschiankte Variation , Fnnktionen von 
b. V , 427 

Bliss’ sche Bedmgung beiProblemen mit 
zwei vanablen Endpnnkten, 328, 447. 
Bliss’ sche Modification des W eierstraB’- 
schen Problems, 268 
Bogen emer Kurve , 191 
Brachistochrone, gewohnliche, siehe Bei- 
spiel XV ; Konstantenbestimmung, 208; 
Fall eines vanabeln Endpunktes, 305; 
anf emer gegebenen Flache, 298, 299, 
690; nn widerstehendenMittel, 5, 577; 
von gegebener Lange, 530. 

Brechung des Lichtes , 299, 390, 452 
Brennflache einer Kongruenz, 494 
Brennpunkt einer Kurve anf einer von 
lhr transversal geschmttenen Extre- 
malen, Definition, 317; Grlei chiing zur 
Bestimmnng desselben nach Bliss, 318, 
445, nach Kneser, 323; geometnsche 
Bedentung, 321; Abhangigkeit von der 
Krummnng, 318; Fall wo der B mit 
dem zweiten Endpnnkt zusammenfallt, 
363; bei isoperanetrischen Problemen, 
522; B. emer Kongruenz, 493 

Caratheo dory’ sche Methode znr Behand- 
lnng von Variationsproblemen, 140, 
697. 

Clebsch’sche Bedmgung , 608. 
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Darboux’sche Methode fur geodatische 
Linien, 334 

Darboux’scher Satz fiber das absolute Ex- 
tremum, 438. 

Definite Vanationsprobleme, 277, 421. 
d-AIgonthmus, 21, 45, 348. 

Derimerte , vordere, hintere, 6* 

Dicht : m sich d Punktmengen, 2* 
Dido . Problem der D., 528 
Differentialgleichungen Existenztheoreme 
uber D., 168 — 174; Abh&ngigkeit der 
Losung von den Anfangswerten, 175 — 
186; von Parametern, 186 — 188; Satze 
uber lineare D., 64—67. 
Diffeientiationsmethode bei Problemen 
mit variabeln Endpunkten, 313. 
Differentnerbar, 6' ! 

Dvichlefsches Prinztp, 419, 421, 657, 695, 
698. 

DtncMefsches Problem, 
Diskontinmerliche Losungen, 365 — 418; 
bei isoperimetrischen Problemen, 464, 
527; beim Lagrange’schen Problem, 
571; bei Doppelmtegralen, 694. 
Diskontinmerliche Vanationsprobleme, 
389. 

Doppelabstcmdskurve, 442 
Doppelmtegmle: Extrema von D , 652 
bis 687 

Dntte Variation, 69, 696 
Du - Bois - Reymond’sches Lemma, 2 7 ; 
Zermelo’s Y er allgememerung fur 
Probleme mit boheren Ableitungen, 
153; fur das L ag range' sche Problem, 
568; fur Doppelintegrale, 654. 

Ecke Definition, 192; Ekenbedmgung 
bei diskontinuierlieben Losungen, 367, 
449, 465, 571; Eckenbedmgung bei 
diskontmuierlichen Yariationspioble- 
men, 391; Eckenkurve, 374. 

& -Funhtion. Definition, 110, 243, 474, 
606, 686; geometnsche Interpretation, 
115, 247, 696; Yerschwmden der §-F., 
120, 245; Beziebnngen zu f^y, resp. 
F, , 115, 244; Beziebungen zur Inva- 
riant© Sl Q , 386. 

JEigenthehes Extremum^ einer Pnnktion, 
10; eines Integrals, 18. 


Embettungssatz fur Differentialgleichun- 
gen, 179, 185, 186, 217, 593. 

Emfach zusammenhangend , 36 
Einseitige Variation, 393, sieheauchGe- 
bietsbeschrankungen 
Elastische Kurve, 535, 536. 

Element einer Losung eines Systems von 
Differentialgleichungen, 169. 
Endgeschwmdigkeit ; Kurve grofiter E., 
578 

Endlich. Punktion e in einem Intervall, 9. 
Enveloppe einer Extremalensehar , 358 
Enveloppensatz : fur geodatische Lmien, 
335; allgemem, 342, 447; fur gebro- 
chene Extremalen, 380; bei lsoperi- 
metriscben Problemen, 501, 522; beim 
Lagrange’sehen Problem, 615. 
Erdmann’ sche Eckenbedmgung, 367, 449. 
Erganzungslemma zum Fundamentallem- 
ma der Yanationsrecbnung, 460, 568 
Erste Variation. Definition, 21, 46 * Ver- 
scbwmden, 21; Transformation durch 
partielle Integration nach La gran gob, 
23, nacb Du-Bols-Revmond, 27 ; bei va- 
nabeln Endpunkten, 41, 44; fur den 
Pall der Paiameterdarstellung, 202, 
204; bei lsoperimetrisehen Problemen, 
457 — 470, beim Lag lange’scben Pro- 
blem, 542 — 595 ; bei Doppelmtegralen, 
652 — 671, 

Eschench’sche Fundamental^ met, 628. 
Euler-Lagrange’scheMultiphkatorenregel: 
fur den Pall endlich er Bedingungs- 
gleichungen, 548; fur den Pall von 
Differentialgleichungen als Nebenbe- 
dingungen, 558; liir den Fall gemiscli- 
ter Bedingungen, 580. 

Euler’ sche Different! algleich m ig, 24 ; We i - 
erstrafi’sche Form derselben, 203; 
Bliss’ sche Form derselben, 269; Re- 
duktion auf ein kanonisches System, 
134, 593; (siebe aucli unter: Euler - 
scbe Kegel, Euler-Lagrange’^cbe 
Multiplikatorenrege 1, Lagrange’sche 
Differentialgleicbung, Ausartungen der 
Euler’ schen Differentialgleicbung). 
Euler’ sche Regel fur isoperimetrische Pro- 
bleme, 461, 535, 661 
Evolute einer ebenen Kurve, 342; Auf- 
gaben die E betreffend, 152, 536, 
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Existenz ernes Mmimums. „im GroBen“, 
419 — 438, 698 „imKleinen u , 270 — 280. 

Existenztheoreme furExtremcilen, 184, 212; 
bei isoperimetrischen Problemen, 468; 
beim Lagrange’schen Problem, 588 

Extremale: Definition, 32, 203, 463, 564; 
E (lurch einen Punkt in gegebener 
Richtung, 184, 213, 468, 589; E durch 
zwei gegebene Pujikte, 306, 597; Ex- 
tremalflache, 656; Extremalenschar 
durch einen Punkt, 76, 221, 490, 610; 
Extremalenschar, die von einer gege- 
benen Kurve transversal geschnitten 
wild, 322, 521, 648; ausgezeichnete 
Extremalenbuschel, 496, 522, 613. 

Extremalemntegral : Definition und erste 
partielle Ableitungen, 146, 147, 308, 
599, zweite partielle Ableitungen, 310. 

Extremaler Abstand zweier Punkte, 309 

Extremum: Definition, 2 (vgl auch Maxi- 
mum, Minimum) 

Eeld: Definition und Existenz, 96, 100, 
164, 249; uneigentliches F., 98; F. um 
einen Punkt, 270; F. von gebrochenen 
Extremalen, 381; F. von Extremalen, 
die eine gegebene Kurve beruhren, 
401 ; bei isoperimetrischen Problemen, 
504, 523; beim Lagrange’ schen Pio- 
blem, 635 ; bei Doppelintegralen, 684. 

Feldmtegrcil, 131, 252, 384, 405, 504, 636 

Eortsetzung einer Losung eines Systems 
von Differ entialgleichungen, 173. 

Fundamentallemma der Variationsrech- 
nung, 25, fur isoperimetrische Pro- 
bleme, 462; fur Doppelintegrale, 655 

Fundam entalsysteme, 66, 623. 

Funfte notwendige Bedmgung, 117, 696. 

Funktion S^, 265, 513. 

Funktion F x , 196. 

Funktion JF a , 226 

Fimtlionenprobleme, 199. 

Gebietseinschrankungen : Probleme mit G-., 
392—407, 527, 697. 

Gebrochene Extremalen : Definition, 368; 
Scharen von, 372 ; konjugierte Punkte 
auf, 377. 

Gefdllbeschrankung : Probleme mit G , 
34, 126, 407. 

Bo la a, Variatxonarechnung 


Gefaile einer Kurve,, 15. 

Gefd Ufm iktion(en) des Feldes , 97, 106, 
636, 684 

Gemtschte Variationen , 49. 

Geodatische JDistanz , 309. 

Geodatische Elhpsen und Hyperbeln , 
448. 

Geodatische Kreise , 529. 

Geodatische Krummung , 210 

Geodatische Linien , siehe Beispiel III 
und XVI; ferner 295, 448, 690; 

G a u B’sche Satzeuber, 333 ; Enveloppen- 
satz fur, 335; G. L des Rotations- 
ellipsoids im w~dimensionalen Raum, 
688; G. L des w-dimensionalenRaumes, 
688. 

Geodatische Parallelkoordmaten , 333. 

Gewohnliche Kurven, 192 

Gleichgewichtsfigur einer Flussigkeit , 693, 
694 

Gleichgeicichtslage eines elastischen Erah - 
tes , 536, 541, 691. 

Gleichgeicichtslage eines hangenden Fa- 
dens , siehe Beispiel XXI, ferner 697; 
bei variablem Endpunkt, 539 ; auf einer 
Flache, siehe Beispiel XXVI, ferner 
529; speziell auf der Kugel, 532. 

Gleichmafiige Eonvergenz , 4*. 

Gleichmafiige Stetigkeit , 5*. 

Green 3 scher Satz , 654. 

Greuze: Definition und allgememe Satze, 
3*, 4*; obere und untere G. einer 
lmearen Punktmenge, 9, 2*; emer 
Funktion, 3*. 

Grundmtegral , 109. 

Hamilton- Jacobi’ sche Theorie, 135, 595 

Hamilton’ sche Formeln , 147, 256, 310, 
385, 405, 416, 505, 599, 636, 691. 

Hamilton’ sche Partielle Differ ential- 
gleichung , 135, 138, 298, 600 

Hamilton 1 sches Prmzip, 554. 

Haufungspunkt , 2*. 

Hauptdetermmante , 66 

Hauptfall des Lagrange 1 schen Problems , 
603. 

Hilbert’ sches Existenztheorem , 419—438, 
527, 698. 

Hilbert’ sches Invariantes Integral , siehe 
unter Unabhangigkeitssatz. 

45 
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Hilbert’ scher TJnabhangigkeitssatz , siebe 
unter Unabbangigkeitssatz. 

Ilmreichende Bedingungen fur ein per- 
manentes Zeichen der zweiten Varia- 
tion, 71, 485, 634, 681. 

Hmreichende Bedingungen fiir ein 
sdrwacbes Extremum, 92, 126; beim 
Lagrange’schen Problem, 634; bei 
Doppelintegralen, 682. 

JE hnreichende Bedingungen fur em starkes 
Extremum: beim einfacbsten Funk- 
tionenproblem, 121, 123; beim em- 
faebsten Kurvenproblem , 267; fur 

Kurven der Klasse K , 292; bei einem 
variabeln Endpunkt, 327, 354; bei 
zwei Yariabeln Endpunkten, 330; bei 
diskontinuierlichen Losungen, 885; 
bei G-ebietsemscbrankungen , 407; bei 
Grefallbeschrankungen, 126, 418; bei 
isopenmetnschen Problemen, 514, 518, 
523; beim Lagrange’schen Problem, 
638; bei Doppelintegralen, 686. 

Hohere Ableitungen . Probleme mit b. A. 
unter dem Integranden, 4, 153, 154, 
542, 691; Keduktion auf das La- 
grange’scbe Problem, 543 

Uomogeneitatsbedmgung , 194, 575; bei 
Doppelintegralen, 665. 

Uypeiboksche Funktionen. Bezeichmmg, 
33. 

Implizite Funktionen • Dim’s Satz liber, 
166, 7*; erweiterter, 167 

In einer Pnnktmenge ; Definition, 9, 13, 
14 

Indikatrix , 247, 304, 369. 

Inner er Punkt einer Punktmenge, 2*. 

Integrabel 105. 

Integi abilitatsbedmgung , 36, 153, 659. 

Integral entlang einer Kurve, 15; in 
Parameterdarstellung, 193; Unabhan- 
gigkeit von derWabl des Parameters, 
195, 575; Verallgememertes Kuxven- 
integral, 284, 422. 

Interval! , 9. 

Invar lanten der Funktion F(x, y , x\ y'), 
345, 

Invar iante Formal form der zweiten V aria- 
tion, 227. 

Inverse Funktionen, 5*, 7*. 


Inverse Funhtion(en) des Feldes, 97, 251, 
504, 635, 684 

Inverses Pi oblem der Variationsrecbming, 
37, 645. 

Inversion eines Funktion ensy stems , 159, 
160. 

Isoherter Funkt einer Punktmenge , 2 A 
Isopenmetnscbe Konstmte, 464; Fall dis- 
kontinuierlicber Losungen, 464 
Isopenmetnscbe P? oblem e, 457 — 541, 543, 
661. 

Isoperimetrisches Pi oblem, spezielles, siebe 
Beispiel II, ferner 531; bei variablem 
Endpunkt, siebe Beispiel XXJI, ferner 
149, 151, 446, 538; auf einer gegebenen 
FI ache, 528, 529, 532, 690 

j Jacobi’sche Bedmgung, 87, 103; Weier- 
| straB’sebe Form, 233, Kneser’sobe 
Form, 236, Analogon bei isoperi- 
metrischen Problemen, 483; beim 
Lagrange’schen Problem, 619, 625; 
bei Doppelintegralen, 078 
Jacobi’ sche Differ entialgleichung, 60, 233, 
236; Analogon beim La gran ge’scben 
Problem, 622; bei Doppelintegralen, 
676. 

Jacobi’ scher Fundamental sat s , 72; siebe 
aucb unter Jacobi’scbe Differential- 
gleicbung. 

Jacobi’ sches Kriterium , 71; siebe aucb 
unter Jacob i’sche Bedingung und kon- 
jugierter Punkt. 

Jordan’ sche Kwven, 9 ,e . 

Kanomsche Systcme von Differentialglei- 
chungem, 134, 593. 

Kanontsches Losmigssystem des akzes- 
soiischen Systems lmearer Differential- 
gleicbungen, 624. 

Kant enb eel mgung, 694 

KapillantcU: Aufgaben fiber, 693, 694. 

Katenoid , siebe Beispiel I. 

Kmctische Brennpunkte , 296 

Klasse. Funktionen (Kurven) der Klasse 

0 w , D {n \ 13, 03, 191, 675; Kurven 
der Klasse K, 289; Fliicben der Klasse 
J 664. 

Kn eser’sche liinre i cliende Bedingungen, 364*. 
Kneser’scke krummlmigeKoordmaten , 350. 
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Kneser’sche Theorie , 332 — 364; msbeson- 
dere der konjugierten Punkte, 235, 489, 
610. 

Knese^scherTransvei salensatz , , siehe unter 
Transversalensatz 

Kmclpunkt , 192, 365; Kmckpunktskurve, 
374. 

KomplementareExtremalenschar , 373, 391. 

Kongruenz von raumliehen Extremalen, 
491 

Kongugierte P unite, 71, 234; geometn- 
sche Deutung, 75, 237; auf gebroche- 
nen Extremalen, 377; bei lsoperime- 
tuschen Problemen, 478, 489, beim 
Lagrange’schen Problem, 611; im 
weiteren Smne, 234; Pall, wo der 
zweite Endpunkt rait dem konjugier- 
ten Punkt zusammenfallt, 83, 363, 617, 
696 

Kongugierte Systeme , 626. 

Kontmuum, 3 \ 

Konvergenzprinzip : allgemeines, 4E 

Koniexer Bereich, 422; m Beziehung auf 
die ^-Richtung, 659 

Koordmatenachsen * Verabredung uber 
die Orientiexung der K., 192 

Koeis: Bezeicbnung, 273. 

Kritischer Punkt, 317 

Krummlmige Koordinaten: im allgemei- 
nen, 343; Kneser’sche, 350. 

Krummung: einer ebenen Kurve, 192; 
geodatische, 210; extremale, 346; kiir- 
zeste Raumkurve von gegebener erster 
K, 690; mittlere K einer Flache, 657 

Kurven; Allgemeine Definitionen, 189; 
der Klasse & n \ 191, 575; gewohnliche, 
192 ; regular©, 192; der Klasse AT, 289; 
Jordan’acbe, 9*. 

Ku r uenprob leme , 199. 

Lagrange 3 sche Differ entialgleichung , 24, 
655 ; siehe aueh unter Euler’ sche DifFe- 
r entialgleichun g 

Lagrange* sche Mul tiplihato renmethode , 

544; siehe auch unterEuler-Lagran- 
ge’sche Multi plikatorenregel. 

Lagrange* sche Partielle Integration , 23. 

Lagrange 3 sches Problem , 6, 542 — 651 

Lange emer Kurve: Definition von Jordan^ 
285; von Pisano, 289 


! Laplace 3 sche Differ entialgleiclmng , 656. 

Legendre 3 sche Bedingung * 57, 115, 696: 
Weierstrafi’sche Form, 227; Analo- 
gon bei isopenmetrischen Problemen 
473; beim Lagrange’schen Problem, 
608; bei Doppelintegralen, 673 

Legendre 3 sche Differ entialgleichung , 56. 

Limes, obeier, unteier, 4*. 

Lmdeber g 3 seller Satz, 515; seine An wen- 
dung auf isoperimetrische Probleme, 
517 

Lindelofsche Konstruktion , 80; Verall- 
gemeinerung, 321. 

Linear e Differentialgleichungen: Hilfs- 
satze uber, 64 

Lipschitz 3 sche Bedingung, 170. 

Maximum ;, siebe Minimum. 

Maye) 3 sche Bedingung , 617, 625. 

Mayer 3 sche Determinate , 612, 624, 632. 

Mayer 3 sche JExtremalenscharen , 643 

Mayer 3 sches Problem , 572. 

Mayer 3 sches Beziprozitatsgesetz, 488, 574. 

Mini mat flachen, siehe Beispiel V, ferner 
694. 

Minimum : einer linearenPhnktmenge, 8 ; 
M einer Funktion, absolutes 10, 5% 
relatives, 10, eigentliches und uneigent- 
liches, 10, mit Nebenbedingungen, 544; 
ernes Integrals, absolutes, 15, relati- 
ves, 17, 197, eigentliches und uneigent- 
liches, 18, schwaches und starkes, 91; 
Existenz eines M. im Kleinen, 270, im 
GroBen, 419. 

Mittel wei tsatz : der Diff erentialr e ehnung, 
6 K ; der Integralrechnung, 8\ 

Monotoniepnnzip, 4*. 

Multiphkatorenregel, siehe Euler-La- 
grange’sche M 

Multiplilatoren des Feldes, 636. 

JSlachbarscJiaft einer Kurve, 18 

Newton 3 sches Problem , 407 — 418. 

Nodoid , 534 

Normale emer Flache , 664. 

Normalen- Kongruenz, 651. 

Normalform: des allgemeinen Integrals 
der Eul er’ schen Differentialgleichung, 
215, 594; der Extremalenschar durch 
einen Punkt, 221; der zweiten Varia- 
tion, 228 


45 
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KormalesVerhalteb einerExtremalen, 564. 
Mormalvanation, 47. 

Obere Grenze, siehe Grenze. 

Ordenthches Verschwmden der &-Funk- 
tion, 120, 245. * 

Osgood* scher Sate, 280, 356, 527, 697 

Parallel flack en, 651 

Parallelkurven , 333*, geodatische P , 448. 
Parameter: Differentiation eines bestimm- 
ten Integrals Each einem P., 8*. 
Parameterdarstellung . Kurven in P , 189; 
ebene Variationsprobleme in P, 193; 
das Lagrange’sche Problem m P., 
574; Flacben in P, 663 
Parametertransfoi mation, 190, 664; In- 
varianz gegenuber P , 192, 193, 346, 
575, 665. 

Paitielle Ableitungen. Bezeicbnung, 22; 

S'atze iiber P.A, 6% 7* 

PartieTle Integration , 8*: Lagrange- 
scbe, 23; Du-Bois-Reymond’sche, 
27. 

Peano’scke Uiyfieichuncj, 170. 

Perfekte Punlctmengen, 2 ' . 
Planetenbeivegung, 297, 697. 

Plateau* sches Problem , 658 
Positiv-homogen , 194, 575, 665 
Potential: Kurve kleinsten P , 538; Fla- 
che kleinsten P., 692. 

Principal Function Hamilton’s, 309, 
599. 

Punktmengcn * Satze uber P., 8, 1*. 
Punlcttransformati onen, 343 ; erweiterte 
P, 345. 

Punktweise Variation ,, 392. 

Quadratwurzel: Bezeichnung, 2 

Beguldr: Funktionen, 11; Kurven, 192; 

Variationsprobleme, 123, 214, 675, 697 
Begularitatsmtervall : emer Ldsung ernes 
Systems von Diflhrentialgleichungen, 
591 

Peine Variationen, 49 
Bektifizterbare Kurven , 286. 

Belatwes Extremum, siehe Minimum; 
teraer 457. 

Beziproke Problems , 488 


Beziprozztatsgesetz , siehe Mayer’s ches R 
Bolls’ scher Sate, 6* 

Botationskorpei ' giofiter Anziehung, 151, 
537 ; groflten Volumens bei gegebener 
Obeifl&che, 540; groJB ten Volumens bei 
gegebener Mendianlange, 535, 540; 
kleinster Oberflache, siehe Beispiel I, 
ferner 451; kleinster Oberflache bei 
gegebenemlnhalt des Mendiansehnitts, 
530; kleinster Oberflache bei gegebe- 
nem Volumen, 540; kleinsten Wider- 
standes, 407 — 418, 455, 456; kleinsten 
Widerstandes bei gegebenem Volumen, 
531 

Schranke, 393 
Schwaches Extremum, 91 
Schwache Variation, 94. 

Schweipunkt' Kurve niedngsten S. bei 
gegebener Lange, siehe Beispiel XXI; 
Flache niedrigsten S. bei gegebenem 
Flachemnhalt, 692 ; Korper niedrigsten 
S bei gegebener Oberflache und ge- 
gehenem Volumen, 692 
Snelhus’sches Biechungsgesetz, 452. 
Sphansche Ketterilime, 532 
Starkes Extremum , 91. 

Starke Variation, 94. 

Stetige Funktionen: Satze uber, 10, 4*. 
Stetigkeitsbei eich eines Systems von Dif- 
feientialgleichungen, 169 
Sturm’ seller Satz iiber lineare Differential- 
gleichungen, 67. 

Substitutionssymbol, 23, 84 

Tait und Thomson: Form el von, 091; 

Satz von, 691. 

Tangentenivmkel 192. 

Taylor’ seller Satz , 6*, 7*. 

Totales Differential , 6* 

Trdgheitsmoment: Kurve kleinsten T 299, 
450; Rotations korper kleinsten T. bei 
gegebener Masse, 538. 

Transversal, 44, 303, 304, 369; bei iso- 
perimetrischen Problemen, 520; beim 
Lagrange’schen Problem 648; bei 
Doppelintegralen, 660, 670. 
Transversalen einer Extremalenschar , 130, 
256, 322, 522, 648, 650 
Transversalensatz, 131, 258, 338; beim 
Lagrange’schen Problem, 646. 
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Transversalhyperflachen, 645. 

Transversalitatsbedingung , siehe trans- 
versal 

Uberalldicht , 2*. 

Tj bergangspunkte : Bedingung in den U 
bei Problemen mit Gebietseinschran- 
kung, 396. 

Umgebung: ernes Punktes, 1*; einer 
Knrve, 42, 198; engere U einer Eurve, 
91; U. einer Pnnktmenge, 154. 

Unabhangiglceitssatz , 108, 130, 257, 326, 
355; bei isopenmetrischen Problemen, 
508; beim Lagrange’ schen Problem, 
637, 639; bei Doppelintegralen, 685. 

Uribestimmtheitsgrenze, 4*. 

Unduloid , 534. 

Uneigenthches: Extremum, 10, 18; u Feld, 
98. 

TJnendlich Idem, Bezeicbnung, 11 

Unfreie Vanation, 393. 

Untere Grenze , siehe Grenze. 

Variable EndpunJcte * Fall e i n e s auf einer 
Kurve v. E , 40, 42, 301—364; bei 
isoperimetrischen Problemen, 519— 526 ; 
beim Lagrange’schen Problem, 569, 
647; Fall zweier v. E, 327—331 

Variable Begrenzung , bei Doppelinte- 
gralen, 660, 668 

Variation: vollstandige, 19, 20; erste, 
zweite, nsw., Definition fur Variation en 
vom Typus sr ?, 21; allgemeine Defini- 
tion, 45 — 53; reine, gemischte, 49; 
der unabhangigen Variabeln, 49; 
schwache, starke, 94; freie, unfreie, 
emseitige, 393; siehe auch unter erste, 
zweite, dritte V. 

Variieren , 19. 

VergleiehsJcurven, 15 

Vertauschung der Differentiationsordnung 
in hbheren Ableitungen, 7*. 

Vollstandige Variation , 19, 20 

Vollstdndiges Integral einer partiellen 
Differ entialgleichung, 136. 

Vorzeichensatz : gewohnlicher, 5*; er- 
weiterter, 157. 

Weiersti afi’sche Bedingung , 113, 115, 244, 
696; bei isoperimetrischen Problemen, i 
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| 475; beim Lagrange’schen Problem, 

606. 

Weierstrafische JEckenbedingung bei dis- 
kontinuierlichen Losungen, 367, 465. 

Weierstrafischer Fundament alsatz , 110, 
262; bei einem variablen Endpunkt, 
326, 355; bei diskontinuierlichen Lo- 
sungen, 384; bei Problemen mit Gebiets- 
emschrankungen, 405; beim Newt on’- 
schen Problem, 417; bei isoperimetri- 
schen Problemen ,50 7 ; beimL ag r an g e’- 
schen Problem, 637; bei Doppelinte- 
gralen, 686. 

Weierstrafi’sche KonstruUion , 259, 326 
406, 417, 507. 

Weierstrafi’sch e Bandbedingungen bei 
Problemen mit Gebietseinschrankung: 
entlang der Schranke, 395; in den 
Ubergangspunkten, 396. 

Weierstraftsche Theone der Vanations- 
probleme m Parameterdarstellung 
189—294; 456—514. 

Widerstand, Anfgaben betreffend den 
W., 407—418, 455, 456, 530, 531. 

TVmkel , Bliss’scbe Verallgemeinerung 
desselben, 448 

Wronslzi } sche Determinant e, 66. 

Wurf, als Anwendung des Pxinzips der 
kleinsten Aktion, 296. 

Zulassige Kurven, 15, 198, 301, 457; z. 
Flkchen, 653. 

Zusammengesetzte FunTctionen , 5* 7*. 

Zusamm enhangend, 3*. 

Zweite Ableitung : Existenz derselben bei 
Extremalen, 30, 202, 569. 

Zweite Variation: beim einfacbsten Funk- 
tionenproblem, 54—87; beim einfacb- 
sten Kurvenproblem, 224—241; bei 
variablen Endpunkten, 803; bei iso- 
perimetrischen Problemen, 470—^89; 
beim Lagrange’schen Problem, 618— 
634; bei Doppelintegralen, 672—682; 
Legendre’sche Transformation der 
z. V., 55, 672; erste Jacob l’sche Trans- 
formation, 61, 476, 621, 675; zweite 
J acobi’sche, 63, 632, 680; Weier- 

I strafi’sche, 224; invariante Normal- 
form, 228. 
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Im folgenden werden die wichtigsten Befinitionen und Satze aus der Theorie 
der reellen Funktionen reeller Yanabeln, von denen im Text Gebraucb gemacht 
ist, mit den notigen Literaturnachweisen zusammengestellt Es wird dabei nicht 
beabsichtigt, die Satze in moglicbster Allgemeinkeit zu formulieren, sondern in 
einer fur die Anwendung anf die Yariationsrechnung bequemen Form- Bei den 
Literaturnachweisen wird von den folgenden Abktirzungen G-ebranch gemaebt. 

B: Bini, Grundlagen fur erne Theorie der Funktionen einer veranderliehen 
reellen Grofie, ubersetzt von Luroth und Schepp (1892) 

E: Encyclopadie der matheniatischen Wissenschaften, Bd II A, die Artikel 
von Pringsheim uber Allgemeine Fnnktionentbeorie und vonYoss uber Biff erential- 
und Integralrechnung (1899) 

Gr: Goursat, Gouts d’ Analyse MatlicmaUque , Bd I (1902). 

J. Jordan, Gouts d 3 Analyse, Bd I (1893) 

0: Osgood, Lehrhuch der Funlctionentheorie, Bd I (1907) 

Pe- Peano, Differ entialrechnung und Grundzuge der Integralrechnung, uber- 
setzt von Bohlmann und Sciiepp (1899) 

Pi: Pikrpont, lectures on the Theory of Functions of teal Variables, Bd I 
(1905) 

Sch: Souonflies, Bencht uber die Mengenlehre, Jahresbeneht der Beutschen 
Mathematikervereinigung, Bd. YIII (1900). 

St: Stolz, Grundzuge der Differential - und Integralrechnung , Bd I (1893). 

St G. Stolz und Gmeiner, Fmleitung m die Funlctionentheorie , I Abt (1904). 

T: Tannery, Introduction d la Theorie dcs F mictions Tune Variable , Bd 
(1904). 

V: Veblen and Lknnes, Introduction to Infinitesimal Analysis (1907) 

Im folgenden bedeuten die Zahlen Seiten 

I. Punktmengen. 

1. Bie Umgebung ((>) eines Punktes A{a t , a n ) imOebiet der Variabeln 

x lf x i , . .., x n ist die Gesamtheit der Wertsysteme (Punkte) x t , x%, ,x n , fiir 
welcke 

! x i — «i I <0, I — «s I <Q, ■ • ; l®„ — «„ I <?• 

Wir bezeiehnen dieselbe in tiberemstimmung mil § 2i mit (q) a - 

Vgl. E. 44; Pi 165 

Bolza, Variational eclinung 1 
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2. Eine Punktmenge SOX im Gebiet der Yariabeln ,x n heifit be - 

schrankb (borne, bounded), wenn es eine feste Zahl G gibt, so daB fur jeden 
Punkt P[x t , x % , . x n ) der Menge 

\ x i I < ^ j | x,\<G.. \x n \<G. 

Ygl J. 22, 23; Pi 156; T. 66; V 3, 

3. Definition und Existenz der oberen und unteren Greuze emer beschrankten 
lmearen Punktmenge 

Ygl. § 2, a) und D. 28, G 159; J 22; 0 33; Pe. 13; T 66 

4. Ein Punkt H heifit ein Haufungspun kt (Grenzpunkt; point limite; limit- 
point, cluster-point) emer Punktmenge SOX, wenn es in jeder Umgebung yon H 
Punkte von SIX gibt, die von M verschieden sind. (KB * PL braucht nicht zu SIX 
zu gehoren) 

Folgerungen 

a) In jeder Umgebung von H gibt es unendlicb viele Punkte von SIX. 

b) Man kann stets eine unendliche Polge { P Y } von Punkten von SOX heraus- 
greifen, derart, dafi 

LP r ~H, 

V =s 00 

d. h wenn 

H = (/ij , /i a , . . , h : ), P r = (a a; 2 », . ,«/), 

Z = \ , £ = 1,2, ,n. 

V— co 

Em Punkt der Menge SOX, der nicht zugleich Haufungspunkt von SOX ist, 
heifit ein isolierter Punkt von SOX 

Ygl D. 22; Pi 157, E I, 185; T. 71; Y 39 

5. Jede Ibeschrankte Punktmenge, welche unendlicb viele verscbiedene 
Punkte enthalt, hat loenigstens emen Haufungspunkt. (KB. Derselbe braucht 
nicht selbst zur Menge zu gehoren) 

Ygl. J. 23; D. 22; Pi. 163; T. 71; Y 39 

6. Erne Punktmenge heifit 

a) abgeschlossen (fermi 1 ), closed), wenn sie alle ihre Haufungspunkte 
enthalt; 

b) m sich dicht , wenn jeder ihrer Punkte zugleich Haufungspunkt ist; 

c) perfekt , wenn sie zugleich abgeschlossen und in sich dicht ist. 

Eine lineare Punktmenge heiBt in einem Intervall uberall dicht, wenn jeder 
Punkt des Intexvalls ein Haufungspunkt der Menge ist 

Ygl. E I, 195; J 19; 0 32; Pi. 167; Sch 58; T 112; V. 41. 

7. Em Punkt A emer Punktmenge SOX im Gebiet der Yariabeln 

x Sl . . ., x n heifit em mnerer Punkt der Menge, wenn alle Punkte a? 3 , . , x„) 


l ) Jordan gebraucht dafur „parfait u , abweichend von Cantor. 
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in emer gewissen Umgebung des Punktes A ebenfalls zu £01 gehoren. Die Ge- 
samtheit aller innerer Punkte einer Menge heiBt „das Innere u der Menge. 

Em Punkt B liegt aufierhalb der Menge 301, wenn kem Punkt einer ge- 
wissen Umgebung von B zu 30L gehort 

Ein Punkt C gehdrt dex Bega enzung der Menge an, wenn jede Umgebung 
von 0 mmdestens emen Punkt enthalt, weleher zu £01 gehort, und mindestens 
einen, welcher nicht zu £0U gehoit 

Ygl. E. 45; J. 20; Pi. 154. 

8 Eine Punktraenge heiBt zusammenhcmgend (d’un seul tenant, connected), 
wenn man zwischen irgend zwei Punkten A und B von £01, nach Annahme 
einer beliebig kleinen Grofie s, eine endliche Anzabl von Punkten von £0t* P 1? 
j? 2 , . JP m derart einschalten kann, daB der Abstand je zweier aufeinander 
folgender Punkte ( A und B inbegriffen) kleiner ist als s 

Dabei ist unter dem „Abstand u zweier Punkte (a? x , # 2 , . . ,rc) und (y x , 
tJz, • y u ) der Ausdruck 

V (aT— 2/i) 3 + («* — %) 2 + ' 

verstanden. 

Ygl E. 45; J. 25; Pi 149 

9 Unter einem Bereich verstehen wir erne Punktmenge, welche mnere 
Punkte enthalt; unter emem stetigen Bereich eine Punktmenge, welche nur 
mnere Punkte enthalt. 

Em Kontmmm ist em zusammenhangender stetiger Bereich. 

Ygl E 46, 0. 124. 


II. Grrenzwerte. 

1. Obere und untere Grenze emer Funltion Ygl. § 2, b^ und D 28, 57; 
E. 12. 

2 Die Funktion f(x) sei in der Umgebung der Stelle x ~ a emdeutig 
deliniert Wenn dann eine feste endliche GroBe b existiert, so dafi zu jedem 
positiven s ein positives S gehort, derart daB 

| f(x) -—&]<£, wenn a < x < a + 3 , 

so sagt man: f(x) nahert sich beim Grenzubergang x^=a- j- 0 der Grenze b; 
m Zeichen: 

Lf(x) = b (= f(a_+ 0)). 

'i s=a + 0 

Analog ist f\a — 0) definiert Wenn f(a + 0) und f(a — 0) beide existieren 
und gleich sind (= 5), so sagt man f(x ) nahert sich bei dem Grenzubergang 
jo ' a der Grenze b 

Ygl E 12, 18; D 56; T 222; Y. 61. 

3. Wenn f(x) bestandig wachet (oder doch wenigstens nicht abnimmt), 
wiihrend x sich abnehmend dem Wert a nahert, und wenn f(x) uberdies dabei 

1 * 
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kleiner bleibt als eine feste GroBe <9, so nahert sick f(x) fur x^a + 0 einer 
bestimmten endlicken Greuze ( Monoto meprinztp) 

Analog fiir x=^a — 0, + oo, — oo und fur abnekmende Funktionen 
Vgl D 42; E IS; 0 26; Pe 8; St. G 15; V. 61 

4. Dam# die Funktion f(x) fiir x^a + 0 sich einer bestimmten, end- 
lichen Grenze nahert, ist notwendig und kinrexckend, daB zu jedem positiven s 
ein positives d gehort derart, daB 

\f{cc') — f(v")\<£ 

fur jedes Wertsystem x\ x", fur welches 
a <#'<> + 

(Allgememes Konvergenzpnnzip) . Analoger Satz fiir x = a — 0, a, + oo, — oo 
Vgl. D. 38, E. 14; 0 27; Pe. 9; Pi. 179; St G 21; V. 66. 

5. Ist YQi) die (endliche oder unendlicke) obere Grenze der Funktion f(x) 

im Intervall [ct,a + h]i wo ^>0, so besitzt die Funktion Y(h) fiir A=£=-f 0 
stets eine bestimmte (endliche oder unendliche) Grenze, welcke der rechtsseitige 
obere Limes (auck Unbestimmtheitsgrenze) von f(x) fiir x=^a genannt wird, 
in Zeichen: ___ 

Lftw)=*f(a + 0) 

x — a -\-0 

Analog /X^ + Q ) i /(« — o) , und f(g ~ 0) . Wenn f(g~+~(>) ** f(a + 0 ), so existiert 

f(a + 0), endlich oder unendlich 

Vgl E. 14; Pi 205. St. G. 17; T. 233; V 84 

6 Gleichmafhge Konvergenz : Die Funktion y ) sei definiert fiir jedes 

x, y, fur welches x dem Bereich : a<^x<^D und gleichzeitig y emer gewissen 
Punktmenge Y angehort. Alsdann sagt man, die Funktion /*(#, y) nahere sich 
bei dem Grenzubergang x == a + 0 einer bestimmten endlichen Grenze <p ( y ) 
gleichmafiig in Beziehung auf die Menge Y , wenn zu jedem s > 0 eine von y 
unabhctngige positive Gr6Be d geh&rt derart, daB 

I f&, y) — <p (y ) ! < * 

fur jedes a <( x <( a -f- d und fiir jedes y der Menge Y 
Analoge Definition fur x ^ a — O, «, + oo, — oo 
Vgl E 52, Pi 200; St G. 78 

III. Stetigkeit. 

1. Die Funktion f(x x , .. , # n ) sei definiert in einer Menge 9TTC, und es 

sei A(a t1 a 3 , . . , ein Punkt von 011 Alsdann beiBt /(cc 17 x f )stetig l ) 

*) Nach dieser von C. Jordan gegebenen Definition ist die Funktion f in 
jedem isolierten Punkt von 91L stetig. Gewohnlich beschr£nkt man den Stetig- 

keitsbegriff auf Haufungspunkte 
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tn A (m bezug aul STL), wenn zu jedem positiven s ein positives d gehcJrt, der- 
ait daB 

i f (x x , , . . ., f(a l , a 2 , . , a w ) s 

fur jeden Punkt {x x , x 2 , . , von STL in (d) A 
Ygl J. 46; Pi. 208; Sch. 116; T. 223. 

2 Vorxeickensate. 1st die Funktion f(x 1 ,x i ,...,x n ) stetig im Punkt 
A(a 1? a 2 , . a 74 ), und ist f(a^ a 3 , . . , 0, so laBt sich eine positive GrbBe 

9 angeben, so daB /*(#,, # 2 , .,^)>0 m alien Punkten von (q) a , welche zu 
STL gehoren 

Ygl Pe. 11, 121; Pi 214; Y. 88 

3. Die Funktion f(x 1? # 2 , . . , xj heiBt stetig m der Funltmenge STL, wenn 
sie m jedem Punkt von STL stetig ist 

Ist die Funktion f(x u x* , , stetig in einer beschrankten, dbgeschlossenen 

Punktmenge STL, so gelten die folgenden Satze: 

a) Die Funktion f besitzt in STL eine endlicbe obere Grenze G- und eine 
endliche untere Grenze K 

b) Die Funktion /’nimmt die Werte Gr und K in STL wirklich an (Maximum 
und Mmimumj 

c) Zu jedem positiven s geliort ein positives d, derart daB 

I f{x i , x% 1 • X n ) / (X x , , • 1 X )t ) | <L £ 

fur je zwei Punkte (x x \ x') und {x x ", v x") von STL, fur welche 

I x \ I ^ $ , . . , I x tl I <c & * 

( Gleichma/hge Stetigheit ) 

Ygl. D 63, 68; E. 18, 19, 49; G 162, 163; J. 48, 53; 0 13, 15, 34; 
Pe 15, 122, 123; Pi 214, 215, 216; Sch 119; St G. 17, 53, 97, 98; T 237, 238; 
Y 89, 90, 91 

4 Zus(( mmmgesetzte Funktionen: Ygl unten IV 9, Zusatz. 

5 Die inverse Funktion Wenn die Funktion y = f(x) im Intervall: 
<a <L # <C b stetig ist und mit wachsendem x bestandig zunimmt, und zwar von 
y == g bis y = 7i, so hat die Gleichung- y — fix) fur jeden Wert von y im Inter- 
val! [gh] eine und nur eine Wurzel x = cp(y) im Intervall [a &], und die hier- 
durch fur das Intervall [gh} eindeutig definierte inverse Funktion cp(y) ist stetig 
in [gh] 

Ygl Pe 21, Pi 133, 134; St. ft 48; T. 246; V. 45, 93 

IV, Die Ableitung. 

1. Wenn der Quotient 

rt* 0 + b) - /(*,) TC0T) ffa — h) — fix,) 

_ , ieB p , 


<*> 0 ) 
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fur h ===== 0 sieh emer bestiminten, endlicben Grenze Hubert, so beifit dieselbe die 
vordere, reap, hint ere, Denmerte von '/fas) im Punkt x 0 Sie werde mit f(x Q \ 
resp. f{x 0 ) bezeicbnet 

Sind beide einander gleich, so beifit dex gemeinsame Wert, f\x 0 ), die Ab~ 
leitung von f(x) im Punkt x^ und die Funbtion f(x) heifit differ entiierbar im 
Punkt 

Wegen der Definition von Funktionen der Klasse d*\ jfo) V gi t pp, 33 , 
Ygl. D. 87; E. 61; Pi. 223, St. SI; T. 341; Y 118 

2 Der Satz ion Rolle . Es sei /(«) stetig in [a 6] und }\x) existiere fur 
jedes x zwiscben a und l. Wenn alsdann f(a) = fCb), so gibt es emen Wert £ 
zwiscben a und b, fur welchen /'(J) = 0 

Ygl. G. 9; Pe 43; Pi 246; St 51; T 359; Y 132 

3 . Der Mittelwertsatz Wenn /(as) stetig ist in [ah] und f\x) fiir jedes x 
zwisehen a und b existiert, so gibt es emen Wert £ zwiscben a und b y 
for welcben 

Ygl. D. 92, E. 65; G 9; Pe. 44; Pi. 248; St. 52; T. 370; Y. 133 

4. Es sei f'(x) stetig in [a h] und von der Klasse C' fur a<^x<ib Eerner 

nahere sicb f'(x) fur x=z=a-\-0 einex bestimmten, endiichen Grenze 0 )* 

Alsdann existiert f (a) und es ist f\a) = f'(a + 0). 

Ygl. D. 109 

5. Der Taylor'sche Satz: Ist f(x ) von der Klasse O n) m [a, so ist 

h h n ~~ * h n 

f(fl + h) = rta) + n /» + • - + /<" - V) + ~ + 0A) , 

WO 

0 < d < 1 . 

Ygl. E. 75; G. 102 , J. 245; Pe. 68 ; St. 95; Y 135. 

6 Ist die Function f(x t , x i , x n ) von der Klasse C' in der Umgebung 
von a v a 2 , . . ., a n , so ist fur hmreichend kleine Werte von W |, | \ | , . ., | h |: 

f( a i + + K > • * - i a n + fy*) — /(%i ■ i «*) 

= fe i4,(« » • > “*) + Vk.K- • •>«„)-! — 

+ f X/l ( a i > • • • ) a «) + (- «„ > 

wo^Kj, unendlich klein weiden, wenn 7i 1? simultan und 

vonemander unabbangig gegen Null konvergieren (Totales Differential.) 

Ygl E 70; J. 75; Pe. 130; Pi. 271; St, 134. 

7 Wenn die Punktion f(x, y) und die partiellen Ableitungen f x1 f f x m 
der Umgebung der Stelle x 0 , y 0 existieren und stetig sind, alsdann existiert 



Anhang. 7* 

aueh ty x (® 01 i/ 0 ) und is t gleich f xy (x 0 , y 0 ) (Vertaaschung der Differentiations- 
ordnimg ) 

E 73: Pi 265, St 150; T. 366. 


8. Der Taylor sche Satz fur Funktionen mehrerer Vanabeln: 1st fix, y) 
von der Klasse C n > ua Bereieh. a^x^a + h, b^y^_b + k (reap, aj^x 
> « -)- k, oder b ;> y ;> b -f- ft), so ist in bekannter Abkurzung: 


f(a+h, /'(«, Z, ) + (^ + ^)/'(a,&)+‘ 


(w — IV 


( 7, 'ga + %&; 


fctv 


wo 


1 /-(a, 6) + ^ + fc 0>(a + fiA, b + Ok ) , 

o<e<i. 


Analog fur Funktionen mehrerer Yariabeln. 
Ygl E. 77; G- 120; J. 249; Pe. 137; St 161. 


9 Es seien die Funktionen. 

y t ^f Xi i -> • i x r) ’ ^ = 1, 2, . , m, (1) 

von der Klasse 0^ in einem Bereieh 6C, ferner sei die Funktion F (y tl y 2 , . , 2/ w} ) 

von der Klasse in einem Bereieh 0, welcher das Bild & von <SL mittels der 
Transformation (1) enthalt Alsdann ist die zus amvnengeseizte Funktion 

1 1 x a 1 • • m # /t )i • ♦ m f, n ( x i^ &%•> • * • 

von der Klasse in a 

Der Satz gilt aueh fur stetige Funktionen (jp = 0) 

Vgl. E. 19, 71; J 77; Pe. 131; Pi. 209, 274; St 137; St G. 94; T. 369. 


10 Inverse und imphzite Funktionen: Vgl. § 22 und E. 72; G 40 57; 

J. 80 — 85; 0. 48—57, Pe 21, 138—151; Pi. 282-297; St G 48; T. 371 


V. Bestimmte Integrale. 

1. Definition von integrabel . Ygl E. 95; G. 166, J 37; Pe 271; Pi 336; 
St. 346, Y. 153. 

2. Jede im Intervall [a&] endliche und mit Ausnahme emer endlichen An- 
zahl von Punkten stetige Funktion fix) ist integrabel in [a 5] 

Ygl D 332; Pe. 272; Pi 344; St. 358. 

3. Wenn die Funktion f(x) im Intervall [ab] endlich und integiabel ist, 
und man andert ihren Wert in emer endlichen Anzahl von Punkten beliebig ab, 
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(aber so, dafi f\x) endlich bleibt), so ist die neue Funktion in [a&] wieder inte- 
grabel nnd der V^ert des Integrals 


andert sich nicbt 

Vgl. D. 853; Pi 365. 

4. Ist f(x) encUicb nnd integrabel in [a 6], so ist die Funktion 


F{x) == I f(x) dx 


stetig in [a 6]. 

In den Pnnkten, wo fix) stetig ist, ist F{x) differ entiierbar und es ist 

F\x) **= f{x) 

In den Pnnkten, wo f(a &- f 0;, resp. f(x — 0), existiert, existieit auch die 
vordere, reap, hintere, Derivierte von F(x) und es ist 

F'{x) = fix -f 0) , resp. F'(x) = fix — 0) 

D 365—369; E 99, Pi. 368, 369. V. 171. 

5. Partielle Integration' Sind u(x ) und vix) von der Klasse C r in [ab J, so ist 


f dv j 
U^r-ax : 
dx 


Vgl. E 101; Pi 384; V 175 


■HI “/•; 


6 Erster Mittehvertsatz: Es seien P(#), ty(x) endiicb und integrabel m 
[ab], und es sei P(£e);> 0 in [a 6], Alsdann ist 


Q Q 

J^Pix) 'ipix)dx= gJ^Pix) dx , 


wo ft ein Mittehvert zwischen der unteren und der oberen Greuze von ipix) in 
[a b] ist 

D 363; E. 97; Pi 366; V 168 

7 Differentiation nach emem Parameter : Wenn die Funktion fix, a) stetig 
ist hn Bereich 

a<x<^b, * 0 <^<x<^c « l , (2) 

und a nnd 5 von a unabhangig sind so ist das bestnnmte Integral 


V 

F(cc)=Jfix, a)dx 


eine stetige Funktion von a in [a 0 ccf] . 
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Wenn uberdies die partielle Ableitung a) 1 m Bereicb (2) stetig ist, 
»o ist die Funktion F (a) differentiierbar in [a 0 « x ], und es xst 

b 

a )d%- 

a 

Dagegen ist 

b 

F'(«) *=fl }„(.*, a)(lx-\- f[b , /(a, a) ?? , 

a 

wenn a und b Funktionen von a sind, welehe in [c^aj] von der Klasse C' bind. 
Vgl E 102; G 216; J 72; 0. 84—89, Pi. 388, 392 


VI. Kurven. 

1. Definitionen liber Kurven. Vgl § 25, a) 

2 Satz von Jordan: Jede stetige gescklossene Kurve 2 ohne mehrfache 
Punkte ^Jordan’sche Kurve“) zerlegt die Ebene m zwei Kontmua, von denen 
das eine ( das Innere von 2 genannt), im Endlichen liegt, wahrend das andere 
(das Aufiere von 2 genannt), sicb ms Unendliche erstreekt Die Kurve selbst 
bildet die vollstandige Begrenzung beider Bereicbe. 

Je zwei Punkte des Inneren (Aufieren) konnen stets durch erne stetige 
Kurve veibunden werden, welehe keinen Punkt mit der Kurve 2 gemein hat 
Dagegen hat jede stetige Kurve, welehe einen Punkt des Innern mit einern 
Punkt des Aufleren verbindet, notwendig mindestens einen Punkt mit der 
Kurve 2 gemein 

Vgl J 91—99; 0 140. 


VII. Abbildung. 

1. Die Funktionen 

, ag, = ( 3 ) 

seien stetig in der Menge 9TL und es sei 9b die der Menge 9Tb mittels der 
Transformation (3) im Kaum der Variabeln y x , ?/ 2 , . y n entspreebende Menge 
fdas Bild von 911). 

Wenn alsdann 9Tt beschrankt und abgeschlossen ist, so ist auch 91 be- 
schrankt und abgeschlossen 

Wenn insbesondere m = % und die durch (3) vermittelte Beziehung zwischen 
3ft und 9b eine ein-eindeutige ist (d h. wenn zwei verschiedenen Punkten von 
3ft allemal zwei verschiedene Punkte von 9b entspreeben) , so defimeren die 
Gleichungen (3) , . . . , x n in 9b als eindeutige Funktionen von y x , y n , 

(inverse Funktionen) 
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Wenn i akdann die Funktionen f t stetig sind m 201, und SOL beschrankt 
ima abgeschlossen ist, so sind anch die inversen Funktionen stetio- in 91 
J. 51, 53; Sch 117 


2. Satz von Schon flies. Sind die Funktionen 

i = 13 = ^0, y) (4) 

emdeutig defimert und stetig m dem Bereich 

(5) 

und deftniert die Transformation (4) eine ein-eindeutige Besiehung zwischen dem 
Quadrat (5) und dessen Bild * in der g, ,-Ebene, so ist das Bild des Randes 
es Quadrates (5) eine stetige gescblossene Kurve £ olme mehrfaehe Punkte 
un das BiM d des Quadrates (5) ist identiseh mit dem Inneren der Kurve £ 
znsammen mit der Kurve £ selbst 

(Schonpmes, Gottmger Naehr , 1899, p. 282; Osgood, Dud, 1900 p 94 . 
Bernstein, Ibid, 1900, p 98. 7 F y 
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